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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Seduta del 12 maggio 1973 

Presiede i l  Socio anziano F ranco R asetti

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Algebra. — P u n ti isolati nello spettro m inimale d i un anello. 
Nota di C o n s ta n t in  N a s ta s e s c u  (*>, presentata (**> dal Corrisp. 
G. Zappa.

S u m m a r y . — Dans ce travail on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour 
que Q(A) soit un produit quelconque de corps.

Introduzione

Nel presente lavoro ci siamo proposti di determinare delle condizioni 
necessarie e sufficienti, affinché Fanello massimale dei quozienti Q (A) 
dell’anello A sia un prodotto qualunque di corpi (Teorema 2.3).

Si ottengono in particolare i risultati di [4] e una parte dei risultati di [5].

D efinizioni, notazioni e risultati preliminari

Tutti gli anelli considerati in questo lavoro sono commutativi con iden­
tità. Se A è un anello, denotiamo con Mod A la categoria degli A-moduli 
unitari.

Sia ora F una topologia additiva su A oppure un sistema topologizzante 
e idempotente [2, cap. 5].

Indichiamo con W la classe:

^  =  { M I M € Mod A , V * £ M ,  A -nn (* )eF }

(*) Questo lavoro è stato fatto mentre l’Autore usufruiva di una borsa di ricerca per 
matematici stranieri del C.N.R. presso l’Università degli Studi di Ferrara.

(**) Nella seduta del 12 maggio 1973.
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che è una sottocategoria localizzante ([2], cap. 3) di Mod. A. Per un A-mo- 
dulo M qualunque denotiamo con FM il più grande sottomodulo di M che 
appartiene a F; cioè

FM == {x  e M I Ann (x) e F} .

Un A-modulo M tale cheM  e $  si dice di F-torsione; se FM =  o, allora M 
si dice F-senza torsione.

Per un A modulo M, indichiamo con Cf (M) l’insieme

C f (M) =  {N Ç M I M/N è F-senza torsione} .

Se poniamo per un sotto-modulo N C M

r = { X e M | ( N : ^ ) e F }

allora N g Cf (M) se e solo se N =  N~. ■
Inoltre l’insieme C f (M) con la relazione di ordine inclusione è un reti­

colo modulare [7]. Poiché A è un A—modulo, possiamo parlare del reticolo 
CF (A).

Data una topologia additi va F su A si può associare in modo canonico 
l’anello

Af =  lim HomA (a , A/FA) ([2], cap. 5)
a e F

che è uri anello commutativo con identità.
Se M è un A-modulo si può associare l’A-modulo

M f =  lim HomA (a , M /FM )
a e F

che diventa nel modo canonico un Ap-modulo. Esiste in modo canonico il 
morfismo

^ (M) : M ----  ̂M f

con la proprietà che k e r^ (M ) e coker <J>(M) appartengono a F; inoltre 
Ker ^ (M ) =  FM.

Per il caso M =  A si ha il morfismo

(A) : A ---- > A f

che è un morfismo di anelli.
Se FA =  ker tp (A) =  o, allora A è un sotto anello di A f.
N el seguito supporremo che la topologia F sia tale che FA == o, cioè A  è 

un A~modulo F senza torsione.
Poniamo

F  ̂— { b C  A f I b  n  A € F} .

Da [2] risulta che F  ̂ è una topologia additiva sull’anello A F. Si vede 
subito che l’ideale 6 C A F appartiene a F* se e solo se A F/b è un F-modulo 
di torsione. Inoltre da [2] segue anche (Af)f* =  Af.
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Indichiamo con Spec A, P insieme degli ideali primi con la topologia 
di Zariski.

Se a è un ideale in A poniamo:

Va (a) =  {p  I p  E Spec A , a Ç p } -

Al variare di a , V a (a) descrive la famiglia dei chiusi in Spec A; indi­
chiamo con D a (a) =  Spec A — Va (a) gli aperti.

Infine poniamo
Spec CF (A) -  CF (A) n  Spec A 

con la topologia indotta.

LEMMA 1.1. Se F è una topologia su A  e p  6 Spec A allora p  € F «==> 
p e Spec Cf (A).

Dimostrazione. Poiché p & F  allora />~=}= A. Sia X e p~;  risulta che 
(p : X) =  a E F. Da qui segue ak C p.

Poiché p f  F allora a E p  e quindi k E p , cioè p  =  p ~ .

TEOREMA 1.2. SY# F una topologia additiv a su A; le affermazioni che 
seguono sono vere\

1) Se p  E Spec CF (A) allora p F e-CF* (AF). Indichiamo con 9 : Spec CF (A) 
-> Spec CF* (Af) F applicazione p  -> p F.

2) cp è biettiva. I l  suo inverso è !  applicazione

q — > q O A ;
3) 9 è un omeomorfismo d i spazi topologici.

Dimostrazione. 1) e 2) sono date in ([2], esercizio 21, Cap. II). 3) Sia 
V a (à) un insieme chiuso di Spec C f (A), allora

9 (V a (à)) — V af (a AF) .

Infatti: se p  E Spec CF (A) , p  D a, allora p F D p  D a e quindi p F D a A F) 
cioè p v C VA[. (a Af).

Viceversa: se q c Y (a Ap), allora « A f Ç ?  e quindi a '.'q-, da qui 
discende che a C g f i A ,  cioè q n  A e VA (a). Poiché g =  ( ? n A ) F allora 
® e < P ( V A («)).

Proviamo adesso che se / e  AF, allora f - 1 (VAp ( / )  n  Cfe (AF)) è un 
insieme chiuso in SpecCF (A).

Infatti poiché / e A f esiste a e F  tale che « /C  A.
Se p  e 9 -1 (VAp ( / )  n  CF̂ (A)), allora /  e p F e quindi a f C p ¥À  A =  p; da 

qui segue che p  E VA (a /)  n  Spec CF (A).
Viceversa, se p  e V A (af)  n  Spec CF (A), allora a / C p C  p F.
Poiché a f  p  (Lemma 1.19, allora <* (£ p F e quindi f  E p F. In conclusione 

noi abbiamo ; dimostrato che

? - T (VAf ( / )  n  CF, (Ap)) VA (af)  O Spec CF (A) .

Quindi 9 è un omeomorfismo.
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Diciamo che una topologia additi va F su A è stabile [3], se F  =  n  F  ̂
dove F^ è la topologia additiva -p F( )

F*> =  {a | « ( £ / } .

Proposizione 1.3. Sia  Y una topologia, additiva su  A. Allora F è stabile 
se e solo se Fe è stabile su  Af.

Dimostrazione. Supponiamo che F sia stabile. È chiaro che sempre

F 'C  n  f ;  .
q e Spec CFe (AF)

Sia ora a* e Q F*, allora a* & q per ogni q € F*.
g eS p ecC F*(AF) * ^  r  0  2

Supponiamo che a* n  A € F, risulta che esiste un p e F tale che 
a* n  A C p . Sia q== p F € F*. Poiché a* (£ <7, esiste un elemento /  e a* , /  € q. 

D ’altra parte, esiste un ideale 6 e F tale che h / C A .
Quindi ò / C / n A ;  da qui segue che b f C p C p F= q .
Poiché /  € q risulta che b C q e quindi 6 Ç q n  A =  p,  cioè p  e F, assurdo. 
Supponiamo ora che F* sia stabile. Dobbiamo provare soltanto che

n  F p C F .
p  E Spec CF (A)

Sia a e n  F^; allora a '(£ p  per ogni p  e Spec Cf (A).
^eS pecC F (A)

Poiché a è F-senza torsione (A è F-senza torsione) allora esiste la se­
quenza esatta canonica

q ------a aF-------  ̂ coker ^ (a )-----o <*>.

Se q € Spec CF* (Ap) e ap C q allora a Ç q n  A, assurdo.

Quindi aF e n  Feq =  F* e di qui discende che a„ n  A e F.
<7eCF*(AF) F

Dalla sequenza esatta (*) e poiché coker (a) è di F-torsione, risulta 
che aF n  A/a è di F-torsione.

Dalla sequenza esatta canonica

o ---- > aF n  A  ja — > A /a ---- > A /ap n  A ---- > 0

segue che A /a è di F-torsione cioè a e F.

Lemma 1.4. Sia  F una topologia additiva su A.
Denotiamo con T f , Sf i funtori canonici

T f : Mod A ->M od A /r  ; SF : Mod A/ff ->M od A ([2], cap. 3) .

Se e Cf (A) è un elemento massimale allora T F (Ajp) è un oggetto 
semplice nella categoria Mod A/Sfi
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Viceversa: se X e Mod A/# è un oggetto semplice allora esiste un ideale 
primo p  e Cf (A), elemento massimale tra gli elementi di Cf (A) tale che

X ~ T F (A/£).

Dimostrazione. Sia p  e Cf (A) un elemento massimale (che è un ideale 
primo) e sia YC T F (Ajp) un sotto-oggetto diverso da zero.

Allora SF (Y) =f= o e SF (Y) O A \p  4= o.
Se poniamo SF (Y) n  A fp =  b/p allora p ^ b ,  cioè b e F.
Dalla sequenza esatta

o -----> b / p ----->- A Ip -----> A j b -----> o

risulta che T r (b/p) =  T F (Ajp). D ’altra parte T F (b/p) C T F (SF (Y)) =  Y, e 
quindi Y =  T F (A jp) cioè T F (A/p) è un oggetto semplice.

Per dimostrare il viceversa si utilizza il Lemma 6.5 [7].

2. Punti isolati nello spettro minimale

Tutti gli anelli considerati in questo paragrafo sono commutativi con 
identità e senza elementi nilpotenti.

Un ideale a C A  si dice denso se Ann (a) =  0.
Poiché Panello A è ridotto, allora a è denso se e solo se a è un ideale 

essenziale ([2], Cap. 2).
Indichiamo con

D =  {a I a Ç A ,  a denso}

che è una topologia additiva su A. L ’anello AD lo denoteremo con Q (A). 
Si sa che Q (A) è un anello regolare nel senso di Von Neumann e autoiniettivo.

L ’anello Q (A) si chiama Vanello massimale dei quozienti associato 
alVanello A. \

Indichiamo con Min A lo spettro minimale dell’anello A cioè l’insieme 
degli ideali primi minimali con la topologia di Zariski. Si sa che Min A è 
uno spazio topologico di Hausdorff e che ogni parte ammette una base di 
intorni chiusi e aperti.

LEMMA 2.1. Sia p  un ideale primo. Le affermazioni che seguono sono 
equivalenti:

1) p  e Min A ed è isolato)
2) p  non è denso in A;
3) P e CD (A);
4) esiste x  E A  , x  =[= o, tale che p  =  Ann (*);
5) P& è un punto isolato in  Spec Q (A).

Dimostrazione. 1) => 2) Poiché p  è isolato in Min A, risulta che

Min A — {p }  =  V (a) n  Min A , dove a - f= o .
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Quindi a C n  q■ Sia X e a , X ={= O; se fjt è un elemento qualunque
q G Min A

di p  allora Xfx e a n  p  =  o cioè X e Ann (p) e quindi p  non è denso in A;
2) 4==> 3) risulta dal Lemma 1.1 ;
3) = »  4) Poiché p  non è denso, esiste x & p  tale che A x  n  p  — o e 

quindi Ann ( x ) C p .  Se ora X e p  allora \ x  =  o cioè X e Ann (x). In conclu­
sione p  =  Ann (x)\

4) ==> 1) Poiché p  =  Ann (#), allora x  & p. Se ora g è un ideale primo 
contenuto in p , allora per ogni X e risulta X;r =  o e da qui discende che 
X e q e quindi q ~ p .  Dunque p  e Min A.

Ora si vede subito che

(V (Ann (x)) n  Min A) u  (V (A # )n  Min A) == Min A 

(V (Ann (x)) n  Min A) n  (V (AY) n  Min A) =  0  

cioè p  è un punto isolato in Min A.
3) 5) segue dal Teorema 1.2.

Se p  e A è un ideale primo in A, denotiamo con K (A/p) il corpo delle 
frazioni di A \p.

COROLLARIO 2.2. Se p  € Min A è punto isolato, allora

K (A //) s  Q (A )//d .

Dimostrazione. Poiché A /p  Ç Q (A)/pD allora K (A/p) Ç  Q (A)/ì>d.
Dal ([1] esercizio 21, cap. II) risulta che K (A/p) =  (A/p)D.
Dalla sequenza esatta

O — > PD — * Q (A) — (Alp)D 

risulta che Q (A)/pD C (A/p)D e quindi K  (A/p) =  Q (A)/pD.

TEOREMA 2.3. Sia  A un anello ridotto. Le affermazioni che seguono 
sono equivalenti'.

1) LI insieme dei pun ti isolati di Min A è denso in Min A;
2) Q (A) è un prodotto qualunque di corpi;
3) D è una topologia stabile\
4) La categoria quoziente [2] Mod A/O è semi-artiniana [8] (0  è la 

categoria localizzante associata alla topologia additiv a JA) (semi-semplice).

Dimostrazione. 1) => 3). Denotiamo con X0 l’insieme dei punti isolati 
di Min A e Yo l’insieme dei punti isolati di Spec Q (A).

Poiché X0 è denso in Min A allora n  p  =  o.
J>e X0

Sia a e n  ; allora a (£ p  per ogni p  e X0.
i S e X 0

D ’altra parte poiché A è ridotto risulta che Ann a Ç p  per ogni p  e X0, 
cioè Ann (a) =  o e quindi a è denso.

3) =» 1) Supponiamo che a n  o. Allora Ann a =j= 0 ed a j
p g x 0

+  A n n a  è un ideale denso, quindi a +  Ann (a) e D, cioè a J  Ann a (J)p 
per ogni p  e X0.
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Di qui segue Ann a (£ p  per ogni p  e X0, quindi Ann a 6 F, cioè Ann a 
è denso.

D ’altra parte a n  Ann a — o e quindi a =  o; assurdo.
2) => 3) Poiché Q (A) è un prodotto di corpi risulta che lo zoccolo 

(Q (A)), cioè la somma degli ideali minimali, è denso in Q(A). Di qui
discende che Tinsieme dei punti isolati di Spec Q (A) è denso. Allora risulta 
che D* è «stabile» e quindi D è stabile (Proposizione 1.3).

3) => 2) Poiché D è stabile, allora D* è stabile e quindi l’insieme di 
tutti i punti isolati di Spec Q (A) è denso; di qui segue che S0 (Q (A)) è un 
ideale essenziale in Q (A), e quindi Q (A) è prodotto di corpi.

1) => 4) Denotiamo con TD : Mod A -> Mod A/3)' e SD : Mod A/5D -> 
-> Mod A i funtori canonici (2, cap. 3).

Sia ora M un A-modulo D-senza torsione diverso da zero.
Se x  e M , x  =|= o, allora Ann (x) e Cd (A).
Esiste una famiglia (/>*•)* ei di ideali primi che appartengono a X0, tale 

che Ann (x) ■== n  p {.
t e i

Sia pi un ideale primo tale che Ann (*) C A-
Poiché pi =  Ann (#*•), dove x { € pi, risulta che (Ann (oc) : x t) — pi, cioè 

A/Ann (x) contiene un sotto modulo isomorfo con A fp{. Dal Lemma 1.4 
segue che T F (A#) contiene sotto-oggetto semplice, cioè T F(M) contiene un 
sotto-oggetto semplice non nullo. Dal [8] risulta allora che Mod A/S) è una 
categoria sem i-artiniana (anche semi-semplice).

4) =>3) Sia a e n  Fj, cioè a ( tp  per ogni p  6 Spec Cn (A). Sup-
P g Spec CD (A) ■ D ̂

poniamo che T F (A/a) =(= ov
Poiché Mod A/S) è semi-artiniana risulta che T F (A/a) contiene sotto­

oggetto semplice X e non nullo.
Poiché X ^  T F(Alp) dove p  e X 0 (Lemma 1.4) esiste un elemento x  e A  

tale che (a : x) =  p; di qui segue che a C p; assurdo.
Quindi T f (A/a)-=  o cioè A/a e c3) e ciò mostra che a e D.

COROLLARIO 2.4. Sia  A  un p.m . anello [6] (cioè un anello con la pro­
prietà'. ogni ideale primo è contenuto in un solo ideale massimale). Se il  radicale 
di Jacobson è zero allora le affermazioni che seguono sono equivalenti',

1) Q (A) è un prodotto qualunque d i corpi;
2) F insieme dei pun ti isolati dello spettro massimale max A, è denso.

Dimostrazione 1) => 2). Dal Teorema 2.3, X0 (l’insieme dei punti iso­
lati di Min A) è denso in Min A.

Sia p  e X0 e m  CA , l’unico ideale massimale che contiene p. Poiché 
il radicale di Jacobson è zero, allora m  è una estensione essenziale di p.

D ’altra parte poiché p  è non essenziale in A (Lemma 2.1) allora m  è 
non essenziale in A; cioèm =  Ann (x) con# € m. È chiaro che p  =  m  — Ann (x) 
e pertanto l’insieme dei punti isolati di max A è denso.

Reciprocamente; si fa il cammino inverso.
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COROLLARIO 2 . 5 . Sia  X  uno spazio topologico (completamente regolare) 
e C (X )  Panello delle funzion i continue e reali su X . Allora Q  (C (X ))  è un 
prodotto di corpi se e soltanto se Pinsieme dei punti isolati d i X  è denso.

Dimostrazione. C (X) è un p.m. anello [6].
Questo risultato è stato ottenuto in [4] e [5].

Bibliografia

[1] N. Bourbaki, Algèbre commutative, Ch. i et 2.
[2] P. Gabriel, Des catégories abéliennes, «Bull. Soc. Math. France», 90, 325-448 (1962).
[3] M. Hacque, Localisations commutatives stables, «C.R. Acad. Sci. Paris», 270, 995-998 

(1970).
[4] A. Hager, Isomorphism with a C (X ) o f the maximal ring of quotients o f C (X), « Fund. 

Mathematicae », 66 (1969).
[5] G. De Marco, Real ideals in the maximal ring o f quotients o f C (X), «Rendiconti di 

Padova» (in corso di stampa).
[6] G. De Marco e A. Orsatti, Commutative rings in which every prime ideal is contained 

in a unique maximal ideal, «Proceedings Amer. Math. Soc.», 30, (3) (1971).
[7] C. Nastasescu, La structure des modules par rapport à une topologie additive. Tôhoku, 

«Math. Journal», 25 (1973) (à paraître).
[8] C. N astasescu  e N. Popescu, Anneaux semi—artiniens,K( Bull. Soc. Math. France», 96, 

357-368 (1968).


