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Programmazione dinamica. — Condizioni di convessito nella
programmaszione dinamica. Nota di GiovaANNI MARRO e REMO Rossi,
presentata ® dal Socio G. EvaNGELISTI.

SUMMARY. — The convexity of return functions in dynamic programming implies the
possibility of employing standard procedures of convex programming for the searches of
minima of functions which are performed at every stage of the computational procedure.

In the present work by means of a geometric approach are derived necessary and suffi-
cient conditions for the convexity of return functions in dynamic optimization problems
with bounded states and controls and in presence of isoperimetric constraints.

1. INTRODUZIONE

Com’é noto, in relazione ai problemi di programmazione non lineare,
le condizioni di convessita giocano un ruolo di grande importanza, in quanto
costituiscono la base delle prove di esistenza e unicitd e forniscono la possi-
bilita di sviluppare eleganti dimostrazioni della convergenza di molti proce-
dimenti iterativi di calcolo.

In tale campo notevole peso hanno avuto i contributi, ormai classici,
di Kuhn e Tucker [1], Wolfe [2, 3], Rosen [4].

L’impiego degli algoritmi della programmazione lineare e non lineare
per la soluzione di problemi di ottimizzazione dinamica & stata studiata da
Dantzig [5], Torng [6], Lee [7,8], Ho [9], Rosen [10], Gilbert e Barr [11-14],
che hanno posto i fondamenti teorici di metodi computazionali di grande
interesse applicativo.

Lo studio puramente analitico di tali problemi comporta sviluppi spesso
di notevole complessita: il significato e il peso delle varie condizioni non sono
sempre facilmente comprensibili se non si ricorre alla visione geometrica,
che risulta per contro intuitiva e formativa.

- Nel presente lavoro, basato appunto su un’interpretazione geometrica
dei problemi di ottimizzazione gid introdotta e impiegata dai medesimi Au-
tori [15, 16], viene considerato in particolare il procedimento della program-
mazione dinamica. Si stabiliscono condizioni che garantiscono la convessita
dei costi parziali e I'unicitd della soluzione nel caso che gli stati e i controlli
siano vincolati sia direttamente sia mediante relazioni isoperimetriche, quali
si presentano in una vasta classe di applicazioni.

Tali condizioni forniscono una precisa delimitazione dei requisiti da
porre al modello matematico affinché si possa far uso di tecniche di calcolo
particolarmente idonee ed efficienti, come ad esempio la programmazione

(*) Nella seduta del 14 aprile 1973.
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dinamica incrementale, cio¢ la programmazione dinamica applicata limita-
tamente ad un intorno ristretto di una particolare traiettoria, che viene cosi
localmente migliorata per passi successivi.

L’uso della programmazione dinamica incrementale consente di limitare
la tabulazione dei costi e delle decisioni ad un insieme di stati relativamente
ristretto, con evidente risparmio di memoria. Per contro, il metodo trova
una limitazione alla sua applicazione nel fatto che la convergenza alla solu-
zione ottima non ¢ sempre assicurata, se i costi parziali non sono convessi.

Interessanti applicazioni del metodo della programmazione dinamica
incrementale sono state proposte in rapporto alla soluzione di problemi di
accumulo e di distribuzione ottima di risorse. Ad esempio, Bernholtz e
Graham [17-20] hanno trattato con tale metodo il problema dell’ottimizza-
zione dell’esercizio di impianti di produzione di energia elettrica.

2. POSIZIONE DEL PROBLEMA

Il problema che verrd trattato nel seguito ¢ quello della ricerca del mi-
nimo della funzione

N-1
(2.1) ¢= ;J g (x*, uf)

in presenza dei vincoli

(2.2) A+l — Axk—f— Bu* (/é=0,~~,N—— I),
N-1

(2'3> fo(xk,uk>£bl- (7: = I ’...’s>,
£20

(2.4) x* € ot (b=o0,--,N),

(2:5) ut € ot (b=o0, - N—1).

Si suppone che le funzioni g*(s*, u®),ff(x", «*) siano convesse e che
gli insiemi &c*, af* siano convessi e chiusi.

Le variabili u*€ R”(#=o0,--.,N—1) rappresentano la successione
delle decisioni o controlli applicati a un sistema descritto dall’equazione matri-
ciale alle differenze finite (2.2), in cui le x*€ R"(#=o0,---, N) rappresen-
tano la successione degli stati.

E consuetudine considerare uniche incognite del problema lo stato ini-
ziale ottimo x0* e la successione dei controlli ottimi w**(2=o0,- -, N—1),
in quanto essi rappresentano le variabili direttamente manipolabili nel sistema
fisico descritto dal modello posto e i loro valori determinano univocamente
quelli di tutte le altre variabili del sistema.

I vincoli. (2.4) e (2.5), che, in particolare, si possono ridurre alla limita-
zione di ciascuna delle componenti dei vettori x%, #* ad un intervallo, rappre-
sentano restrizioni di carattere fisico, mentre i vincoli isoperimetrici (2.3)
discendono da limitazioni sulle quantitd di risorse disponibili.

43, — RENDICONTT 1973, Vol. LIV, fasc. 4.
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3. IL PROCEDIMENTO DI CALCOLO MEDIANTE LA PROGRAMMAZIONE DINAMICA

Per introdurre l’enunciazione di alcune interessanti proprietd relative
alla soluzione del problema posto, & opportuno ricordare brevemente come,
in relazione al caso particolare in esame, possa venire utilizzato il procedi-
mento della programmazione dinamica.

I vincoli isoperimetrici (2.3) si possono scrivere globalmente

N-1

(3.1) > et ) <,
k=0

convenendo che il simbolo di disuguaglianza applicato a due vettori rappre-
senti la disuguaglianza componente per componente, Tale notazione, che
consente una scrittura piti concisa delle formule, sard estesamente impiegata
anche nel seguito.

Dei vincoli (3.1) si pud tener conto mediante artificio di ampliare il
modello matematico (2.2) con le equazioni alle differenze finite

(3.2) vttl = of | fE(xF uk) (f=o0, -, N—1),
cui vengono associate le condizioni di estremita

(3-3) =0,

(3-4) vVew,

in cui % ¢ l'insieme convesso e chiuso
(3-5) W = {o¥: 0¥ < b}.

Tale riformulazione del problema riconduce la messa in conto dei vincoli
isoperimetrici ad un ampliamento dello stato. Fatta eccezione per le equa-
zioni (3.2), che non sono lineari come le (2.2), il problema riformulato &
“infatti dello stesso tipo di quello posto al paragrafo precedente, salvo che
non vi compaiono i vincoli isoperimetrici.

L’applicazione della programmazione dinamica al problema posto con-
duce all’equazione funzionale ricorrente '

(3.6) c* (xF, vF) = min [g# (%, u¥) + 411 (Ax* + Bu?, vf + f*(x*, u)]
uke’l@i(xk,vk) '
(f=N—1,N—2,--,0),

in cui 264 (x# v*) si ¢ indicato I'insieme delle decisioni ammissibili all’istante
/—esimo: per la presenza dei vincoli isoperimetrici e dei vincoli sugli stati,
esso ¢ funzione dello stato a tale istante, come pit dettagliatamente sara
illustrato nel seguito (relazione (4.2) del prossimo paragrafo).

La tabulazione delle funzioni che esprimono i costi parziali ottimi

3.7 c® (x%, vF) (k=o0, -, N—1)
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e le relative decisioni ottime
(3.8) ut* (xt, 0P (k=0, - N—1),

ottenute calcolando il minimo indicato nella (3.6), fornisce la soluzione del
problema. '

Infatti si sceglie lo stato iniziale [x%%, »9*] in modo che, soddisfacendo il
vincolo dato dalla prima delle (2.4) e dalla (3.3), corrisponda a un minimo
della prima delle (3.7). Tale scelta, attraverso le (3.8), (2.2) e (3.2) determina
Iintera traiettoria, in quanto di tutti i rimanenti vincoli si & gid tenuto
conto definendo opportunamente I'insieme 2@ (x# v*) nella (3.6).

La scelta dello stato iniziale [x%%, #%%], in cui si pone sempre v%* = o,
costituisce un problema di ricerca del minimo della prima delle (3.7) in pre-
senza di vincoli convessi. Com’¢ noto la stretta convessitd della funzione
comporta l'unicitd del punto di minimo se I'insieme di vincolo & convesso @,

Si dimostrerd che la proprietd di convessitd, che gioca un ruolo fonda-
mentale anche nella determinazione del minimo specificato nella relazione
ricorrente (3.6), ¢ soddisfatta da tutte le funzioni della successione (3.7),
ipotesi poste al paragrafo 2. Si discuterd inoltre sotto quali ipotesi addizionali
la convessita risulta stretta, e quindi il minimo unico.

4. TEOREMI SULLA CONVESSITA DEI COSTI PARZIALI

Per maggior chiarezza di esposizione, la dimostrazione verrd sviluppata
dapprima nel caso pili semplice, in cui manchino i vincoli isoperimetrici;
in un secondo tempo, utilizzando i risultati cosi ottenuti, la prova verra estesa
al caso generale.

TEOREMA 4.1. Le funzioni c*(x¥) (k=o0, --,N—1), che particola-
rizzano le (3.6) in assenza di vincoli isoperimetrici, sono comvesse. Esse sono

Strettamente convesse se le funzioni g*(x*, u*¥) sono strettamente convesse rispetto
alle x*.

Dimostrazione. In assenza di vincoli isoperimetrici la (3.6) si scrive
(4.1) *(xf) = min [gt(xt, uf) 4 o4+ (dAxt + Bub)]
wt Gk (xh
Rttt k=N—1,N—2,---,0).
Si dimostra facilmente che 2@%(x*) C R”, che rappresenta linsieme
delle decisioni ammissibili all’istante A-esimo in funzione dello stato, &
convesso e chiuso. Infatti, se con 26* C R"™ si indica Iinsieme degli stati

e dei controlli ammissibili all’istante A-esimo, si pud scrivere la relazione
ricorrente

(4.2)  26F={[x, u]: € OCF, ut € AL, Axt-But € 41} (h=0,. .-, N—1),

(1) Definizioni e proprieta relative alle funzioni convesse e strettamente convesse sono
riportate in Appendice.
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in cui &
8t = {x* esiste W tale che [x*, u*] € 2%} (=o0,---,N—1),

4-3) .
8§ = %"

& C R” rappresenta l'insieme degli stati ammissibili all’istante i—esimo,
cio¢ l'insieme degli stati all'istante /—esimo per i quali esiste almeno una
sequenza di controlli ammissibile «, w?+1,... tale che i vincoli (2.2), (2.4)
e (2.5) siano soddisfatti per £=:,7 4+ 1, ..

Essendo l'ultimo degli insiemi (4.3) convesso, la relazione (4.2), scritta
per £#= n—-1, fornisce un insieme convesso, in quanto intersezione di tre
insiemi convessi. La convessita di 26" porta, in base alla relazione di defi-
nizione data dalla penultima delle (4.3), alla convessity di $"'; con ragio-
namento analogo si prova la convessita di 2677 % "% e cosi via.

Alla convessita del generico 26* consegue quella dell’insieme 234 (x%)
indicato nella (4.1), che ¢ definito mediante la relazione

44) 261 () = {ut: [, ] € 269} .

Per dimostrare la convessita della funzione ¢*(x#) si procede pure itera-
tivamente: si ipotizza che c¢#+! (x*1) sia convessa, per cui la funzione da
minimizzare a secondo membro della (4.1) & convessa, in quanto somma
di funzioni convesse (cfr. Lemma A.1); il secondo termine della somma, in
particolare, ¢ una funzione convessa in quanto funzione convessa di funzione
lineare. :

Per il Lemma A.5 pertanto la funzione a primo membro della (4.1) &
convessa.

Se la funzione g#(x* u®) & strettamente convessa rispetto a x%, per il
Corollario A.2 e il Lemma A.5, c*(x*) & pure strettamente convessa. <]

TEOREMA 4.2. Le funzioni c*(sxt, v¥) (=0, -+, N—1) definite dalla
(3.6) sono convesse e soddisfano la relazione c*(xt, v¥) < c(x*, v¥") per ogni
coppia di vettori o¥, o¥’ tali che sia v¥ < ¥’ @. Esse sono strettamente con-
vesse rispetto alle variabili x* se le funzioni g*(x*, ut) sono strettamente convesse
rispetto alle x*.

Dimostrazione. Seguendo un procedimento analogo a quello sviluppato
per il Teorema 3.1, si dimostra anzitutto che Iinsieme 6 C &"***™ che
rappresenta il luogo degli stati ampliati e dei controlli ammissibili all’istante
k—esimo, & convesso e soddisfa la disuguaglianza

(4.5) 26 (©*) D2 (v*)  per ogni coppia v*,v¥’ tale che sia v¥ < o'
In accordo con il simbolismo precedentemente introdotto, con 2% (v%)

si indica I'insieme degli stati e dei controlli ammissibili all’istante A—esimo,

(2) Si ricorda che con il segno di disuguaglianza tra vettori si indica la disuguaglianza
delle singole componenti.
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in funzione delle risorse ¥ a quell’istante disponibili, ossia
46) 26 @) = ([, w] : [, of, ] € 265}

La proprieta di convessita dell'insieme 2@#, unitamente alla (4.5), equi-
vale alla relazione

(4.7) [ax® 4 (1 — o) o', 0wt + (1 — o) 0¥ — B, o' -+ (1 — o) ut''] € 26*
per ogni coppia di punti [x#, v¥, u?'], [x*', v*', u?''] € 2G%,
per ogni « tale che sia o <a <1 e per ogni B >o0.
Per definizione &
(4.8) Wt = {[x4, oF, w] : x* € OCH ut € AfF, [Ax*+ But, vt f(xF, ub)] € §4+1}
(f=o, -, N—1),

in cui &

(4-9) §F = {[x*, v*] : esiste u* tale che [x*, v*, u*] € 2%}
k=0, - N—1),

(4.10) 8 = {[x¥, 0"} : &V e &V, oV e 0.

8'C R"*’ rappresenta I'insieme degli stati ampliati ammissibili all’istante
/—esimo, cio¢ 'insieme degli stati [x?, v'] per i quali esiste almeno una suc-
cessione di controlli ammissibile «’, #’+1,... tale che i vincoli (2.2), (2.4),
(2.5), (3.2) e (3.4) siano soddisfatti per £#=7,7 -+ 1, -

Si considerano in 2@* i punti arbitrari [«*, 0¥, u¥'], [x*, o*"', u¥''] e si
verifica che la (4.7) ¢ soddisfatta qualora valga un’analoga relazione per 2@#+1.

Posto

xtl = Ax¥ 1 But |  xt+"" = Ax*’ -~ Bu?',
oftl — ‘vk’-f— fk(xk” uk’) , o1 — vb”+ fk(xlz”’ ule”) ,
deve essere evidentemente [x#+1, v#+1] | [x#+1 2#+1""] € §4+1 e quindi, per
definizione, esistono controlli w#+1, w#+1"" tali che sia [x#+1, oA+l 4t+1']
[xk“‘l”, vk+1”’ uk+1”] I 2@/%?-1_ »
Ogni punto [« v u*] che soddisfa la relazione (4.7) soddisfa pure le

_ relazioni specificate a secondo membro della (4.8): le prime due in quanto 2&*
e Qf* sono insiemi convessi, la terza in quanto il punto

(4.11) [qc“l, o1 w1 = [Axt+ Buf, v*+ f* (o, wf) | oV 4 (1 — o) wt 1]

appartiene a 26**1.
Infatti e

ohtl — vﬁ—l— fk (xk, uk)
< ov?' 4 (1 — o) o' — B+ aft (ot ut) + (1 — @) fE(x¥, ut'")

= oot | (1 — o) o#H — B
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cioe
vl = gt (1 — o) oAV — B — B con B >o.

Di conseguenza il punto (4.11) & esprimibile con la relazione
[t 1, of+L | ht1] = [oach+l 4 (1 — o) 2+ ot tl |-

+ (1 — ) A — B — B ettt - (1 — o) uttl''],

per cui appartiene a 26*+1 soddisfacendo la relazione (4.7), con indice 4 4 1
in luogo di 4.

Avendo dimostrato che I'insieme 2@* & convesso e soddisfa la (4.5), 'as-
serto del teorema ¢ di facile deduzione.

Sotto l'ipotesi che la funzione c#+1(x#t1, v#+1) sia convessa e soddisfi
la condizione specificata nell’enunciato del teorema, anche la funzione
c*(x*, v*) gode di tali proprieta. ,

Infatti la funzione da minimizzare a secondo membro della (3.6) & con-
vessa in quanto somma di due funzioni convesse; la seconda di queste, in
particolare, & convessa in virti del Lemma A.4.

D’altra parte la ricerca del minimo & vincolata all’insieme

2% (x, vF) = {ut: [xF, of, ut] € 26H},

manifestamente convesso e chiuso, per cui il valore del minimo, per il Lem-
ma A.5, ¢ ancora una funzione convessa che soddisfa la condizione specificata
nell’enunciato del Teorema perche, come si & precedentemente verificato,
I'insieme di vincolo

26 (04) = {[o, ] : [, o, u] € 264}

si amplia al diminuire delle componenti di »* ed inoltre la funzione
1 (Ax* -+ But, vf - f*(x*, u*)), che compare come addendo nella funzione
da minimizzare, diminuisce al diminuire di o%.

Nel caso in cui la prima delle funzioni a secondo membro della (3.6)
sia strettamente convessa in x% la funzione da minimizzare & strettamente
convessa e quindi, per il Lemma A.5, la c#(x* v%) & strettamente convessa

in xt <

S. ALCUNE CONSEGUENZE DEI TEOREMI STABILITI

Nel precedente paragrafo si ¢ provato che i costi parziali (3.7), deter-
minati con il metodo della programmazione dinamica, sono funzioni con-
vesse, in «* per ogni 4.

Al fine della scelta del punto iniziale ottimo interessa, in particolare,
la funzione ¢%(x9, 0): perché tale funzione sia strettamente convessa & suffi-
ciente che almeno una delle g#(x% w?) (4= o0, .-, N—1) sia strettamente
convessa in x% Una condizione sufficiente per l'unicitd del punto iniziale
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ottimo x%* si- pud pertanto facilmente stabilire come conseguenza dei risul-
tati ottenuti e di una nota proprietd dei minimi di funzioni convesse vinco-
lati ad insiemi convessi e chiusi.

COROLLARIO 5.1. Perché il punto iniziale ottimo x sia unico, & sufficiente
che almeno una delle funzioni gh(xt, u¥) sia strettamente convessa in x*.

L’unicitd dell’intera traiettoria ottima, cioé di ciascuna delle decisioni
di cui essa ¢ conseguenza, ¢ invece legata alla stretta convessitd delle fun-
zioni g (x*, u¥) rispetto a w*: infatti il punto di minimo di una funzione stretta-
mente convessa, vincolato ad un insieme convesso, ¢ unico. Si pud pertanto
enunciare il seguente corollario.

COROLLARIO 5.2. Perché la successione dei controlli ottimi w*(k=o,---
N — 1) sia unica, ¢ sufficiente che le funzions g* (x*, w¥) (b =0, -, N —1)
stano strettamente convesse in ut.

APPENDICE

A.1. — Alcune proprieta delle funzioni convesse.

Per una pit agile organizzazione del testo, sono stati raccolti in questa
Appendice alcuni Lemmi, parte dei quali originali, che vengono utilizzati
nelle dimostrazioni oggetto del lavoro.

Com’¢ noto, una funzione f(x),x < R", si dice convessa se, per ogni
coppia di punti x', x”' € R” e per ogni « tale che sia 0 <a <1, vale la
disuguaglianza

(A1) Flod (1 — o) %) < af (x) + (1 — D) f&) .

La funzione si dice strettamente convessa se la (A.1) vale con esclusione
del segno di uguaglianza. :
Per completezza, si riporta il seguente noto risultato.

LEMMA A.1. La somma di due funzioni convesse é una funzione convessa.

Dimostrazione. ILa dimostrazione ¢ immediata: basta scrivere la (A.1)
per le due funzioni, sommare membro a membro e raccogliere « e 1T — «
a secondo membro. <]

COROLLARIO A.2. La somma di due funzioni convesse é strettamente con-
vessa se lo & almeno una delle due funzion:.

LeEMMA A.3. Se f(¥),» € R”, ¢ una funzione convessa (strettamente con-

vessa) e y = g(x) = Ax 4 b, x € R" ¢ una m-upla di funzioni lineari, la fun-
zione composita ¢ (x) = f(g(x)) ¢ convessa (strettamente convessa).

Dimostrazione. La dimostrazione & un’immediata conseguenza della rela-

zione di definizione (A.1). <]
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LEMMA A.4. Se f(¥),y € R", ¢ una funzione convessa (strettamente con-
vessa) che soddisfa la relazione

(A.2) JO)<F'")  per ogni ¥y <y

¢ g(x),x€R", & un'm-upla di funzioni convesse, la funzione composita
¢ (%) = f(g(x)) ¢ convessa (strettamente convessa).

Dimostrazione. Assunti due punti [x', x"'] € R*, per la convessiti delle
componenti della funzione vettore g(x), &

g(oax'+4 (1 — o) x")ﬁocg(x’)—l—(l—-oc)g(x”) o<a<1

Tale relazione, unita alla (A.2), consente di scrivere

(A3) o'+ (1 —a)x") =F(g(ox'+ (1 — o) %)) < f(ug(x') +
+H(r—a)g(x") .

D’altronde per la convessitd della f(y) risulta

Ag)  flag@)+ (1 — 0 g@) < af (@) + (1 — o) f(g(x") =
= ap(x) + (1 —a) p(x").

Combinando le (A.3) e (A.4) si prova la convessith della funzione compo-

sita. <]

LEmMmMA Als. Daz‘z una  funzioue convessa (strettamente convessa)
F(x1,%5) , %1 € R?, %y € R, ¢ un insieme convesso ¢ chiuso 16C R? * la fun-
zione

Jo(x1) = min f(x;,x,),
%3 € 2B1(%1)
n cut é
261 (1) = {21 [x1 , 5] € 26},

¢ convessa (strettamente convessa).

Dimostrazione. 11 dominio di definizione $ della funzione f,(x;) & il
luogo dei punti x; per i quali esiste almeno un valore di x, tale che il punto
[x1, %;] appartenga a 26. L1n51eme 8 ¢ convesso, in quanto proiezione di
un insieme convesso.

Fissati in & due punti arbitrari, xj, xY, si pud scrivere

A5) Sl + (1 —0)x) =  min  flax+ (1 — ), %)

2, € Y51 (] +(1— o) x}’)

Si indicano con x3, x3 valori corrispondenti al minimo sopra indicato
. . . \ ! !
per « = 1 e a = O rispettivamente; evidentemente sara [x; , x3], [x1’, x5'] € 2G.
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Per la convessita dell'insieme 2@, il punto [ax; + (1 — &) %;, axy +
+ (1 — @) xz] appartiene pure a 2G. Il minimo indicato nella (A. 5) & mag-
giorato dal valore che la funzione f(x;, x;) assume in tale punto ossia ¢

(A.6) min J ooy + (1 — o) x75 x9) < f (g 4 (1 — &) 7', oy -
%, )G () +(1—o)xy")
+ (1 —a)x3) .

D’altronde la convessitd della f (x1, x2) implica la relazione
(A7) Sy + (1 — o) &1, ey + (1 — &) &%) < of (x1 , x5) +
(T — o) f (%1, 22) = afy (1) + (1 — ) fo (i) -

Le (A.5), (A.6), (A.7) costituiscono una catena di disuguaglianze dalle
quali si deduce immediatamente la validitd dell’asserto. <]

SIMBOLI
vettore;
spazio vettoriale delle z—uple di numeri reali;
matrice;
sottospazio di R%;
appartenente a;

contenuto in;

Aln ™M@ h xR

termine della discussione o della dimostrazione.
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