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Analisi, matematica. — S u r un lemme de convergence et ses appli
cations aux équations aux dérivées partielles d ’évolution non linéaires 
et non monotones. Nota II di M a r c o  B i r o l i . (*>, presentata ^  dal 
Corrisp. L. A m e r io .

R iassunto. — Si dimostrano il Lemma 2 ed i Teoremi i e 2 enunciati nella Nota I.

§ 2. D émonstration du Lemme 2

Démontrons, d ’abord, que {a„(x)} est bornée dans 21 (O). 
Indiquons par l’ensemble où | an (x ) | <  K; on a

i2’1) J  I <*n(x) I dx <  J  I a„(x) I dx +  J  I o„(x) \ dx
Q E* Q — Ê

<, K mis ß  +  J  I a„ (x) | dx .
Q-E^

De la définition d e ^ K(7j) on a que il y a ns tel que pour n > n s , | •/) | >  K, 
g„ (ri) 7] >  o .

On a alors

(2 .2) J  I an (x) I dx <  K  mis ß  +  ~  j  <j „  (x) vn (x) dx  <  Cst.

Démontrons maintenant que

(2.3) lim I \an(x ) \d x  — o
mes(E)->0 J 

E
(E C ß ) uniformément pour n.

Indiquons par E N l’ensemble { r | r e E , f „ ( i ) > N } , N  >  1.
On a

(2.4) J  I <*„ (x) I dx  =  J  I an (x) I dx  +  J  I an (x) \ dx <
E E -E , En

<  Cst. mes E -f- A. J" a„(x) vn {x) dx  <  Cst ^mes E +  d -j

dont, étant N arbitraire, on a le résultat.

(*) Istituto di Matematica dell’Università di Parma. Istituto di Matematica del Po
litecnico di Milano.

(**) Nella seduta del io febbraio 1973.
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D e (2,2), (2,3), pour le théorèm e de D unford-Pettis, on peut supposer 

(2, S) lim* a„ (x) =  a (x)
n—>00

dans 2X(Q).
Dém ontrons m aintenant que, Vs >  o, yj e R , il y  a S ( e , yj) et n  (s , yj) 

tels que, 6 [yj —  8 (s , yj) , yj +  8 ( s , yj)] et n > n ( z ,  yj) ,g n (Ej est dans le voisi
nage de ß(yj) [ßOT(£) — s ,ß M(5 )-f  s], où ßm(£) (ßM(?)) est l ’extrém ité inférieure 
(supérieure) du segm ent ß (yj) (est possible ß„ (yj) =  —  00, ßM (yj) =  +  00).

D e la condition (à) sur ß (yj) on a que, Vs >  o, il y  a 8' ( s , yj) tel que

(2>6) ß«(Y]) — e < g ( £ )  <  ßM(yj) +  s

p.p. dans [yj —  S' (e , yj) , yj +  8' (s , yj)].
Considérons S (e , yj) et n  (e , yj) tels que

(2 ,7) s ê ’ lri ) + i 7F ^ y - s ' ( s ’ 7l)

y) +  s ' ( S , yj) <  pÄ(ä>i)).

Soit n  >  n  (s , yj) et £ e [yj —  S (s , yj) , yj +  S (s , yj)].
On a

1in l/n
(2,9) Sn (5) =  n j g „  (£, — t) cp (»t) dT =  n Jg„(E — t) <p («t) dr .

-Ifn - l j n

D e (2,6), (2,7), (2,8), (2,9) on a alors le résultat.
Dém ontrons, enfin, que <j (x) e ß (v (x)) p.p. sur O.
D e (2,5) pour le théorèm e de M azur il y  a une suite p » ^ > o
00

et 2  pn’k =  i ,  telle que
k=n’

00
(2 ,10) lim  2  = t r ( * )

«—>00 k=n'

dans ^ (Q ), donc p.p. dans O.
Soit x  un point pour lequel (2,10) a lieu.
F ixons s >  o arbitraire.
D e la partie précédente il y  a 8(e,v--(x))  et n ( e yv(x)) ,  tels que pour 

I \  —  v (x) I <  S (s , v  (x)) et n  > n  (e , z/ (3c))

ß» (*(*)) —  £ <  ßM (*(*)) +  £ ‘

D e (2,10) il y  a alors n ( s y v ( x ) ) y tel que pour n > n ( z yvÇc))

ß m (v ffl)  —  e^gn(Pn(% )}<>  ßM C«' C )̂) +  £

donc pour n  >  n ( z  , v  (3c))
00

ß» (v  (*)) —  e <  ü  P»'Æ  (»* (x)) <  ßM (v (*)) +  S .Æ=«'



[333] M arco B iro li, Sur un lemme de convergence et ses applications, ecc. 513

De (2,10) on a alors

ß„ (*(*)) —  £ <  w(x) <  ßM (» (* )).+  e . 

Étant s arbitraire, on a

K  {V (*)) <  a (x) <  ßM (v (*))
dont le résultat.

§ 3. D émonstration du Théorème i .

Démontrons pour simplicité le théorème dans le cas a =  0.
Nous supposons aussi u 0 (x) e £°°(û); on peut passer au cas général 

par une simple régularisation en tronquant u 0 (*)> [5], et en observant que 
J  (y}) > 0 .

Observons que, étant g„ (rj) 6 £“c (R), lim gn (yj) =  g  (tj) dans cL(R), on
n—> 00

a jn{y\) ,j{r\) e C(R) et

(3»t) bm j n (y)) =  j  (y{) dans £“c (R)
n—>00

(3»2) lim j„ (u0 (x)) =  j ( u 0 (x)) dans £x (O) .
«->00

Indiquons maintenant par une base de £2(Q) orthonormale,
qui est aussi une base de H J(ü ) et telle que wk e H 2(Q), V/è. Soit Vm l’espace 
engendré par «9„ (*, J  telle que

lim u 0 m= u 0 dans Hj(£i)
m—̂ oo

(lim ulm =  u1 dans £2(Q)).
m ->  00

Considérons le système

( U  «  (0  +  A u m {t) +  gn {um (t\)) , w )^  =  ( / ( / ) ,  ze^2 Vw e V m

(0  e vm
(P) u 0 m (O) =  m .

D ’après lès résultats généraux sur les systèmes d ’équations différentielles 
on est assuré de l’existence d ’une solution de (Iw) dans l’interval [o , tm]; 
les éstimations a priori qui suivent montreront que tm =  T.

On a

Çum (f) “b Aum (t) Sn (pm (fj) > (O)^2 == (/"(O > (O)^2

1 7  ( t  II Um 00 II l + j  J» («» (t> X)) dx^j =  ( f( t)  , Um .

dont
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En intégrant on a

(3.3) -  Il *„ (0 III < Il *0 Je + j j ' n  («0* (*))dx  -

—  J  j» (um ( t , xj) dx  +  j  ( f ( t )  , um (t) ) £ a d t .
Q 0

On peut supposer, sans perdre de généralité, | u0 m(x) | <  Sup | u0 (x) 
p.p. sur Q; on a alors

trefì

donc

(3.4J

I jn («o ». (*)) I <  Sup I j  (tj) I 
h! <Sup|«(*0)i

J  /«(«owOO) <  Cj

où C± ne dépende pas de m  et n. 
On a aussi

(3.5) jn (ri) >  min (o , 2 Inf gn (7))) >  ~  2 Sup \g (tj) I >  — C,
hl<i hl<i

où C2 ne dépende pas de m  et de n.
De (3,3), (3,4), (3,s) o n 'a

(3.6) IK(0II|<c3
où C3 ne dépende pas de m  et n.

De (3,6) on peut supposer, sans perdre de généralité, tm =  T et

(3,7)

dont

lim** um (t) =  un(t)
m—> 00 dans £~(o , T ; E)

(3,8)

dont

lim um (t) =  un (t)
m—> 00 dans £2(o , T ; £ 2(ü))

(3,9)

et

lim g„ (um (t)) =  gK (un {t))
W-400 dans £2 (0 , T ; £ 2(D))

(3,10) lim* u„ (t) =  «" (t)
m—> 00 dans £2(o , T  ; H“"1 (£2)).

De (3,7), (3.8), (3,9), (S,1») on a que un(f) est solution du problème 

u” (t) +  a U„ (t) +  g„ (u„ (tj) =  f  (t) 

un (o) =  u 0 , u„ (o) =  u-L.

(I«)
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De (3,6), (3,7) on a

(3 ,n ) K (*)IIe < c 3 .

Multiplions l’équation dans (I„) par u„(t)\ on a

« 0 0  > *(*))£* +  K ( O I I hJ +  (£.(*«(*)). «„(0)£* -  ( /(* ) . « ,(0 )£*

dont

“dj  ̂W)c2 + il «»WHhJ + (<£»(**« 09) » UJ Ì ) ) f  =
=  (/(*) , (0)jj2 +  Il ^  (0 ||j2 .

En intégrant on a
?

(3,12) J  Cil« „ ( 0 11̂ 1 +  ( £ , ( « , ( 0 )  , un( t ) ) f )  d t  <  ( * ' (o) , ^m(o))£2 —

f-

(«*00 » «* (0)£8 + Il K  00 IIä2(0,T ; £2(Q» + J  0/(0 > U (0)£a <

<  C4 +

x

j  11/(0 M K O  II*

où C4 ne dépende pas de 
De (3,12) on a 

T
i|2Cll «,<0 IIhJ +  (£,(«,(0). «*00)£0 d/ ^  c 5

où C5 est une constante qui ne dépende pas de n\ on a alors
t

(3,13) j  j g n (u„ ( t , x)) un ( t , X) d t dx  <  C5 .
0 Q

De (3,11) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(3,14) un (t) =  u (t) dans £°° (o , T ; E)
n->  00

C3»1 S) lim un{t) =  u (t) dans £2(o , T ; £2(Q)).
M-»CO

De (3>x3) et (3,15), pour le Lemme 2, § 1, on a

( 3»1 6 )  lim*gn(u„(t ,xj) =  a( t  ,x)
n—> 00

dans £* (o , T ; /  (û)) et

(3.17)

p.p. sur [o , T] X ü .

G (t , X) 6 ß (u (t , X))
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De (3, H). (3 >1 ö) on a

(3 118) lim* (t) =  u" (t)
»->00

dans £x ( o , T ;  21 (O)) +  £ 2 (o , T  ; H “ 1 (Ü)).
De (3 >14 )> C3>Iö), (3,17), (3,18) on a que u(t). est solution du problème 

(I ) du §1; le théorème est ainsi démontré.
Pour eclarcir les deux conditions u (o) =  u0 u' (o) =  ux, nous obser

vons que, étant u" (t) e C1 (o , T  ; S1 (ü)  +  H “ 1 (û)), u' (t) e £°° (o , T  ; £2 (Q)), 
u(t)  6 £°°(o , T ; Ho (£2)), u' (t) est faiblement continue dans £2(ü ) et u(t)  
est faiblement continue dans H J(ü).

§4. D ém onstration  du Théorèm e 2.

Soit { f n(t)} une suite dans C (o , T £ 2 (Q)), telle que 

(4»1) lim f « ( t ) = f ( t )  dans £2(o , T ; H -1 (ü)).
>-oo

Considérons le problème 

(m „) * ' (0  +  A u  (t) +  gn (u (t)) = f n (t)
U (o) =  Uq .

Ce problème (III*) a une solution un(t) dans l’interval [ 0 ,4 ] ;  les ésti- 
mations a priori qui suivent montreront que tn =  T.

On a

(4.2) («;(*) +  Aun(t) +  gn(uH(f)) , Un(t))f =  (/„{() , un(t))z,

dont

(4.3) Y  4" Il *» W II'2 =  C/« (0 > (*))£* — Il (0 fHl — (g. («. (*)) , Un (t))f  .

Oh a in  C7)) ^ — 2 (Sup \g (7]) I ) I 731 >  — Cx I 7] I , où Ci ne dépende
hl<2

pas de n\ donc

(4>4) y  “57 II (011̂ 2 <  (II/* (t) ||H-i +  C2) Il un (t) ||Hi — Il un (t) 11̂ 1. ̂ 0 0

En intégrant on a
t

(4.5) - IK C O IlJ .^  -  K ll* . +  J  {[IIA W IIh-i+c2] IK(-t)IIhi ~  IKWIIhj} <D.
0

De (4,5) et (4,1), [3], on a

(4.6) K ( 0 I I ^ < C 3

où C3 ne dépende pas de n; on peut donc supposer t„ =  T.
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De (4,5) on a aussi

(4.7)

1

f  II U» (f) lini d/ ^  C4

où C4 ne dépende pas de n.
De (4,3), (4,5), (4,7) on a alors

(4,8)
l

J  j  S„ (un ( t , x)) u„ ( t , x) d t  dx <  C5
0 Q

où C5 ne dépende pas de n.
De (4,8) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(4,9) lim*g„(u„(t)) =  a(t)

dans 21 (o , T ; 21 (D)).
De (4,7) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(4 ,io ) lim* un (t) =  u (t)

dans £2(o , T ; H J ( ü )).
De (4,1), (4,9) et (4,10) on a alors

(4,n) lim* un (t) =  u' (t)

dans £2(o , T ; H " 1 (D)) +  (o , T ; 21 (Q)).
Enonçons un lemme dont la démonstration est la même du Théorème 5.1. 

pag. 58 [4]:

Lemme %. Soient B0 C B C trois espaces de Banach et P injection de 
Bo dans B soit compacte. Posons

W =  I * e £a (o , T  ; B0) , *,'€ £Aco ,T  ; B,)}

i < P o > P i < Jr °o.
Soit { v n } une suite dans W telle que

lim* vn =  v dans W.

On a alors

lim vn =  v dans £A(o , T  ; B).
n—> 00

De (4,10), (4,11) et du Lemme 3 on a alors

(4,12) lim u9 (t) =  u (t) dans £2 (o , T ; £2 (D)).
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De (4,9), (4,12) et du Lemme 2, § 1 on a

(4>13) <7(V , x) 6 ß (u(t  , X))

p.p. sur [ o , T ] X Ù .
De (4,9), (4,10), (4,11), (4,13) on a que u(f)  est solution du problème 

(III'); le résultat est ainsi démontré.
Pour eclarcir la condition u(p) =  u0, nous observons que, étant 

u ’ {£) 6 21 (o , T ; £x (Ü) +  H -1 (û)) et u (f) e £°° (o , T ; £2 (O)) (de (4,6)), on a 
que u(t)  est faiblement continue dans £â (ü).

Le Théorème 3 a une démonstration analogue à celle du Théorème 2 et 
nous ne Pexaminerons pas.
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