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Matematica. — Sull'aggiunto del funtore dimenticante tra due 
classi equazionali (*}. Nota di S a u r o  T u l i p a n i , presentata (**} dal 
Corrisp. G. Z a p p a .

Summary. — In this paper the following result is proved: let sp .be an equational 
class (variety) of algebras of type t and let sp* be an equational class of algebras of type 
T* with t C t* and Id (sp) C Id (6P*), then the canonical forgetful functor D : sp* sp 
admits a left adjoint.

I. N o t a z io n i  e  p r e l im in a r i  

Siano t  , t*, ££ e ty* come sopra.
Siano S[X]  l ’insieme dei T-polinomi e [X] l’insieme dei T*-polinomi 

costruiti sull’insieme X. Siano poi £ [X] , £* [X] rispettivamente le algebre 
libere, relativamente a ££ e 6P*, su X.

Allora
£ [X ] =  ^ [ X ] /~  , £* [X] =  [XJ/Æ/

dove le congruenze ^ ^  sono definite da

P Ï ^ P Î ^ P Î  =  P*2 t l d f » * )  , ^ , ^ e f [ X ]

Pi ~ P ï ^ P i =  P2 e Id (<*>) , PXÌP ^ %  [X] .

Esiste un t —monomorfismo m  : $ [X] >-> [X] e, siccome sull’immagine
di m  risulta ^  <  &  perché Id^D) C Idi^P*), esiste anche un i-omomorfismo 
d  : £ [X] £* [X] definito da:

d [ P ] = [ m f 0]* ^ € » [ X ]

dove [ ] , [ ] indicano le classi di congruenza rispetto a ^  e di p  e 
m (p) rispettivamente. Siccome m  può esser considerato un’inclusione d’ora 
in poi sarà omesso.

2. D e f in iz io n e  d e l  f u n t o r e  F i ^P-^^P* su g l i o g g e t t i

Sia d  e ,(5P e costruiamo nel modo che segue un d* e  6P*. 
d  è un quoziente in modo canonico di £ [A] cioè esiste 9 : £ [A] - > ^ d  

tale che se p e  $[A] p = p ( d ) ,  a — (aXì a2 , • • - , a„) allora: 9]'p\ =  ®p(a:) e  A

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Comitato Nazionale per la matematica 
del C.N.R.

(**) Nella seduta del 14 aprile 1973.
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dove ap  è l’interpretazione del simbolo polinomiale p  in d , (A sostegno 
di d). Sia © =  ker 9V ker d  e sia ©i la proiezione di © sull’immagine di d  
e cioè se x , y  e d£[A] Ç £*[A] allora *  =  d[p\ ,  _y =  d[q\ ,  p  , q e § [A] e 
*  =  y  (©1) sse [p] =  [q] (©), la definizione è ben data perché © >  ker d.

Sia ©* la congruenza di £* [A] definita da:

©* =  O { O : è una congruenza di £* [A] , <5 3  ©1 } .

Sia t|; =  nat 0 * (l’applicazione naturale di 2* [A] sul quoziente con ©*). 
Indicando d * = £ * [A ]/@ *  si ha il seguente diagramma commutativo:

£ [A]----- ^ d

£ [A]-— -— *->d*

l  è definito da l  (a) =  ip (a) (si fa confusione tra gli elementi di A  e i gene­
ratori di £[A ] e £*|A]); le congruenze ~  , di S[A]  e S’* [A] sono 
discrete sui generatori e allora si può scrivere addirittura a invece di \a\ 
e [«]■*.

Verifichiamo che il diagramma (1) è commutativo e cioè

•bd — /ç  .

Se p ia )  e § [A]

/9 [p ] =  /  ap  (d) — ap  (d) =  tyb , b =  ap  (d)

'M [Pi =  4» [PÌ*

basta allora dimostrare che [ '̂] =̂e= #(©*)'

6 =  d(à)  =  d [ p ( d ) ] ( ® ù

da cui

I h  un x-omomorfismo infatti se /  è un’operazione di arietà n e a  e A ” : 

l  (a>  («)) =  /9 ( [ /  (a)]) =  4,d [ f  (d)] =  «J, [/(«)]* =  [«]* =  a */ (/ («)) .

Si definisca F : ^  F (&) =  d*.
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3. D efinizione del funtore sui morfismi

P rop osiz ion e i. Sia  eB e e sta x ; <91 —>cB* un t —omomorfismo, 
allora esiste un unico x* : F (91) eB* tale che x* l  =  y.

Bisogna dimostrare che è commutativo il diagramma

(2)

a ------ L —^  èB*
s

l x * /
/

\  /
F (a)

con x* T*-omomorfismo.
Se x  e F (&) esiste un p  (a) e $*[A] , a — (ax , • • •, an) tale che  ̂ [/> (#)]^=  

definiamo x* nel modo seguènte:

x*(*) =  ®V0K*)) > 4̂ =  (<H ,• • -, K )  ;

basta verificare che /*  è ben definito, dopodiché è ovvio che è un t*—omo­
morfismo ed è anche l’unico che rende commutativo il diagramma (2) in­
fatti ogni altro eventuale coinciderebbe sui generatori di F (a). Per questo 
premettiamo il

Lemma i: Siano p ia )  , q (è) e 8 [A], se d  \p  (a)] =  d  [q (£)] (0 i), cioè
[ / ( « ) ] * =  [?(^)]*(©i) allora ®*p (a)) =  &*q($ (b)).

Se [p («)]# =  [q (Æ)]# (©1) allora [p («)]* =  \q(py\* (ker 9V ker d )  cioè 
esiste una sequenza p 1 (aP) , - - - , p r (ar) tale che:

[ p («)]* -  [ P i (« ó ] ,(® i) ^  \3 (*)]*(®r+l)

con 0 ,  =  ker 9 oppure 0 , =  ker d ; dimostriamo l’asserto per induzione su r. 
Se r  o

[p(d)]  =  [q (è)] (ker 9)

oppure

[p (a)] =  [q (è)] (ker d) .

Nel primo caso 9 [p{d)] =  9 [q (<$)] da cui ap  ( a )  =  a q(b) , y  ap  ( a )  =  
== X ( P )  onde ® p  (x(«)) = ® * * q  (x(^)) (x c  un T-omomorfismo).

Nel secondo caso [p (æ)]# =  [q (£)]* cioè p  (a) =  q (è) e Id SV*") da cui

®*> O H  =  OH-
Se r  >  o l ’asserto segue dall’ipotesi di induzione spezzando in due la 

sequenza.
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Dimostriamo la proposizione 1. 

Sia ora

[«(«)]*  . (*)]* * 2* [A]

con

verifichiamo che

®*« (X («)) =  **» ( x W ) -

0*  è una congruenza generata da 0 r quindi esiste una sequenza di 
funzioni algebriche di £* [A] (per semplicità possiamo supporre una sola 
funzione) tale che se

x  — [u (a)]# , y  =  [v (a)]*

x  =  £*f (x  1 .• • - , x s ,y-! ,• • - , y s , z v  ■ -zt)

dove

allora

f  ' ( y i  y * * * » y s y x \ y * * * j Xs y 1̂ t ’ * * > t̂) —~ JV

Xi =  Vi (®i)

Xi =  [Pi (a,-)]* , pi  (fli) e $ [A]

Vi =  tei <&)]* . f i  (ai) e 8 [A]

*j =  K  (Pj)]* y mj  (Pj) e [A]

i  =  i • • • s

ys ; y == I

X* * -  *V (**A («0 . • • • ®*A («.), ®V (<0 • • ■ **<»! (fi!- 

x 'y  =  **/(® V  (*>)••■ ® *a («) • • • ® V  (f i,■ ■ •)

infatti essendo

[« («)]*=■ £*/(LA]*- • •) =  [/(A - • •)]*« («) = / ( A -  • •) e id (sy*)

analogamente u (b) — / f a -  • •) e Id (SP*).
Per il Lemma i dell’ipotesi ^  =  v ? (®i) segue*

>1 («0 =  ®Vi 0*0 - • • • ®*A («0 =  ® V  (6.)

onde yp x  =  y? y .
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Sia oc : &2 allora si consideri il diagramma commutativo:

- (/a «)*
a r

& OC/

-.aï
v* t

h

■a*

si ponga F (a) : F (a 1) F (a 2), F(a) =  (/2 a)* ((/2 -a)* è definito mediante la
Proposizione 1) F è un funtore infatti se si considera il diagramma

a *
1

F (a)
a ;

F(ß)
a *

3

h h h

a x--------— > a 2~ ^ — >a3

/2 a =  F (a) 4  

4  ß =  F (ß) /2 

4  (ß°0 = ,  F (ßa) 4  

4  ßa =  F (ß) 4  a =  F (ß) F (a) 4  .

Siccome dalla Proposizione i segue che (/3 ß-a)* è quell’unico morfismo 
tale che (4  ß°0* 4  =  4  (ß°0» segue F ( ß a ) =  F(ß )F (a )  e anche F( i£ l) =  i a *. 

Vediamo che F è aggiunto sinistro di D; cioè

Hom [a  , D ($*)] -=*-► Horn [F (a) , $*]

basta verificare che per ogni a  il funtore Hom [a  , D (—)] è rappresentabile 
da F (a ) =  a* e ciò segue dall’universalità del morfismo / : a  -> D F (a )  
come asserisce la Proposizione i.

Osservazione. Sia t  =  t*, allora se

£ [A]— -?— >a

a  i

c*[A ]------ $— >a*

l  è suriettiva quindi =  £t/ker / .
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Se © è una congruenza di a , tale che d /0  e 6P, allora per l’universalità 
di /, detto x — nat esiste x* : -> a / 0  tale che:

a*— ^ — ► a/@

a

onde 0  >  ker /, per cui:

ker /  =  n  { 0  : con © congruenza di a  , a / 0  e 6P*} .
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