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Matematica. — Un fteorema di approssimazione relativo. Nota
di ALeerto ToeNoL1 @, presentata “” dal Corrisp. G. ZAppa.

SUMMARY. — Let Q be an open set of R” and XCQ a real, coherent analytic set.
Suppose that f: Q — R be a C* function such that fIX is analytic. In this paper we want

to prove that f may be approached (in sense of Whitney’s theorem) by analytic functions
f, QR such that f”lx =f|x .

@) ENUNCIATO DEL TEOREMA PRINCIPALE

Sia Q un aperto di R”, per ogni g € N noteremo con C’(Q) (Ch (D)
anello delle funzioni (delle funzioni a supporto compatto) in € che possie-
dono derivate continue fino all’ordine ¢. Noteremo poi:

C*(@Q=nCQ , CYQ=n CLQ).
geN geN

Con C®(Q) indicheremo I'anello delle funzioni analitiche su Q.
Sia f€C?’(Q), S un sottoinsieme di Q, noteremo

I£1; = ] f‘:‘.—, sup |D"f (2)]

ove o= (&g, -, o,) € N* ¢ un multiindice e come al solito
n

al=oglalocva,l , Ja|= 2 a]---.

i=

Al variare del compatto K e del numero &> o gli insiemi
B(K,e) = {feC(Q)]IIf X <<}

formano un sistema fondamentale di intorni della funzione nulla di una
topologia metrizzabile rispetto alla quale C? () & uno spazio completo.
Analogo risultato si ha per lo spazio C* (Q).
Ricordiamo infine che valgono le relazioni

S S S S S S
12l <A, -lgl, I +el, <AL+ legll,-
per ogni SCQ, f, g€ C" (Q).
(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo per le strutture algebriche e geometriche

e loro applicazioni del C.N.R.
(**) Nella seduta del 14 aprile 1973.
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Scopo di questo lavoro & provare il seguente

TEOREMA 1. Sia Q wun aperto di R*, X un insieme analitico reale coe-
rente di Q, f€C®(Q) tale che f,  sia analitica. Sia {K } . wuna successione
7 |x nIneN

o
di compatti tali che K,CK, 1, UK,= Q. Sia {n,} una successione di interi

n
positivi ed {e,} una successione di reali positivi.

In queste ipotesi esiste una funzione analitica g € C® (Q) tale che
Kyy1-K
“f_g”nj p<5p; PE€EN,

ed inoltre flx= 8-

Premettiamo alla dimostrazione del Teorema 1 alcuni Lemmi.

6) LEMMI PRELIMINARI

LEMMA 1. Sia Q wun aperto di R*, X CQ un insieme analitico reale
coerente ¢ {K }  una famiglia di compatti di Q tali che:

K,OK,; , uUK,=Q0.

Sia f€C” (Q) una funzione tale che Six

In que:le ipotesi esiste un aperto Q & C" contenente Q ¢ delle Junzioni
olomorfe {£},  definite su Q tali che:

1) le funzioni £, sono reali se ristrette ad Q e si ha gi]x = 0 per ogni 1.

il) esiste una swuccessione di interi positivi v < vy -+ < v, <00 e
delle funzioni o;€C™ (Q), i€ N, tali che: g, = O se i > Vi1 ed inoltre

Fx) = Z o, (%) &, (x), per ogni x € Q.

Prova. Sia Q un aperto di Stein di C” che contenga Q ed in cui sia
definito un complessificato X di X (tale intorno esiste, vedi [3]).

Per il Teorema A esistono delle funzioni olomorfe {£},.n tali che: le g,
sono nulle su X ed inoltre g?l ,e ~,§v generano il fascio di ideali J; asso-
ciato ad X in ogni punto di un intorno W, di K,.

Osserviamo che le funzioni §,(z) = £+ f (& i=1,---,v, sono
olomorfe, reali su Q, e generano Jx in tutti i punti di W,. Sl pud dunque
supporre che le £; siano reali su Q. Nelle ipotesi in cui ci siamo posti, per un
risultato di B. Malgrange ([1]), si ha se xy € K, esiste un intorno U, CW
e delle funzioni o* € C* (U, ) 2= 1,---,v, tali che su U,, risulti:

s

F@) = X ap@,(0).
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Essendo ) paracompatto a base numerabile esiste un ricoprimento aperto
% = {U,}; x € delle funzioni o€ C™ (U) tali che:

1) esistono degli interi positivi 6; < 65 <---<o,-.- tali che

W‘#.HD(U UUGP-I-IU -UU _1>:)Lp = KP_I_I-—K;,

6P+1
ed inoltre

U]- N Kﬁ_]_ = g Uj N (Q —_ K}H_g) = g per o, S] < Gpy1-

2) per ogni U; esistono delle funzioni - e C® (U,) tali che su U; valga

»Q

J.

F@ =X @@

ove gj < Vp41 SE€ Gy S] < Gpi1-

Sia ora {p;}, \ una partizione dell'unitad di classe C* associata al rico-
primento {U }.

Si ha per ogni x € Q:

F@) =f@ Do) = ZM@ZW@g® 20l (1), () =
= Z £ (x).JZ o, (%) af (x) = 2_, o, (%) &, (%)

ove si ¢ posto

%, (x> = JZ P; <x> 0(,{ ().

Osserviamo che le funzioni «; (x) sono elementi di C™ (Q) perché le fun-
zioni ¢; ed a} sono di classe C* e la famiglia dei supporti delle funzioni P,
& localmente finita.

Di pitt se 7 >v,y1 ed x € K, si ha: g; (x) «f (%) = o per ogni 7 € N.

Infatti se U; non interseca K per definizione p;(x) = o se U, interseca K,
deve aversi per costruzione j < 6,41. In quest’ultimo caso «/ = o per quanto
supposto nel punto 2) (essendo 7 > vsiy).

Si & cosi provato che oc,-,K} = 0 se 7 >V,.1; il Lemma & cosi dimostrato.

LeEMMA 2. Sia feC{(R"), 0 <g < oo; per ogni A€o, + oo| poniamo
H@=L(f) @=a". J f() exp (— A —y)+- -+ (x, —2,)0) dy,

ove ¢ = m"2,
St ka allora:

lim g —7I7 = o
A—+oc
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”
(Si noti che la costante ¢ & tale che: c-fexp (—

Z x?) dx = 1). Per la
e =1

dimostrazione di questo Lemma vedasi ad esempio [2], pp. 31-32.
LEMMA 3.

Sia Q un aperto di R”, feC*(Q),ACQ un compatto,
p >0 tale che Byp = {x€R"|d (x,A) <20} ¢ un compatto di Q su cui la
Junzione f & identicamente nulla.

Sia U, un aperto di C" tale che se €U, ed y € Q— By, allora:
Re (; (31'——.3/1')2) > P ) g = {Zz} ] J’ = {yz} bl Zg == xg + Z‘J/q'

Sta {K, 3},  una famiglia di compatti di Q tali che:

KoK, , Q= UK, , K=g.
neN

Sia {n,},en una successione di interi positivi, {es}sen una successione di
veali positivi ed € > o.

g

In queste ipotesi esiste una funzione analitica g € C® (Q) tale che: :
¢ restrizione di una funzione olomorfa g definita su un intorno
di QUU,.

.. . K, ,—K
i) per ogni p vale ||g—f[|n;+:l ? < )
iii) [£(2)| <e per ogni z€U,.

Prova. La dimostrazione & praticamente la stessa di quella del classico
Teorema di Whitney (vedi [2]), la riporteremo qui per comodit del lettore.
Supporremo nel seguito 7, >, ; lim 7, = 4 oo (la cosa & sempre
possibile). _ /
Posto L, = K;+1 — K, sia ¢,€ CF°(Q) tale che: ¢, & nulla su un intorno
di K, 1,9, vale 1 su un intorno di L,..
Sia M, = 1+ || ®, ||f; e siano 8, dei numeri positivi tali che:
X I
28}54_1 < 81, s Z Sq Mq+1 <—Sp
7>p 4

Per ogni % € Cj(R") notiamo:

L) () = o™ [ h(y) exp (— A ; (o —y»‘z) dy
R”

per ogni p€N.

ove
c/exp (»—Z xf) dr=1.

=1
R” '

Posto gy = I,, (¢, -f) per il Lemma 2, se %, & abbastanza grande, si ha:

85— Pof I < 3.
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Si possono allora definire induttivamente dei numeri 2, - -, R
‘delle funzioni g, -, &, -+ ponendo:

& =1, ((P? (f— TZ: g")) '

In virtd del Lemma 2 & definita una funzione /, (Ao ,- - -, A,—y) tale che
se Ay >/, (Mo, -+, Ay—y) risulta:

Kp1
€] gp_@;( Zg,) <3 5 -
Supporremo nel seguito i A, siano scelti in modo da verificare la ().
La ¢, ¢ nulla in un intorno di K,_; quindi la (1) implica:
Ky
(2 £ “,,; T< 3,
Essendo ¢, eguale ad 1 su un intorno di L, si ha:
4 1:
(3) Sf— zo & <g.

Dalla (1), sostituendo p + 1 a p si ottiene:

| ‘Pp+1(f_— iég;) -

L
?
1841l < }
n

-+ < M1>+1 3 + 3541

&ri1 —<pp+1( Eg,) |

che per la (2) da:

K
l1£,,1 H,,:H <28, My
e quindi:
K.z>+1 ‘
4) <22 3; Mz+1<_ep

ny i>p

La (4) implica che la funzione g = 2, &; ¢ di classe #n, per ogni n, e
qu1nd1 essendosi supposto hm 72y = + oo la g ¢ C® (si noti che per costru- -

zione le g; sono anahtlche) Dalla (3) si ha poi:

<8 —I——sj,<sj,

(s) If —gll,? < Hf— 2 &l

n n

Resta da dimostrare che se si scelgono opportunamente le costanti A,
intervenute nella precedente costruzione, non solo valgono le (4) e (5) ma
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la funzione g ¢ restrizione di una funzione olomorfa & definita su un intorno
di QUTU, tale che [£(s)| <e se z€U,. Detto 2p,=d(K,, Q— K,
sia U, un aperto di C”" tale che: U,DK, e se 2€U,,y € Q— K,,; allora:

”

Re 21 (2, — )" > o, -

=

Supponiamo inoltre che U,;; DU, per ogni p € N.
Per definizione:

8y(x) = o\ /ﬁ% ) (f () — 2.. & (y)) exp (—% 2 (i — ) dy

SUPP. (¢ 4)

dette z,=x,+ 2y, le coordinate di C" la &, risulta restrizione della funzione
olomorfa g,:C”— C definita da:

50 =" [o,0)-( 7t — Zg,<y>exp( 33 i | 5)) a.

supp. (¢ P)

Per ¢ > p + 1 si ha: supp ¢, C Q — K,+1 e quindi lintegrale che defi-
nisce £, puo essere ristretto ad Q — K,.4. Si ha dunque, per z € U,:

(6) ng (2” <‘57‘n/2 €Xp (_ 7‘9 94) Hq (;‘0 yt 7‘;7—1)

ove H, (%, -+, 2,—1) ¢ una funzione che dipende solo da A,- - -, A1

Possiamo ora scegliere induttivamente i A, in modo che, oltre a valere
le (4) e (), si abbia:

@) 2; 7\;‘/2Hg(7\o oy A1) exp (— A, p,) < + oo.
P

Con questa scelta dei ), la serie &(2) = 2 £,(2) converge uniformemente

sui compatti di U= UUI,, quindi £ & una funzmne olomorfa su U che ristretta
ad Q da la funzmne analitica g.

Osserviamo infine che, mlghorando eventualmente i numeri ¢, ed 7,
che definiscorio I'approssimazione si possono rinumerare i compatti K, (eli-
minando i primi) in modo tale che risulti: K; D By, .

Si pud dunque supporre U; D U, e scegliere, in virtls della (6), i 2, in modo
tale che oltre a valere le (4), (5), (7) risulti anche:

® 1£5()| < €/2p+l per z€U;.

- ;
La funzione olomorfa &= Z &, soddisfa ora a tutte le proprietd richieste.
=0
Il Lemma & cosi provato.
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¢) LA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1

Per il Teorema B esiste una funzione analitica F:Q —> R tale che
Fi = f, Basta evidentemente dimostrare che la funzione f— F & appros-
simabile su Q con funzioni analitiche nulle su X, (infatti se le %, approssi-
mano f—F allora le 4, F approssimano f).

Possiamo dunque supporre che f sia nulla su X.

Per il Lemma 1 esistono: un intorno Q di Q in C", delle funzioni olomorfe
2,1 Q—>C nulle su X e delle funzioni «, € C*(Q) tali che:

©)) f@) = 2 0()8:x) , %€ Q

ed inoltre a;, =0 se i >v, ;.

Per il Lemma 3 esistono: degli aperti U, di C” tali che: U,0K,,
Up419U, e delle funzioni olomorfe {8}, tali che, se ¢ >v,i1,B, & defi-
nita su un intorno D, di QUU, in C” e risulta:

1 |8, -£,(2)] <2q—1+1— per ogni zeU, N ﬁ;

Ly
< €.
"5

2) H ‘,‘: B.&:—f

Avendosi U, D U,_; la 1) garantisce che esiste un intorno D di Q in Q

tale che su D la serie 2‘ B. £, converge uniformemente sui compatti ad una

funzione olomorfa & = Z B.&;.

La 2) ed il fatto che g, = o garantiscono che ¢ = g}, soddisfa alle pro-
prieta richieste dal Teorema 1 che risulta cosi provato.
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