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Geometria. — Sopra le varietà differenziabili. N o ta  di G e o r g e  

V r a n c e a n u ,  p re s e n ta ta  (#) d a l S ocio  B. S e g r e .

S u m m a r y . — It is shown how the study of the differentiable manifolds imbedded in a 
Euclidean space can be based on L evi-C ivita’s notion of parallelism.

U na varietà differenziabile può essere considerata come un luogo geo
metrico di uno spazio euclideo secondo il punto di vista di Betti e di Poincaré. 
D ’altra  parte  si sa che la nozione di parallelism o negli spazi di R iem ann, 
scoperta da L evi-C iv ita nel 1917 <D, è stata il punto di partenza per lo svolgi
m ento delle geom etrie a connesione.

Qui vogliamo far vedere come la nozione di parallelism o ci possa dare 
un quadro completo per lo studio delle varietà differenziabili.

Supponiam o infatti che nello spazio euclideo E N ( y 1, • • •, y N) si abbia 
una varietà differenziabile, V n • Se indichiam o con z 1, • • •, le coordinate 
in un intorno V di V n , si hanno delle formule

W  z a = f a ( x \ - ■- , x f  ( a =  I , - - . , N )

dove x 1, • • •, x n sono param etri che variano in un certo campo.
Possiamo allora considerare in E N gli n  vettori t f a\dx (i =  1 , • • •, n) 

che definiscono il campo dei vettori tangenti a V n nell’intorno V. D eno
tando  con Y« (a =  n-j-i  , • • •, N), N ■— n vettori norm ali a N n e suppo
nendo che questi vettori siano ortogonali e unitari, si hanno le formule

0 )  =  o , Y‘ Y g = 8 §  ( a , ß  =  * + i , . . . , N ) ,

Y^ essendo evidentem ente funzione dei param etri x 1, • • •, x n.
Questo detto, possiamo in trodurre in E N delle coordinate curvilinee 

x 1, • • •, x n, x n+1, • • •, m ediante le formule

(3) y = f  ( * , • ■ • , * )  + * a YG

O ra la m etrica di E^ in tali coordinate curvilinee si scrive

(4) da2 =  ds2 +  2 d<pa +  2 x* dx® x ß cpaß +  (dxa)2,

dove

( 5) d j2 =  d f  d f  =  aÿ  d A  dV

(*) Nella seduta del io  marzo 1973.
( 1) I. L e v i - C iv i t a ,  Nozione d i parallelismo in  una varietà qualunque e conseguente 

specificazione della curvatura della varietà, «R end, del Circolo M at. di Palerm o», 42, 173- 
215 (1917). Opere matematiche, vol. IV, pp. 1-39.
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è la prim a form a fondam entale, che definisce la m etrica di N n , e dove

<?a = d f d Y aa =  baijd x , d x j  

5 =  d Y„ Y | =  a ^ i  dx'

sono le seconde forme fondam entali e le forme di torsione. Q uanto alle 
forme quadratiche <pa|3 =  dY„ dYg =  ca&y dx  d x J, esse si esprimono con l ’aiuto 
di di-2 , tpa , +aß •

Supponiam o adesso che nello spazio E n si abbiano due vettori unitari, 
di com ponenti

a1, • • •, a N ; v1, • • •, zA.

Allora l ’angolo 0 di questi è dato dalla

cos 0 =  a1 v1 -(- • • • - f  aN vN.

Supponendo con L evi-C iv ita che il prim o vettore sia fisso, si ha per una 
variazione del vettore v

— sin 0 d0 =  a1 dzA -)-•••  -f- aN dz/N.

Se per questa variazione 0 non varia, dunque d0 =  o, si ha la

(6) a1 dv1 +  • • • -f  aN d^N =  o ;

e tale equazione non può aver luogo per ogni scelta del vettore a che se 
dva =  o (# = ; i  , • • •, N), dunque solam ente se il vettore v varia restando 
parallelo a se stesso. Possiamo dunque ch iam a re .(6) Fequazione simbolica 
del parallelism o, o equazione di L evi-C ivita.

Supponiam o ora che tan to  per il vettore a quanto per il vettore v siano 
date le com ponenti ß e V rispetto ai vettori tangenti ed ai vettori norm ali 
a V n . Si ha dunque

«“ =  f f  ß’' +  Y“ ßa,dx

V =  - L -  V ‘ +  Y« V“,
dx'

onde l ’equazione (6) si scrive

(7) ( l v  ß!"+  K  ß“) { - £ &  +  f r  d y /  +  Ys dV? +  Vß dY l) =  O.

Q uest’ultim a equazione, utilizando la (5) e supponendola verificata q ualun 
que siano le ß1, ßa, ci dà le equazioni

(8) I j k  , i\ Vy d xk +  a # d V y +  Va dx* =  o ,

~  bnjk V7 d x  —  a^k  V ß dx* +  dVa =  o , 

dove \ j k  , z| denotano i simboli di C hristoffel di prim a specie del tensore aty.
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Le (8) rappresentano così le equazioni del parallelism o in E N nelle coor
dinate curvilinee x \  • • •, x n, x n+\ • • •, *N. Come si vede, esse costituiscono un 
sistem a ai differenziali totali nelle V1, • • •, V  e V*+1, • • •, V N, sistema che 
deve essere com pletam ente integrabile. Le condizioni d ’integrabilità ci dànno 
le condizioni di rigidità, esprim enti il fatto che la m etrica (4) è euclidea <2>.

D unque una prim a serie di risultati sono dati da queste condizioni di 
rigidità, tra  cui le più im portanti sono le formule di Gauss, che dànno il ten- 
sore di cu rvatu ra  R ijtki con l ’aiuto delle seconde forme fondam entali

(8  ) R ì j,k l b<zik b<xjl b a il b<xjk y

Supponiam o infine che si voglia con L evi-C ivita che l ’equazione del 
parallelism o (7) sia verificata solam ente per i vettori tangenti, dunque quando 
risulti ßa -  Va =  o.

In  questo caso si ottengono le note equazioni del parallelism o di L ev i- 
C ivita che, risolte rispetto a dV ( si scrivono

(9) dV* 2
Jk V J dx*

dove sono i simboli di Christoffel di seconda specie. Come si sa, tale

parallelism o è integrabile solam ente se il tensore di cu rvatu ra di V n è nullo. 
A ltrim enti il trasporto  parallelo si può fare lungo una curva.

Si esiga da ultim o che la (7) sia verificata solamente per vettori norm ali, 
dunque quando sia ß* =  V* =  o. In  questo caso si hanno le equazioni

(90 dV a =  a &  c L rV ,

e tale parallelism o riesce integrabile se le quantità

( io ) Xa 3*y :
9aocßi
dxJ dx1'

+  Clj^j a J{ii  Cljai

sono nulle. In  tale ipotesi lo spazio si può chiam are senza torsione e si pos
sono scegliere i vettori norm ali in modo che le forme di torsione siano nulle, 
onde allora si ha dVa =  o nel trasporto  parallelo (9'). Osserviam o altresì 
che le equazioni di rigidità di R icci-K uhne attualm ente si scrivono

( l O  )  Taßzj' ^  [^aw  b $ j r  " b a j s  ,

e sono così analoghe alle (8').
Ne risulta che una varietà V n in E N ha due tensori fondam entali, il 

tensore di cu rvatu ra  ed il tensore di torsione, legati rispettivam ente dal 
parallelism o nello spazio tangente e dal parallelism o nello spazio normale.

(2) Ved. G. VRANCEANU, Sulle condizioni d i rigidità d i una V m in un  Sn, «Rend. Acc. 
Naz. dei Lincei », u ,  375-389 (1930).
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U n esempio di varietà differenziabile chiusa senza curvatu ra e senza 
torsione è il toro T n , definito come prodotto diretto di n  circoli in E 2n, 
dunque dato dalle equazioni

(11) y  =  cos y  , y n+* =  sin y  (i =  1 , • . ., n)

dove y  sono degli angoli variabili fra 0 e 2 iì .
Si sa altresì, secondo un teorem a di Tom pkins, che per una varietà dif

ferenziabile Y n chiusa senza curvatu ra  si deve avere N >  2 n.
R iguardo alle varietà senza torsione, secondo un teorem a di C artan 

esiste un sistem a ortogonale di congruenze che sia principale per tu tte  le 
seconde forme fondam entali, ossia tale che

d ,2 =  ( d / ) 2 +  . - - +  ( d / ) 2,

9»+a ~  1̂ (A S ) +  • • • +  bn (di* ) 2 ( g  =  I , • • • , p ) ,

P =  N — n  chiam andosi la codimensione di Nn. Vogliamo osservare che in 
tal caso i coefficienti di Ricci con quattro  indici y ^ ,  che sono come si sa 
em isimm etrici in h  , k  ; / ,  r, sono nulli salvo

( J3) =

Se per la varietà V n tu tte  le facette piane hanno curvatura negativa, dunque 
tu tte  le ffkhk sono negative, la codimensione p  deve essere maggiore di n  —  2, 
in base al fatto che in uno spazio euclideo E m non vi sono più di m  +  1 
vettori per i quali i coseni dei loro angoli siano tu tti negativi.

29. — RENDICONTI 1973, Vol. LIV, fase. 3.


