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Analisi matematica. — Swr un lemme de convergence et ses appli-
cations aux équations aux dérivées partielles d’évolution nom linéamires
et non monotones. Nota I di Marco Brrorr ®, presentata ® dal
Corrisp. L. AmERrT0.

RIASSUNTO. — Si enunciano un lemma di convergenza ed alcuni risultati sulle equazioni
alle derivate parziali non lineari e non monotone, che da esso conseguono.

§ 1. INTRODUCTION ET ENONCES
Soit  CR” un ouvert borné de frontiere I". Récemment H. Brézis, [4],
a démontré le lemme suivant:
LEMME 1. Soit B un graphe maximal monotone de RXR avec D (B) =R

et {v, (%)} une suite telle que

lim v,(x) = v (x) dans Q  p.p.

n

Soit o,(x) € B(v,(x)) et fo‘,, (%) v,(x) dx < Cst.

Q

On peut, alors, extraire de {c,(x)} une sous suite, que nous indiquons encore
par {c,(x)}, telle que

lim* 6, (x) = o (x)

dans Q) et o(x) € B (w(x) p.p. dans Q.
Un facil corollaire de ce lemme est le suivant:

COROLLAIRE 1. Sodent B et {v,(x)} comme awu Lemme I et indiguons
par Byu la régularisée de Yoshida de B, o,(x) = Bun (v,(x)). Supposons que

[c,, (x) v,(x) dr < Cst.

Q
On peut, alors, extraire de {c,(x)} une sous suite, que nous indiguons encore
par {c,(x)}, telle que

Iim* 6,(x) = ¢ (%)

n—>00

dans S*(Q) et o(x) € Bo(®) p.p. dans Q.

(*) Istituto di Matematica dell’Universitd di Parma. Istituto di Matematica del Po-
litecnico di Milano.
(**) Nella seduta del 10 febbraio 1973.
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Ce corollaire a permis a H. Brézis, [5], d’obtenir, en supposant 8 graphe
maximal monotone avec D (8) = R, des résultats d’existence pour les pro-
blémes suivants:

) Tt a)— At )+ B (e (2, 2) +

+ag—?(t,x)af(t,x) p.p. dans [0, T]xQ (x > o0)
u(,x)|,=o0 pp. sur [o,T].

u (0, x) = wuy (%) —% (0,%) = u;(x) p.p. sur Q.

an Tt ®) — At ) L B, 95/, %) pp. sur [0, T]XQ
u(,z)|l,=o0 pp. sur [o0,T]
u(0,x) =129 (x) p.p. sur Q.

(I1I) - &%) —Au(t,x)=f(t,x2) pp. sur [0,T]XQ

—g—Z(f,x)EB(u(t,x)) p.p. sur [o,T]xT
u(0,%) = uy(x) p.p. sur Q.

ou # est la normale & I' extérieure a Q.

W. Strauss, [10], a obtenu pour (I) un théoréme d’existence en supposant
D () =R, B(n) continue et B(n)n = o.

P. Hess, [6], a obtenu pour (II) un théoréme d’existence, en supposant
B () continue avec une croissance polynomiale et B ()7 = o.

Ces deux résultats nous font penser que le Corollaire 1 doit, dans un
certain sens, rester valable pour B () continue avec D (8) = R et B(n)n >0
ou dans de cas plus générales.

Le but de ce travail est de donner une extension du Corollaire 1 et appli-
quer aux problémes (I), (II), (IIT) pour obtenir des résultats, qui améliorent,
dans le cas des problémes (I), (II), ceux de Strauss et Hess.

DEFINITION 1. Soit B (x) wune fonction multivogue avec D (B) = R; on
dit que B(n) est essentiellement s.c.s. dans 7|, si, fixé une voisinage U de B(m),
t y a une voisinage NV de 7|, tel que B(m) CU p.p. dans V.

Soit maintenant B (q) une fonction multivoque avec D(8) = R; nous
supposons dans la suite:

(a) Vn , B(m) est un interval fermé de R;
(&) Bim) est ess. s.c.s.;

() VneR , YeB(n on a ¢n =>o.

(@) B(m) a une section g () € . (R).
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Observons qu’une fonction continue définie sur R, une fonction monotone
définie sur R et, plus généralement, une fonction localement & variation
bornée sur R satisfont (a), (6) et (4).

Considérons une suite {p,} croissante, p,> 1 et limp,= - oo.

Posons e
S =& (7)) dans ['_ ) Pn]
= x (€ B (p) dans (p,, + o0)

£a(n) = )
| =y(eB(—p,) dans (—oo,—p,).

Soit ¢ (1) €C°(R) avec supp. ¢ = [— 1, 1] et

f@ () dn=1.
R
Posons
1
) = [Ea—D () ds = [2— D) e (re) dr.
ﬁ ;1/:1

On a alors que g£,(n) est lipschitzienne sur R. ,
Nous donnons d’abord un lemme du type du Corollaire 1:

LEMME 2. Soit {v,(x)} une suite, telle que

limv,(x) = v(x)

7n—> 00

p-p. sur Q; posons o,(x) =g,(v,(x)) et soit

[ 6,(x) v, (x) dx < Cst.
o

On peut alors extraive de o,(t,x) une sous—suite, que nous indiquons encore
par {c,(x)}, telle que

im* 6, (x) = o (x)

dans 2H(Q) et o (x) € B (v (x)).

Le Lemme 2 est démontré dans la Note II, § 2; pour démontrer la
convergence faible dans £*(Q) on utilise les technyques données par H. Brézis
pour le Lemme 1 et pour démontrer que o (x) € 8 (v(x)) on utilise des technyques
de Amerio—Prouse [1], [2]. '

Considérons maintenant le probleme (I).
. n

Supposons  #, () € Ho (Q) avec j (x4 () €' (Q) (j(n) = f g(n) dn;
0
j)=0), m(x)e?(Q) , A:Hy(Q) -~H(Q) avec A= —A et consi-
dérons la suivante formulation faible de (I)
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o W6 + Au () + a'(t) + o (1) 5f (2
dans H™1(Q) 4+ ¢Y(Q) p.p. sur [o,T] (x = 0)
U (O) = %y u'(O) =
w@€E pp. sur [o,T] |
C6(t,2) €0, T; Q) , o(,x)€PE (2, x)
p-p- sur [o,T]IxQ
(pour la définition de l'espace E voir [3]).
Dans la Note II, §3 on démontre le résultat suivant:
THEOREME 1. Soit f(£) € 92(0,T ; 2(Q)); le problime (1) a une solu-
tion u ()€ £°(0,T; E).
Passons au probleme (II); supposons g (x)eﬁz(Q) et A:H(l)(Q) —
—H™(Q) comme dans (I').
Considérons la suivante formulation faible de (II)
a1 w' (@) +Au(@) +o()=/(
dans H(Q) +2'(Q) pp. sur [o,T]
% (0) = uy
o, )€ 0, T;2H(Q) , o, x)eB(u(t,x)
p-p- sur [o,T]xQ.
Dans le §4, Note II on démontre le résultat suivant.
THEOREME 2. Soit f(2)€ <%0, T; HY(Q); le prodléme (II) a une
solution u(f) € £° 0, T : 2% (Q)).
Passons au probleme (III); supposons g (x)€ Q) A: H' (Q) -
— (HY(Q))* défini par la rélation
) Nﬂ ou
(Au,v) :j 24 T ax dx+/uvdx
Q
Vu,veH (Q). ‘
Considérons la suivante formulation faible de (III)

(111" (u’(t)—l—Au(t),v)—I—fc(z‘,x)v(z‘,x)dtdxr—
I

=(f@®,v) VoeH(Q)n D)
u (0) = 0 (€ 2% (Q))
c(t,2)€ (0, T; ) o(t,x)€Px(,x)
p-p- 'sur [o,T]xT.
On a le résultat suivant:

THEOREME 3. Soit f(£) €22 (o, T ; (H (Q)*); le probléme (III’) a une
solution u () € € (0, T ; 22(Q)).



342 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LIV — marzo 1973 [204]

On peut considérer les problemes périodiques (I'"), (II'"), (III'") corre-
spondantes aux problémes de Cauchy (I'), (II"), (IIT").
Pour le probleme (I'") on a le résultat suivant:

THEOREME 4. Soiz f(£)€%(0,T;2(Q) et o >o0; le probléme (11"
a une solution u (¢)€ <> (0,T; E).

La démonstration du Théoréme 4 est analogue a celle dans [3] et nous
ne l'examinerons pas.

Pour les problémes (II'"), (III'") on a le résultat suivant:

THEOREME 5. Soiz f(£) € (0, T; HH(Q) (*(0, T; (H' (Q)*); /e
probleme (I1") ((I11")) a wunme solution wu ()€ <® (o, T ; ?(Q)).
Le Théorém 35 est démontré dans le § 5, Note III.

Remarque 1. — 11 faut observer que H. Brézis démontre, par le Lemme 1,
un resultat d’existence pour le probleme

%Z,Tu(f,x>_“A%(f,x)"‘B(%%‘(l‘,x))af(t,x) p.p- sur [o0,T]xQ
u(@,x)|,=o0 pp. sur [0,T]

2% (0, x) = 1y (x) —%Z—;—(o,x)zul(x) p.p. sur Q.

avec f(£) € (0, T;*(Q) et j(u(x)) €' (Q) @ (1) = B (n)); le probleme
a été aussi étudié dans sa formulation forte et dans le cas D (8) = Je, 4
par Amerio—Prouse [2].

* Ce probltme avec B (n) non monotone mais qui vérifie les conditions
(@), (&), (¢), (d) reste ouvert.
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