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Analisi matematica. — Sur un lemme de convergence et ses appli
cations aux équations aux dérivées partielles d ’évolution non linéaires 
et non monotones. Nota I di M arco B ir o l i (#), presentata (* (**)#) dal 
Corrisp. L. A m e r io .

RIASSUNTO. — Si enunciano un lemma di convergenza ed alcuni risultati sulle equazioni 
alle derivate parziali non lineari e non monotone, che da esso conseguono.

§ i. Introduction et énoncés

Soit O C R ’’ un ouvert borné de frontière V. Récemment H. Brézis, [4], 
a démontré le lemme suivant:

LEMME i . Soit ß un graphe m axim al monotone de R X R avec D (ß) =  R 
et { vn (x)} une suite telle que

lim vn (x) =  v (x) dans £ì p.p .
00

S o it Gn(x) e ß (vn (pcj) et j a n(x) vn(x) d x  <  Cst.
Q

On peu t, alors, extraire de {an (x)} une sous suite , que nous indiquons encore 
p a r  { gh(x )}, telle que

lim* an (x) =  g (x)
n —»00

dans ^ (Q ) et g (x ) e ß (v(xj) p .p . dans Q.

Un facil corollaire de ce lemme est le suivant:

COROLLAIRE i. Soient ß et { vn (x)} comme au Lemme 1 et indiquons 
p a r  ßijn  la régularisée de Yoshida de ß , Gn(x) =  $i/n (vn(x)). Supposons que

j G n(x) vn(x) dx  <  Cst.
Q

On p eu t, alors, extraire de {Gn (x)'] une sous suite, que nous indiquons encore 
p a r  {Gn(x)}, telle que

lim* Gn (x) =  g (x)
n - >  00

dans 21 (D) et g (.x ) e ß (v (x)) p .p . dans O.

(*) Istituto di Matematica delPUniversità di Parma. Istituto di Matematica del Po
litecnico di Milano.

(**) Nella seduta del io febbraio 1973.
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Ce corollaire a permis à H. Brézis, [5], d ’obtenir, en supposant ß graphe 
m axim al m onotone avec D (ß) =  R, des résultats d ’existence pour les pro
blèmes suivants:

(I)

(H )

(III)

où n  est la norm ale à T extérieure a O.
W. Strauss, [10], a obtenu pour (I) un théorème d ’existence en supposant 

D (ß) =  R, ß (73) continue et ß (73) 73 >  o.
P. Hess, [6], a obtenu pour (II) un théorèm e d ’existence, en supposant 

ß Oq) continue avec une croissance polynom iale et ß (7]) 73 >  o.
Ces deux résultats nous font penser que le Corollaire 1 doit, dans un 

certain sens, rester valable pour ß (73) continue avec D (P) =  R et ß (y)) t) >  o 
ou dans de èas plus générales.

Le but de ce travail est de donner une extension du Corollaire 1 et l’appli
quer aux problèmes (I), (II), (III)  pour obtenir des résultats, qui améliorent, 
dans le cas des problèmes (I), (II), ceux de Strauss et Hess.

DÉFINITION i. Soit ß (73) une fonction multivoque avec D (ß) =  R; on 
d it que ß (73) est essentiellement s.c.s. dans rj, si, f ix é  une voisinage U de ß (^ ), 
i l  y  a une voisinage V de rj, tel que ß(73)CU p.p . dans V.

Soit m ain tenant ß (73) une fonction m ultivoque avec D (ß) =  R; nous 
supposons dans la suite:

(a) V73 , ß (73) est un in terval fermé de R;
iß) ß ,(73) est ess. s.c.s.;

(c) V73 6 R , f i  € ß (73) on a 7̂3 >  o.

(d) ß (73) a une section g  (73) e £~c (R).

d 2U
(ß > X>) (l ) %) ~f~ ß fi' iß ) X)') +

^U
+  « ~ ÿ f ( t . x) 9 /  ( t , x ) p.p. dans [o , T] X O (a >  o) 

u ( t , x )  |r  =  o p.p. sur [o ,T ],

u (o , x) =  u0 (.x) (o , x) =  u x (.x) p.p. sur O.

3 n
— &u (t >x) + $ ( u ( t i x ) ) 3f ( t yx) p.p. sur [o,T]XÛ  

u ( t , x) [r  =  o p.p. sur [o , T] 

u (o , x) =  uo (x) p.p. sur O.

Su
- ÿ f C Cx )  —  Au ( t , x) — f  { t , x) p.p. sur [o , T] X ü

£*)7/
-----dT ( t > x ) £ $ ( u ( t , x)) p.p. sur [o , T] X r

u (o , x) =  u0 (x) p.p. sur O.
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Observons q u ’une fonction continue définie sur R, une fonction m onotone 
définie sur R  et, plus généralem ent, une fonction localement à variation 
bornée sur R  satisfont (a), (b) et (d).

Considérons une suite { pn} croissante, pn >  1 et lim pn =  +  00.
n —> oo

Posons

( =  g  00 dans [— pn , p„]
ênOÙ =  ! =  x  (e ß (p„)) dans (p„ , +  oo)

( =  y  Ce ß (—  p„)) dans (—  oo , — p„) .

Soit 9 (*/)) e C ~ (R ) avec supp. 9 =  [— 1 ,1 ]  et

9 (7)) dy] — i .

Posons
1  In

Sn (ji) =  n f  g  (i) — t)  <p (nr) dx =  n j  g  (rj — x) <p (mt) dx .
R  —l / n

On a alors que gn (tj) est lipschitzienne sur R.
Nous donnons d ’abord un lemme du type du Corollaire 1:

LEMME 2. Soit {vn (x) } une suite, telle que

lim vn (x) =  v (x)
n —>  00

p.p . sur  £2; posons gn (x) =  g n (vn (x)) et soit

j Gn (x) vn (x) d x  <  Cst. 
à

On peu t alors extraire de an ( t , x) une sous—suite, que nous indiquons encore 
p a r  { Gn (x) }, telle que

lim* Gn ( x )  =  g (.x)
«-» 00

dans 21 (£2) et g  (x) e ß (v (x)).
Le Lem m e 2 est dém ontré dans la Note II, § 2; pour dém ontrer la 

convergence faible dans £x(£2) on utilise les technyques données par H. Brézis 
pour le Lem m e 1 et pour dém ontrer que g (x) € ß (v(x)) on utilise des technyques 
de A m erio-Prouse [1], [2].

Considérons m ain tenant le problème (I).
fi

g(yù d7i ;

j  (o) =  o) , u\ (x) e £2 (£2) , A  : Ho (£2) -> H ” 1 (£2) avec A  =  —  A et consi
dérons la suivante form ulation faible de (I)

Supposons u Q (x) e Hq (£2) avec j  (u0 (.x)) e £1(£2) (y (tj) =  J
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(F) u n{t) +  A u (f) +  ocu 'if)  +  g (t) 3 f  (/)

dans H “1 (£i) + - 1 (ß )  P-P- sur [o ,T ]  (oc >  o)

u  (o) =  u 0 u f(o) =  u ±

u ( t )  e E  p.p. sur [o , T]

a ( t , x)  e 21 (o , T  ; 21 (Q)) , g  ( t , x)  e ß (z/(£-, ^))
p.p. sur [o , T ] x O

(pour la définition de l’espace E  voir [3]).
D ans la Note II , § 3 on dém ontre le résultat suivant:

T h é o rè m e  i. So it f ( t )  e S2( o , T ; £ 2(Q));  le problème (I) a une solu
tion ^  (/) e £°° (o , T  ; E).

Passons au problèm e (II); supposons u 0 ( x ) e 22(Q,) et A : h J (O ) -> 
-> H " 1(D) comme dans (T).

Considérons la suivante form ulation faible de (II)

(IT ) u r(t) +  K u ( t )  + o ( t ) = f ( t ) .

dans H -1 (O) +  21 (O) p.p. sur [o , T] 

u  (o) =  u Q

g  (t , x) e 21 (o , T  ; 21 (O)) , g  ( t , x) e ß (u ( t , x))

p.p. sur [ o , T ] x f i .

D ans le § 4, Note II on dém ontre le résultat suivant.

T h é o rè m e  2. S o it / ( / ) e £ 2( o , T  ; H - 1 (D)); le problème (IT ) a une 
solution u (t) E £°° (o , T  : £2(Q)).

Passons au problèm e (III); supposons u o ( x ) e 22(£ï) A : H x(£ï ) ->
(H 1 (£ï))* défini par la rélation

{ A u , v ) = j z l ~ ~ d x + j u v d x
Q Q

V u ,  v e  H ^ Ü ).
Considérons la suivante form ulation faible de (III)

(H T ) { u'(f) +  A  u {t) , v ) +  j  g  { t , x) v ( t , x) d t d x  =
r

=  < /(* ) . *$ W e H \ Q ) n £ ~ ( r )  

u (o) =  u0 (e £2 (Q))

g (t y x) E 21 (o , T  ; 2 1 (T ) )  cr ( t , x) e ß (u ( t , x))

p.p. sur [o , T] X T.

On a le résu ltat suivant:

T h éo rèm e 3. S o it f ( t ) e £2 (o , T  ; (H 1 (O))*); le problème (H T ) 
solution u (t) e 2e0 (o , T  ; £2 (Q)).

a une
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On peut considérer les problèmes périodiques (I"), (IF ') , ( I IF ')  corre
spondantes aux problèmes de Cauchy (F), (IF ), (IIF ).

Pour le problèm e (I" ) on a le résultat suivant:

THÉORÈME 4. S o it f  (f) e  £2(o , T  ; £2(Q)) et a >  o; le problème ( I I" )  
a une solution u (f) e £°° (o , T  ; E).

L a dém onstration du Théorèm e 4 est analogue à celle dans [3] et nous 
ne l’exam inerons pas.

Pour les problèm es (II" ) , ( I I I" )  on a le résultat suivant:

T h éo rèm e 5. Soit / ( t )  e £2(o ,T  ; H _1(û )) (£2(o ,T  ; (H 1 (Q))*)).; le 
problème ( I I" )  ((III" ))  a une solution u (t) e £°° (o , T  ; £2(£2)).

Le Théorèm  5 est dém ontré dans le § 5, Note II I .

Remarque 1. -  Il faut observer qye H . Brézis dém ontre, par le Lem m e 1, 
un résu ltat d ’existence pour le problème

Apprit , x ) — L u  (t , x )  +  (t , x ) f f ( t , x )  p.p. sur [ o ,T ] x O

u ( t , x)  |r  =  o p.p. sur [o , T]

u (o , x) — u0 (x) (o , x)  =  u ± (x) p.p. sur £2.

avec f  (t) e £2 (o , T  ; £2 (O)) et j  (u0 (x )) e £x (û) (dj (g) =  ß (ïj)); le problème 
a été aussi étudié dans sa form ulation forte et dans le cas D (ß) =  ]a , b[ 
par A m erio-Prouse [2].

Ce problèm e avec ß (73) non m onotone mais qui vérifie les conditions 
(a), (b), (c), (d) reste ouvert.
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