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Analisi matematica. — Su  un problema di filtrazione in un 
mezzo poroso non omogeneo. Nota di V i e r i  B e n c i , p resen ta ta^  dal 
Corrisp. G. S t a m p a c c h i a .

Summary. — We prove the existence of a unique solution for a free boundary pro­
blem relative to the stationary flow between two water reservoirs of different levels separated 
by a dam of a nomhomogeneous porous medium.

I problem i di frontiera libera che derivano dallo studio dei processi di 
filtrazione com portano notevoli difficoltà. C. Baiocchi, in [1], ha ridotto allo 
studio di una disequazione variazionale il problem a di filtrazione attraverso 
una diga di m ateriale omogeneo. Nel presente lavoro, si generalizza il risultato 
di [1], ad un caso in cui la diga non è di m ateriale omogeneo.

i. — Sia dato il rettangolo

D =  { (x  , y)  \ o <  x  < a ; o <  y  <  b}

che schematizza la sezione di una diga ed una funzione k (oc , y)  definita in D 
che fisicamente rappresenta il « coefficente di perm eabilità» della diga. 

Si suppone che questa funzione sia di tipo particolare, cioè che sia

(1-1) k (x , y)  =  {y)

con

(1-2) f e n a t o , - a )

(1 -3 )  g  e H 1,2+|X(o , b)

dove [x è una costante >  o e g  (y) è tale che 

( T~4) g ' { y ) >  o q.o. in ] c , b [

essendo c una costante data  <  b che rappresenta il livello dell’acqua nel 
secondo bacino.

Si dim ostra l ’esistenza e l’unicità di una terna { <p , fi , u }  dove

( i-s)  ? e C ° ( [o ,« ] )

(1-6) Q =  { (x  , y )  e D  \ y  <  <(> (x)}

(1-7) u e H 1(0 ) n  C° (Q) (*)

(*) Nella seduta del 13 gennaio 1973.
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tale che siano soddisfatte le seguenti proprietà:

( i—8) cp è m onotona strettam ente decrescente in [o ,a\

(1-9) 9  (o) =  b. ; <p( a ) >c

( i - io )  div [k (x , y ) g rad  u (x , y)]  =  o in H nel senso della teoria delle
distribuzioni

Ili SU r l
u  =  c su r 2
u  =  y su r 3 n  aO
du III 0 su 1 4

S II su r o
du ^
dn su 1 0

dove con d /dn  si indica la derivata norm ale esterna nel senso della teoria 
delle distribuzioni e dove si è posto

=  { (x  > y)  e SD I x  =  o ; o < y  <  b}

^2 =  { (x , y)  e aD I x  =  a ; o <  y  <  c)

^3 — { (x  , y )  6 dD \ x  ~  a \ c <  y  <  b}

r 4 =  { (x  , y )  e d D \ o  < x  < a ;  y  =  o } 

r 5 =  { (x i y)  £ I o <  x  <  a ; y  =  b}

r 0 == { (x  , y)  e aO I o <  'x < a ; y  =  y (x)} .

2. — Il problem a viene ricondotto alla risoluzione di una disequazione 
variazionale su un convesso di H 1(D) [5].

Infatti aìnm ettendo che esista una terna {9 , Q, , u }  che sia soluzione 
del problem a precedente e ponendo

/ cp(x)

] I eg(yù [u (x , 7]) — 7)] dv) per ( x , y ) e Q
W (x , y )  =  { - J

!\ o per (x , y)  e D \ Q

si può verificare che w  soddisfa la seguente disequazione variazionale 

e K

^  j I e f W s W  grad  w  grad  (y — w) dx  dy  >  —Je^°d (y— w) dx  dy Vv e K
 ̂ D D

K =  { ^ e H 1(D) \ v \ m =  h ) v  > 0  nel senso di H 1(D)}

con
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dove h è una funzione così definita:
/ b

h (o , y)  =  I 'e8W \b —  y)] dv) su

(2-2)
(a , y)  =  eg{̂ [ c  —  7)] drj su P2

h (o , x) =  ( e~Ll) d£ h ( o , o) j * -/©  d£ +  h ( a , o) j e-  f<® dH,
0

\ k = o su r3 u r5.
La disequazione variazionale (2-1) ha soluzione per il Teorem a 2-1

di L 51 -
Per il Teorem a 11 di [6] si ha che la soluzione w  della (2-1) appartiene 

a H 2,2+^(D) qualora il seguente problem a abbia soluzione:

( w  e H 2,2+tl(D)

( div grad w ( x , y ) ]  =  in D .

Q uest’ultim o fatto si dim ostra partendo dalle considerazioni di [3] 
pag. 386.

Così si arriva al seguente Teorema:

TEOREMA i . -  L a  disequazione variazionale (2 -1 )  ammette una ed una sola 
soluzione w. Inoltre w  gode delle seguenti proprietà'.

w  e H 2,2 Hi(D) e qu indi w  e C1,oc(L)) con oc =  1 — ——— 

Inoltre posto
Ù =  {(x , y)  e D I w (x , y)  >  o }

si ha\
div [ef{-xì~^y) grad  w] =  e/(x) in Q nel  senso d i H 2(Q ).

3. -  Partendo dalla soluzione della disequazione variazionale (2-1), 
si vuole costruire una terna che sia soluzione del problem a dato.

Si prem ette la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 2. — Se w  è là soluzione della disequazione variazionale 
(2-1), allora si ha\

w x <  o ; wy <  o in  D .

q{pc , y )  =  —  ef(x) wx (x , y)

P >  . y ) =  e~g(y) w., (x, y)

In fa tti ponendo
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si può verificare che in Q sono soddisfatte le seguenti equazioni, (nel senso 
delle distribuzioni):

(3-1) div [{k (x  , y ) ) - 1 grad  q (x , y)] =  o

(3-2) div [k (x , y )  grad  p  (x , y)] =  —- k { x , y)  g ' (y)  .

Dalla (3-1), con calcoli opportuni, si ottiene;

(3-3) I  (k ( x , y ) ) - 1 grad q (x , y)  grad v { x , y)  d x d y  =  o , Vv  t  Vi
Q

dove Vi — { v g H 1(Q) \ v  =  o su yx ; v >  o } con y 1 =  T0 U T4 U Fs . 
Con semplici calcoli si può verificare che su y1 si ha q > 0 .
Il secondo m em bro della (3-3) è > 0  V ^ e V i ,  perciò applicando il 

Teorem a 1 di 2 segue che

q >  m in (o', m in q) =  o .
Yi

Per provare la seconda parte  della Proposizione 2, si pone

y)
c y
o

per o <  y  <  c 
per c <  y  <  b .

Si osservi che:

(3-4) div [k (.x , 4/) grad s  ( x , y)] = &(x >y)gr( ÿ )  J.n û  con o < y < z
o in D con c <  y  <  b \

D alla (3-2) e dalla (3-4). segue che

(3-S) \ k  (oc , y) g rad  (/> —  #) grad z/ (#: , y) d* dy >

=  J  >£(y , y) ^ '(y )  v ( x  , y) d* dy G V2

{(** >-) e Ù \ y  > c \

dove V 2 == {v  e H 1(0 ) | v =  o su y2 ; z/ >  0} con y2 =  r o U T 2U ( r 3n 3Ü).
M a il secondo m em bro della (3-5) è >  o per la  (1-4); quindi, applicando 

ancora una, volta il Teorem a 1 di [2], si ottiene

p  —  z  >  m in (o , min (.p -— z)) .
r2

Si può facilmente verificare che, su y2 , si ha p  > z  e quindi p  —  z  > 0 ;  
da cui la tesi.
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Si osservi che le funzioni p  e q e la Proposizione 2 hanno un significato 
fisico ben preciso. Infatti p  (x , y )  rappresenta la differenza di pressione fra 
il punto (x , y )  e quella atmosferica; q (x , y )  rappresenta il flusso che filtra 
attraverso  il segmento {(x , y;) | y  <  v; <  b }.

M ediante la Proposizione 2, si possono dim ostrare i seguenti lemmi: 

Lemma i . — S i  ponga

Or (x ,ÿ )  =  {(l , r i)eV> \ l < x  ) yj <  y  }

û + (*.:>0 =  { ( S , i ) ) e D |  Ç > ; r  ;

Allora si ha\

a) V (x , y ) e D —  Û si ha Q+ ( j j ) C D  —  Ò

b) V (x  , y )  € D n  d£l si ha O r ( x , y )  C O .

Lemma 2 . -  dÙ D D non contiene tratti orizzontali né verticali.

Finalm ente può essere enunciato il risultato fondam entale di questa 
Nota:

Teorema 3 . -  I l  problema del n. 1 ammette una unica soluzione così definita'.

rp (fi) =  sup { y  E [o , b] I (x , y )  € Ü }

I 9 (o). = .  lim 9 (x)
1  ̂->o+
I 9 (a) =  lim 9 (x)

x ->  a

n = û
u 0  , y )  =  [y —  <?-•?« wy (x , y)] |s .

In fa tti fissato un x  e ]o , a[ si ha che

{ y  6 [ o . b] I O , y )  e û } =fr 0

poiché w |r  ̂=  ^ j r  > 0 .  A llora ha senso la prim a delle (3—6).
Per il Lem m a 1 si ha quindi che fi =  O è un insieme del tipo (1-6). 

Inoltre, sem pre per il Lem m a 1, si ha che 9 in ]o , <z[ è una funzione m ono­
tona, m onotonia che risulta stretta grazie al Lem m a 2. Q uindi hanno senso 
anche la  seconda e la terza delle (3—6). Il Lem m a 2 assicura anche la conti­
nu ità  della 9. Perciò 9 soddisfa alle (1—5), (1—8) e (1—9).

Per il Teorem a 1 e la definizione (3-7) si ha che u  e H 1(ß )  f i  C°(0 ). 
R isulta cosi verificata anche (1-7). R icordando che w  |3Q =  h |aQ ed eseguendo 
i calcoli si può anche verificare che u  soddisfa la (1-11) e l ’equazione ( i - io ) .

(3- 6)

(3- 7)
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