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Analisi matematica. — Sw wun problema di filtrazione in un
mezz0 poroso non omogeneo. Nota di VIERI BENcI, presentata ® dal
Corrisp. G. STAMPACCHIA.

SuMMARY. — We prove the existence of a unique solution for a free boundary pro-
blem relative to the stationary flow between two water reservoirs of different levels separated
by a dam of a non-homogeneous porous medium.

I problemi di frontiera libera che derivano dallo studio dei processi di
filtrazione comportano notevoli difficoltd. C. Baiocchi, in [1], ha ridotto allo
studio di una disequazione variazionale il problema di filtrazione attraverso
una diga di materiale omogeneo. Nel presente lavoro, si generalizza il risultato
di [1], ad un caso in cui la diga non & di materiale omogeneo.

1. — Sia dato il rettangolo
D={(x,y)]|o<x<a ; o<y <éb}

che schematizza la sezione di una diga ed una funzione 4 (x, ¥) definita in D
che fisicamente rappresenta il «coefficente di permeabilitd » della diga.
Si suppone che questa funzione sia di tipo particolare, cio¢ che sia

(1-1) E(x,y) = e/@+s»
con

(1-2) feH" (0, a)
(1-3) g€eH"™ (0,8

dove p & una costante >0 e g(y) ¢ tale che

(1-4) g(y) =0 qo. in]c,d[

essendo ¢ una costante data << & che rappresenta il livello dell’acqua nel
secondo bacino.
Si dimostra 'esistenza e l'unicitd di una terna {9, Q, %} dove

(1-5) 9 €C’([o, a])
(1-6) : Q={(x,)€eD|y <o®)}
(1-7) u € HI(Q) n C° (ﬁ)

(*) Nella seduta del 13 gennaio 1973.
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tale che siano soddisfatte le seguenti proprieti:

(1-8) ¢ ¢ monotona strettamente decrescente in [0, 4]
(1-9) P =415 9@=c
(1-10) div [£(x,y)grad u (x,y)] =0 in Q nel senso della teoria delle
' distribuzioni
u==a su Iy
u=c su I
ju= su 'y 2Q
— , 0
(1-11) a—; =0 su Iy
u=y su I'y -
% =0 su FO

7n

dove con d/dz si indica la derivata normale esterna nel senso della teoria
delle distribuzioni e dove si & posto

Iy={(x.,»ed|x=0; o<y <é}
Fy={(x,»edD|x=a; o<y <<}
I‘3={(x,y)eaD|x=g; c <y < b}
FNi={(x,y)edD|o<x<a; y=o0}
Fs={(x,y)€edD|o<x<a; y=25b}
FO:{<x’y>€99|O<x<‘a; y=09x)}.

2. — II problema viene ricondotto alla risoluzione di una disequazione
variazionale su un convesso di HY(D) [3].

Infatti ammettendo che esista una terna {9,Q,u} che sia soluzione
del problema precedente e ponendo

P (%)
S_J'em[w,m—n]dn per (x,5)€Q
w(x,y) = ; B
o per (x,y) € DN\ Q

si pud verificare che w soddisfa la seguente disequazione variazionale

Sw €K

(z-1) ’ ‘ /=50 grad w grad (v—w) dx dy > —Jef(x) (v—w)dxdy VveK
D D

con

K={v€H1(D)|v|aD=/z;v >o0 nel senso di H'(D)}
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dove % ¢ una funzione cosi definita:

5

| _
A(0,y) =fe°"‘”>[5—n] dg  su I
¥y
h(@,y)=|et[c—nldy s T,
(2_2> ;
! \—1

/z(é,x)=(\J o /® dg)

0

4 (0,0) J.e*f@di—l—h(a,o) JQ—/@ dé} su I
x 0

\h=o0 su I'zuTls.

La disequazione variazionale (2—1) ha soluzione per il Teorema 2-1

di [s].
Per il Teorema 11 di [6] si ha che la soluzione w della (2—-1) appartiene
a H»?*™(D) qualora il seguente problema abbia soluzione:

s wE€ H2,2+M<D>
( div [/ P grad w(x, )] = in D.

Quest’ultimo fatto si dimostra partendo dalle considerazioni di [3]
pag. 386.

'Cosli si arriva al seguente Teorema:

TEOREMA 1. — La disequazione variazionale (2—1) ammette una ed una sola
soluzione w. Inoltre w gode delle seguenti proprietq:

2

we ™) ¢ quindi weC"* (D) con o=1— 2dp

Inoltre posto
Q={@,eD|w(x,y >0}
st ha: ; : ,
div [/ gradw] = /9w Q el senso di HE(Q).

3. — Partendo dalla ‘soluzione della disequazione variazionale (2-1),
si vuole costruire una terna che sia soluzione del problema dato.
Si premette la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 2. — Se w ¢ la soluzione della disequasione variazionale
(2-1), allora si ha:
w, <o ; w,<0 in D
Infatti ponendo
S
g =—w.(x,y)

P, ) =—eVw, (x,9)
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si pud verificare che in € sono soddisfatte le seguenti .equazioni. (nel senso
delle distribuzioni):

(3-1) div [(4(x, y)™" grad ¢ (x,5)] = o
(3-2) div [£ (x, ) grad p (x, »)] = — k(x, %) £'(3) .

Dalla (3-1), con calcoli opportuni, si ottiene:

(3-3) / (k(x,»)7" grad ¢ (x,y) grad v(x,y) dxr dy = o, Vv eV

Q

dove Vi = {veH Q) |[z=0 su v;; v >0} con vy, =T,ulUl;.
Con semplici calcoli si pud verificare che su Y, si ha ¢ >o.

I1 secondo membro della (3-3) ¢ >0 VweVy, percid applicando il
Teorema 1°di 2 segue che

¢ > min (0, ming) =o0.
Y1

Per provare la seconda parte della Proposizione 2, si pone

c—y per o<y <c¢

J/ = ~
> ) {0 per ¢ <y <5é.

Si osservi che:

{+é(x,y)g’(y) i con o< y< ¢

| n Q
—4)  div[k(x, dz(x, )] = N
(34 div[£(r, ) grad2(x, )] i © con ey

Dalla (3-2) e dalla (3—4) segue che
(3-3) [#e.3) grad (p—2) grad o x,3) drdy =

:f )é(g: ' ¥) &'(y) v(x, ) dx dy Vv € Vo
{@nel|y>c}
dove Vy,= {v e H(Q)| v=o0 su Yy v = o} con Yy = I‘OUFIUI‘ZU(F3OSQ)
Ma il secondo membro della (3-5) ¢ > o per la (1-4); quindi, applicando

ancora una volta il Teorema 1 di [2], si ottiene

p—# =min (0, min (p —2)) .

Ya

Si pud facilmente, verificare che, su v,, si ha p >z e quindi p —2z > o;
da cui la tesi.
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Si osservi che le funzioni p e ¢ e la Proposizione 2 hanno un significato
fisico ben preciso. Infatti p (x,y) rappresenta la differenza di pressione fra
il punto (x,y) e quella atmosferica; ¢ (x, y) rappresenta il flusso che filtra
attraverso il segmento {(x,n) |y <n <&}

Mediante la Proposizione 2, si possono dimostrare i seguenti lemmi:

LEMMA 1. — S7 ponga
X @x,)={E neD| i<x; n<y}
Q'(x,»)={E,MeD| E>x; n>y}.
Allora si ha: ,
a) V(x,»)€D—Q sk Q' (x,5)CD—Q
b) V(x,9)eDNQ  siha Q (x,9)CQ.
LEMMA 2. — 29Q N D non contiene tratti orizsontali né verticali.

Finalmente pud essere enunciato il risultato fondamentale di questa
Nota:

TEOREMA 3. — 7/ problema del n. 1 ammette una unica soluzione cos? definita:

o (®) = sup {y€[o,4]| (x5 €}

(3-6) \ ?(0) = lim o (x)
(‘ ¢ @ = lim ()
Q=20
(3-7) w(x,y)=[y—e=w,(x, )]

Infatti fissato un x € Jo, a[ si ha che
{yelo, 8|, neQ} 40

poiche w| -/Lh. > o. Allora ha ‘senso la prima delle (3-6).

Per il Lemma 1 si ha quindi.che Q= Q & un insieme del tipo (1-6).
Inoltre, sempre per il Lemma 1, si ha che ¢ in Jo, [ & una funzione mono-
tona, monotonia che risulta stretta grazie al Lemma 2. Quindi hanno senso
anche la seconda e la terza delle (3-6). Il Lemma 2 assicura anche la conti-
nuita della @. Percid ¢ soddisfa alle (1-3), (1-8) e (1-0).

Per il Teorema 1 e la definizione (3-7) si ha che e H Q) N CYQ).
Risulta cosi verificata anche (1-7). Ricordando che w|,, = h|ag ed eseguendo
i calcoli si pud anche verificare che u soddisfa la (1-11) e 'equazione (1-10).
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