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Analisi funzionale. — Sur la semi—continuité inférieure. N ota 
d i A n t o n i o  J o r g e  B r a n d a o  L o p e s  P i n t o ,  presentata n  d a l S o c io  
G. S a n s o n e .

R iassunto. — Si da una caratterizzazione della categoria (secondo Baire) degli spazi 
topologici in termini della semi-continuità delle funzioni ivi definite.

D ans cette note, nous avons présenté les résultats suivants: 1) une caracté- 
rization selon la catégorie (de Baire) des espaces topologiques énoncée en 
term es de fonctionnelles semi-continues inférieurem ent; 2) l ’équivalence 
entre la sem i-continuité inférieure et la continuité des fonctionnelles convexes 
définies sur des espaces de Baire.

Ces considerations ont eu leur origine dans l’étude de la m inim ization des 
fonctionnelles convexes définies sur des espaces de Banach. Avec celles-là, 
il a été possible rendre bien facile dém ontrer des propositions très utiles.

Nous référons quelques papiers (et la bibliographie rélative) sur le résultat 
cité en 2). Ce sont, par example, [1], [6], [7], [8], [9], [10], [12], [13], [14] 
et [16]. En presque tous ces papiers, ou les fonctionnelles sont des sem i- 
norm es ou l’espace est un espace de Banach, au moins.

Le très récent livre [15], nous a servi à obtenir plusieurs résultats sur la 
catégorie et la sem i-continuité. En [2], nous faisons un étude plus approfondi 
sur des sujets en cette direction—là, en laissant pour cette note seulem ent les 
résultats plus directem ent liés à la m inimization.

i. X est toujours un espace topologique non vide, y : X i -> R avec 
X i C X est une fonctionnelle dont le dom aine est Xi et T r est le sous—ensemble 
de Xi où y est majorée, i.e., x0 e T y s’il y a un voisinage V de x0 (en Xi) tel 
que sup y (x) <  +  00. C ’est clair que T y =  u in tXl Zl  avec Z l ~  {x: y (x) <  n}

V f lX ,  n = \

où in tX] z j  est l ’in térieur de T7n ré la tif à X i (si Xi =  X, on écrit in tXlA =  Â). 
Donc T y est toujours un ouvert de X i .

PROPOSITION i (voir [2]). Pour chaque fonctionnelle y : X  -> R sem i- 
continue inférieurement (s.c.i.), X \ T y est de la première catégorie. Consé
quemment X \  T y est de la première catégorie.

THÉORÈME i . i .  X est un espace de la deuxième catégorie si et seulement si 
pour chaque fonctionnelle y : X -> R s.c.i. on a T y =(= 0

Démonstration. L a condition nécessaire est trivialem ent satisfaite. (*)

(*) Nella seduta del ió giugno 1972.
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Condition suffisante: Soit X un espace de la première catégorie, c’e s t-
à-d ire , X est un F 0 croissant où chaque ensemble est nondense: X =  U  F ■,

_ 0_ 2=1
F,-+i D F,-, F,- — F,- et F,- =  0  pour chaque i  == i , • • •. En définant y (x) =  in f n,

on a Z* =  { x  : y (x) <  n}  =  Fn , i.e., y est sem i-continue inférieurem ent 
et T y =  0 .  La contradiction perm et de conclure que X est de la deuxièm e 
catégorie.

COROLLAIRE i . i .  X est de la première catégorie si et seulement s' il existe 
une fonctionnelle y :  X -> 'R  semi-continue inférieurement telle que T y =  0 .

THÉORÈME i.2. X est un espace de B  aire si et seulement si pour chaque 
fonctionnelle y : X -> R semi-continue inférieurement on a Ty =  X.

Démonstration. L a condition nécessaire est une conséquence im m édiate 
de la Proposition 1. Condition suffisante: On rem arque que par le T héo
rème i . i ., X est déjà de la deuxièm e catégorie. Soit & un ouvert non vide 
de X que nous supposons de la' prem ière catégorie. Donc 0 est contenu dans

_ O
un F 0 d ’ensembles non denses: S C u F » ,  F » =  F»,  F„ — 0 quel que

n =  1
soit n. L ’on écrit X =  U ( F U F i U  • • • UF„) =  U Y„ où F  =  . X \ f î  et

n =  1 n —  1
=  F U Fi U • • • U F^ est fermé pour chaque k. Alors la fonctionelle 

y : X R , y (Y) =  in f n est sem i-continue inférieurem ent et on a
x  € • Y

T y =  U Y , =  F, i.e., T y C F  =4= X .
n €  1

On rem arque q u ’une dém onstration plus simple peu t être essayée si nous 
prenons en consideration que O est un ouvert non vide de la prem ière catégorie 
en soi (voir [2]). En ce cas, le Corollaire 1.1. perm et de construire tou t de suite 
une fonctionnelle y sur X s.c.i. tel que Ty =]= X.

COROLLAIRE 1.2. ( [ 11 ], page 45). Soit X un espace métrique complet non 
vide. Alors pour chaque fonctionnelle y : X -> R inférieurement semi—continue 
on a Ty == ,X.

2. Soit Y un  espace linéaire topologique, K C Y  un sous-ensem ble non 
vide, y : K R une fonctionnelle dont son dom aine est K. Y est de la deu
xièm e catégorie si et seulem ent s ’il est de Baire.

THÉORÈME 2.1. Soit Y un espace linéaire topologique de Baire et K  un  sous- 
ensemble ferm é avec un point interne. Alors K =|= 0  .

Démonstration. Soit p  un point interne à K, i.e., O est interne à K —  p. 
C ar Y == U n ( K — p) on a K =J= 0 .

n =  1
En particulier, en des espaces linéaires topologiques de Baire (ou tonnelés) 

il existe la coïncidence des points internes et des points intérieurs pour les 
convexes fermés.

L ’on peut dém ontrer aisém ent que le Théorèm e 2.1. reste valable s’on 
rem place point interne p ar point sem i-interne ([2]).
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THÉORÈME 2.2. Soit Y un espace linéaire topologique de Hausdorff et de 
Baire. Alors sa dimension est fin ie  ou infinie non—dénombrable.

Démonstration. Si oB était une base de H am el dénom brable non finie 
de Y, cB =  {en}neN chaque espace engendré H n == sp {e1 , • • •, en) est de la
prem ière catégorie. Alors Y =  u H .  serait de la prem ière catégorie.

2 = 1

THEOREME 2.3. Soit Si un espace linéaire topologique de Baire, y : Y  —> R 
une fonctionnelle convexe. Alors les quatre conditions suivantes sont équi- 
valentes:

1) y est semi—continue inférieurement;
2) y est continue en chaque point;
3) y a sous-gradient en chaque point\
4) y est fermé.

Démonstration. Si 1) est vrai, Ty =  Y p ar le Théorèm e 1.2.. Comme 
T r 4 = 0 , on vérifie 2) p a r le Théorèm e 3.1. de [3]. Les trois premières 
im plications sont alors im m édiates (par example, voir [4] page 21, [5] ou [17]). 
L a double implication 2) <̂ => 4) est dém ontré en [3].

À  la fin, on réfère une condition nécessaire et suffisante pour le principe 
de T uniform e lim itation.

THÉORÈME 2.3. Soit X un espace separé localement convexe et soit X* 
le dual topologique de X muni de la topologie forte  (topologie de la convergence 
uniforme sur les ensembles bornés de X). S i  X* est tonnelé alors chaque borné 

faible est borne fort. S i X* est semi—reflexif , alors la condition réciproque est 
aussi valable.

Démonstration: Condition nécessaire: Soit A C X un borné faible non
vide. Alors =  -sup x*(x) est une sem i-norm e définie sur X* finie et

A
sem i-continue inférieurem ent pour la topologie forte de X*. Donc ^ a ( . )  est 
continue forte. Comme la fonction d ’appui de A  : hA(.)  vérifie ^a ( - )  <  ^a ( - )  
et est aussi convexe il résulte que cô A  est borné fort (par [ i 8] et c a rhA(.') =  
=  ^wa(-))- Donc A  est borné fort. Condition suffisante: Soit cp : X* R 
une sem i-norm e sem i-continue inférieurement., âlors sem i-continue infé
rieurem ent pour la topologie affaiblie (X* X). Alors par [18] il y a un ensemble 
npn vide convexe et fermé A  tel que p  ( .)  =  kA(.). Comme p  est finie et 
positive, alors A  est borné faible qui est borné fort p a r hypothèse. Donc 
p { . )  est continue forte parce q u ’elle est fonction d ’appui d ’un ensemble 
borné fort ([18]). Alors, X* est tonnelé.

Evidem m ent, le principe usuel pour des espaces X norm és est un cas 
particulier (X* est toujours de B anach !).
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