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Analisi matematica. — Una estensione di un teorvema di E.M. Stein
relativo agli integrali singolari. Applicazione alle equazioni ellittiche ©.
Nota I di-RoBERTO INFANTINO, presentata dal Socio C. MiRANDA.

SUMMARY. — We prove a result on transforms. of Calderon-Zygmund type in
L?—spaces with weight.

In una mia recente ricerca (cfr. [4]) sulle singolaritd eliminabili delle
soluzioni ‘deboli delle equazioni ellittiche ho avuto occasione di riconoscere
l'utilita che deriverebbe dalla eventuale possibilita di estendere i teoremi
di regolarizzazione di S. Agmon [1] al caso in cui il termine noto dell’ equazione
sia sommabile I’ con un peso conveniente.

Una tale estensione si consegue facilmente quando si disponga di un teo-
rema del tipo di Calderon e Zygmund (cfr. [2]) per trasformazioni integrali
di funzioni che siano sommabili L” con peso.

Un risultato di questo genere & stato stabilito da E. M. Stein nel caso in
cui il peso ¢ del tipo |x|* (cfr. [5]).

In questa Nota mi propongo di estendere il risultato di Stein al caso in
cui il peso ¢ del tipo ¢*(x), dove p(x) ¢ la distanza del punto x da una varieta
di R" ad % <~ dimensioni.

Questo risultato ¢ stabilito in questa Nota per il caso in cui la varietd
¢ quella di equazioni x; =xy=---=x, =0, s =n—A.

In una Nota II, recante lo stesso titolo, verrd preso in considerazione il
caso generale.

I procedimento seguito ¢ dello stesso tipo di quello di E. M. Stein, ma ha
richiesto, perila maggiore complessitd del problema che ha dato luogo a nuove
difficolta, vari accorgimenti tecnici.

Le possibili applicazioni alle questioni relative alle equazioni ellittiche
cui abbiamo accennato all’inizio saranno precisate nella Nota II.

I. Sia V, la varieth di R” ad /% <# dimensioni di equazioni

X, =Xg =+ =X =0 §=n—4="
s 1/2

Poniamo d(x) = ( 2_, x2> e indichiamo con L”(R") e L/ (R") rispettiva-

mente lo spazio delle funz1on1 di potenza p~e51ma sommabile in R” e lo spazio
delle funzioni f per cui §"f€L?(R").

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per
PAnalisi Funzionale e le sue Applicazioni.
(¥*) Pervenuta all’Accademia il 17 agosto 1972.
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In questo numero ci proponiamo di dimostrare il seguente

TEOREMA 1.1. — Posto

To@) = [{H(r,x— 9l x—5[} 00y,
J,

supponiamo che riesca:
ITolsen < C,lolpmn Vo €L (R, 1<p<oo,
|Hx,»—y)|<C.

I I

Allora, se 1 < p < oo, —i<ﬁ<?{, *1;"‘*“7:1,](51%(1‘")»

?

st ha: ‘
1T g, < Gy 1 ot -
La dimostrazione del teorema segue quasi immediatamente dal seguente
eg q g

LEMMA 1.1. — Posto:

SOPSLT

F (x) = f K(x,3) /() dy
Rn

viesce:

S Ry
”%-f”LP(R") < Cp’ﬂ ”f”Lﬁ(Rn)) se — 2 <B <7’

dove C, & una costante che dipende soltanto da p e .

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA.
Poniamo:

x=(u’t>’ u=<x17'."x:), t=<x.r+1:“'7xn);

y:(y’g>’ Z’:(J/u"',y:), 3=<J’:+1,"',J/n);

r=|u|, R=]|v]|, )\=%,'u%r£, v = Ry;

h=[o, 4], l=[,+oo[, Li=|% 2,

K(x,y) per léI,.

K, (x,y) = ,
$(*9) ) per Ael;

.°€1f(x>=fK,«(x,y)f(y> dy, i=1,2,3.
Rn
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Indichiamo con X e X’ rispettivamente le sfere |x| =1 e | y|=
con dwg e dw, rispettivamente gli elementi di misura su X e X',
Con ¢,¢, ¢, -, indichiamo costanti che non dipendono da f.

Si ha:
B !f(”’z);dz
(1.1) / |1 —2X | dv/ [ —oP + |t—2 TP
RS

+oo

|I"—'7\—GIR$ ldewnj |f(R71 Z)ldz .
J 17— Rl 4 |2 —2[]®

20

Consideriamo dapprima %, f. Con il cambiamento di variabili R = »,
2z =t 4 7{, osservato che, per o< xg%, riesce |§ — Ay | 2%, dalla (1.1)
si trae:’
12

(12) ° /] 3// [1—2*| 2" d) de, |f(7\lr‘4,t-|—:Cn)/|2dC .
8 EA A1)
Posto:
g =|1—nB| N, B, = |f"‘n f+rC3/}2dc
|C|2

osservato ancora che per una nota diseguaglianza ‘di Minkowski @) riesce:

' 1/ : 1/
oo (fimenral =] o Temore)”

1/p
=Co< /]f(lm,t)|"’dt> )
R%

applicando ancora la diseguaglianza di Minkowski, dalla (1.2) si ottiene:

1/2 +o00

Ip
1%, e < [ [0 da| [ ldrlew o def
S0 0
1/2 +o00

Jr‘ 1drf|f(7\rn t)|"dt] .

<flff @) dx de, 0

(1) Qui e nel seguito per diseguaglianza di Minkowski intendiamo quella data dal
Teorema 202 di [3].
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Quindi applicando la diseguaglianza di Hélder e tenendo presente che:

+ 00 + oo

(14 107 T dr =277 | |A ()| dr,
J J

si ha:

1/2

+oo
r _s . 1/p
@s) e flpmn <2 gMWN 2 dl{ / /lf(”) [P dr do, dl‘}
0 0 3 g

1/2

= e[ gWX7 NS -
0
Dalla (1.5), osservato che:

"1/2 }/2
jg(x)x"?dx =/| 1— A2 dh < + o0,
0 0

in quanto B<j;7:~—ﬁ—l—s—1—%>——l, si ha:

(1.6) 1%, gy < Cy g 1 I
Passiamo ora a studiare %,f. Ora ¢ A>2 e quindi
[&——-M)lz =1—2xcos (&, )+ 3=l
Con il cambiamento di variabili R = M, 2 = # + #A{, dalla (1.1) si trae:
+o00
2) T < — 2B 1ldrd Lf Qo , 2 41D de.
(I 2> l zfl—ffll [ m“ﬂ (€2+|C|2)"/2 C
B R
Dalla (1.2), osservato che:
+oo

/|I—x-ﬂlx"17dx<+oo,

3
in quanto —fB—1 — L < —1 per ipotesi, con gli stessi ragionamenti
che seguono la (1.2) si ottiene:
<I7) [l%‘gf”[_,ﬁ(Rﬂ) < Cp’g ”f”LP(R") .

Consideriamo infine %, /. Essendo ora —3 < A < 2, esiste una costante ¢
per cui riesce:

Ks(x,»)<c|1—N| |x—y|™", -;—<7\<2.
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Percid dalla (1,1), effettuando il cambiamento di variabili R = A7,
z=1¢+7[5—M|{ si ha

2
: |1 —32| a1 Lf o, 2+ 78— 0)| dE
1.8 T <c¢ 17  dde .
( ) [ 3fl Jlm |5—7\72 |: nRIZ (1 + |c|2)n/2
Posto ora

By, 8y = [ L£0rn.0 47 [E—m D)0t
n (7‘ E-r) [ (1 + lc|2)n/2
R

con lo stesso ragionamento -seguito per ricavare la (1.3) si ottiene:
(19) J1Ent B e [Irarm, o ar.
R R’

Posto:

+o00
2 t” 1/
Py, m) Zﬁ, Gx(n)=</j[f(?xm,t)|pr“°_1drdt> ,

b = f Py (&, 1) Ga () deay

s :
per la diseguaglianza di Minkowski e per la (1,9), dalla (1.8) si trae:

+ o0

- . 1p
(/r‘_ldrjl%’3f|’>dt> <
0 RA
2 00 2
. . s ?
<af [BE W @ doy [ & (1B o0l ) = SEIGES
12 3/ ) RrA 1/2

Da quest’'ultima diseguaglianza, applicando ancora una volta la dise-

guaglianza di Minkowski, si ottiene:
1/ 2 1/p
oo f1norn”
172 b

2
?
fal [0
b i
Quindi, essendo per una nota proprietd del nucleo di Poisson P&, n):
[18@ o < (1601 do,,
b 5

(I'IO> ” cZ';'?,.f”]‘_/ﬁ(R”) < ¢

e risultando per la (1.4):

[16:1 da, =211z,
2/

®Y’

3. — RENDICONTI 1972, Vol. LIII, fasc. 1-2.
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dalla (1.10) si trae:
2

(1.17) Wﬂmm—qﬁﬁﬂwmw) C, oI f lpan -
i

Dalle (1.6), (1.7), (1.11) segue l'asserto perché Tf = E i f

7=1

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1I.I.

Seguendo il procedimento di Stein si ha:
1T F) — 3 T llp gy < €T (57
e di qui lasserto, tenendo presente che per il Lemma 1.1

1E 3 Allyp ey < Cpp 178l oy s

\

mentre & per ipotesi:

”T <8Bf>|]LZ5(R") g C/, H sz“]j'(Rﬂ) .

OSSERVAZIONE I.1. — Sia Q un aperto di V, e — - < B < o, inoltre il

supporto dif sia contenuto nel cilindro di R” : {x : # € Q}. Allora il Teorema 1.1
continua a sussistere anche se d(x) rappresenta la distanza del punto x € R”
da Q. |

Invero, essendo 8(x) > |«|, tenendo presente il Teorema 1.1 si ha:
13 T o ey < 11T gy < 1126 e

e di qui I’asserto, dato che, essendo 8(x) = |#| per ogni x appartenente al
supporto di f, risulta:

e * Fllp ery = 8% s e -
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Nota aggiunta durante la correzione delle bozze.

Durante la correzione delle bozze sono venuto a conoscenza di una Nota di T. A. TIMAN,
Existence conditions and estimates of transforms of the Calderon—Zygmund type in weights of
Ls—spaces, « Trudy Mat. Inst. Steklov », 105 (969), nella quale si dimostra un teorema sostan-
zialmente equivalente al risultato della presente Nota. La dimostrazione pero ¢ diversa.



