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A nalisi m atem atica . — Una estensione dì un teorema di E.M , Stein 
relativo agli integrali singolari. Applicazione alle equazioni ellittiche 
N ota I (**} di R o b e r t o  I n f a n t i n o ,  presenta ta dal Socio C. M i r a n d a .

SUMMARY. — We prove a result on transforms of Calderon-Zygm und type in 
L^-spaces with weight.

In una mia recente ricerca (cfr. [4]) sulle singolarità eliminabili delle 
soluzioni deboli delle equazioni ellittiche ho avuto occasione di riconoscere 
l’utilità che deriverebbe dalla eventuale possibilità di estendere i teorèmi 
di regolarizzazione di S. Agmon [1] al caso in cui il termine noto dell’equazione 
sia sommabile 1 / con un peso conveniente.

Una tale estensione si consegue facilmente quando si disponga di un teo­
rema del tipo di Calderon e Zygmund (cfr. [2]) per trasformazioni integrali 
di funzioni che siano sommabili l d  con peso.

Un risultato di questo genere è stato stabilito da E. M. Stein nel caso in 
cui il peso è del tipo \ x  ]a (cfr. [5]).

In questa Nota mi propongo di estendere il risultato di Stein al caso in 
cui il peso è del tipo pa (^), dove p(L) è la distanza del punto ^  da una varietà 
di R n ad h  <  n dimensioni.

Questo risultato è stabilito in questa Nota per il caso in cui la varietà 
è quella di equazioni x ± =  x 2 =  •••== xs =  o, s =  n — h.

In una Nota II, recante lo stesso titolo, verrà preso in considerazione il 
caso generale.

Il procedimento seguito è dello stesso tipo di quello di E. M. Stein, ma ha 
richiesto, per ila maggiore complessità del problema che ha dato luogo a nuove 
difficoltà, vari accorgimenti tecnici.

Le possibili applicazioni alle questioni relative alle equazioni ellittiche 
cui abbiamo accennato all’inizio saranno precisate nella Nota IL

i. Sia N-h la varietà di R n ad h < i n  dimensioni di equazioni
x i =  ^2 =r • * * =  xs =  0 s =  n —- h.

. / y /2 ;
Poniamo S(C U  e indichiamo con L /(R B) e L£(Rm) rispettiva-

mente lo spazio delle funzioni di potenza /-e s im a  sommabile in R n e lo spazio 
delle funzioni /  per cui S!i' / e L^(Ry.

( ) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per 
TAnalisi Funzionale e le sue Applicazioni.

(**)' Pervenuta all’Accademia il 17 agosto 1972.
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In questo numero ci proponiamo di dimostrare il seguente 

Teorema l i . -  Posto

TcP(?) — J  {H  (x , x  —  y)j\ x  —  y  \n} 9 (y) dy  ,
R ”

supponiamo che riesca'.

l|T9 l|Lÿ(R») <  C, II «pili/(R») V9 e 1/  (R”) , i <  p  <  00,

I H(a  , x - —y) \ <  C .

Allora, se 1 < p <  co , Af  +  J_ =  1 , / e  L |(R- ) ,
si ha:

Il '^ flli|(R») ^>,ß •

La dimostrazione del teorema segue quasi immediatamente dal seguente 

Lemma i. i .  -  Posto:

K ( * ,^ )  =  | i — \ x — y \  ”,

V ( x )  =  J  K O , y ) f  (y) dy

riesce'.

Il ^H l^(rä) ^  II/IIl^(rm) > se

dove Cjt ß è una costante che dipende soltanto da p  e ß.

D imostrazione del Lemma.

Poniamo:

x = ( u , t ) ,  u =  (xx ,- - - , x s) , t =  (xs + 1 ■-, x„) ;

y  =  i v > *) > v =  O i . • • • » y,) » * =  (y ,+1 , • • • ,% ) ;
Rr = M ’ R — |z>|, \ z= —  , u =  r \ ,  v =  Rtq ;

I
° ’TIi =

K , -(x,y) =

, I 2 —  [2  , +  o o [  , I3 —

J K (^  j )  per X e l .
( o per X € Ï,- ’

,2

1 , 2 , 3 ,

V  (*) =  K* (* , y ) /  OO dy  , * = 1 , 2 , 3 .
R5
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Indichiamo con 2  e 2 ' rispettivamente le sfere \ x  \ =  1 e \ y \ . =  1; 
con dcô  e dcô  rispettivamente gli elementi di misura su 2  e 2 '.

Con c , c0 , cx , • • •, indichiamo costanti che non dipendono da / .
Si ha:

(I.I) \ i — \ - * \ d v   :y > ’g)' dg ,
1 V 1 J 1 1 I  [ \u - z , \ * + \ t - z \* T l*

Rs
+  ° °

: J  j I I —  X-0 [ Rs 1 d K  d c o „  I I/(Rt) ,Z) I dz

2 '  0
[ i ^ ~ R ï ) | 2 +  \ i - z \ 2T 12

Consideriamo dapprima %lf .  Con il cambiamento di variabili R =  'hr, 
z — t  rX„ osservato che, per o <  X <  A  , riesce | Ç — X y)|> — , dalla ( i .i )  
si trae:

1/2

(1.2) 1 cs if \  <  j  j  1 i — X~ß I / A 1 dX dM„ f  l/(X^  ’* +  ■
2' ó rA ( 7 +  lÇl2)

Posto:

^(X) =  I I — X-Pf x '" 1 , FM(r , t) =  / M .
J. JL4-1 r nW
R* \ 4

osservato ancora che per una nota diseguaglianza di Minkowski <0 riesce: 

C 3) (  / |F » „ ( r , / ) | '< 7 '< ;  f  - dl= i  / | / ( X ^ ,< ) | 'd <)"'

V *  7 à'  (t + | , : i ) V  7

Co / | / ( X r 7] , / ) | J>dZ ,
1//

applicando ancora la diseguaglianza di Minkowski, dalla (1.2) si ottiene:

1/2 +00

Jl — f l  ^ ( X) dX dw’i I  ^ “Cdr f  I Fx„ ( r  , Z) \f  d t
s ' ó L 0 R/,

1/2 +00

^  ^  ^  ̂  dX ^2' 0

HP

+00

j  rs~l dr j  f/(Xrv) , j?) ^  dZ
1/̂

(ï) Qui e nel seguito per diseguaglianza di Minkowski intendiam o quella data  dal 
Teorem a 202 di [3].
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Quindi applicando la diseguaglianza di Hôlder e tenendo presente che:

(M )

si ha:

+  00 -foo

j  I h Çhr) Ipr ~ l d r =  X“ j  | h (r) \p r ~ l dr  ,

1/2 +00

^ . 5 ) p dX \ f ( r r i , t ) \ prs 1 dr  dcô  dt
0 2 '

VP

1/2

=  0 ^ 7 )^  t d k - w f w ^ ^ .

D alla ’(1.5), osservato che:

1/2 1/2

j  gO.) X > clÀ =  J  I I — I >/ 1 dX <  +  00 ,
0 0

in quanto ß <  -C => — S> +  s — i — — >  — L si ha:
P P

( r*6) II ^1^  IIl (̂R̂ ) — ^>3

Passiamo ora a studiare ^ 2f .  Ora è X >  2 e quindi 

I E, — X7312 =• I •— 2 X cos (£ , 7j) +  X2 >  ,X2.

Con il cambiamento di variabili R =  \ r  , z — t -b rXÇ, dalla (1.1) si trae:
-foo

( - y  I v  I q  / 1 ■ -  ^  ^  a* < k  f  f f f f  p ” 1
2' 2 i>h

d i .

Dalla (1.2)', osservato che:
-foo

I I I — X-ß I X 1 p dX <  +  00 ,

2

in quanto — ß — 1 — ~ < — 1 Per ipotesi, con gli stessi ragionamenti 
che seguono la (1.2) si ottiene:

( l 'D II ^2-^lll>(Rw) — II/IIl^(Rw) •

Consideriamo infine <&0/. Essendo ora — <  X <  2, esiste una costante c oJ 2
per cui riesce:

K3 (x , ÿ)  <  c I i — X2 I I ^ — y  ~  <  X <  2 .



Perciò dalla (1,1), effettuando il cambiamento di variabili R =  \ r , 
z  =  t  +  r  I £ — Xt) I Ç, si ha:

I V l W  r , | I - x,|x ' " 1
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(1.8)
2 '  1/2

dX do», /  ì f ^ ’t +  r IS —XvilQIdi;, 
|$ —Xr)r V  (I +  ICI*)"/*Tfh

Posto ora
p  („ £\ _  f  I / ( Xnr) +  — Xt) I 0  I d£~J ( T T i ì i t - - - - - - - - - ’

con lo stesso ragionamento seguito per ricavare la (1.3) si ottiene: 

C1 -9) J I Fx„ (r , %)\p dt <  cx J  | /  (Xnq , t) \p à t .

Posto:
w l

, > 1 ) L,  GÀ(rì) =  ^ j  j  |/(X rq  , t)\p r 1 d r d t \  ,.
o R* ■ '

4-00

\HP

<Px(̂ )' =  J  Px(? , fi) g x.(v)) d<o„ ,

per la diseguaglianza di Minkowski e per la (1,9), dalla (1.8) si trae:
4-00

f  r ' - 1 d r j  \%zf \ *  d t
yip

1 sR/2

< c j  i PxCÜ.-ïj)
1/2 2 '

dX do)  ̂ 1 I r

,4-00

s - l

J r
0 R

2

dr f  I Fxn (r > Ç) \*- dtj < c 3j  4>x (Ç) dX.
R^ 1/2

Da quest’ultima diseguaglianza, applicando ancora una volta la dise­
guaglianza di Minkowski, si ottiene:

2 2

(I-IO) Il V W )  < ^ \  fà « > J  J a (%) dxYp < c j d \ ( f \  \* do> T .
2 1/2 1/2 V  '

Quindi, essendo per una nota proprietà del nucleo di Poisson Px(£ , tj) :

f  IM O l'd « *  <  [ 10, ( 7]) 1 ^ 6 ),,
2 2 ' 

e risultando $er la (1.4):

J | G , ( , ) | ' d a ,  =  X - ' | | / ^ (Ri>),

3. — RENDICONTI 1972, Voi. LIII, fase. 1-2.
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dalla (1.10) si trae:
2

O-") Il Vllx/(R-) = "4 dX - ll/ ll^ ^  <  C^W/ W^ .
1/2 '

3
Dalle (1.6), (1.7), (1.11) segue l’asserto perché %f =  ^  V,-/.

* =1
D imostrazione del T eorema i . i .
Seguendo il procedimento di Stein si ha:

e di qui l’asserto, tenendo presente che per il Lemma i . i :

ll^ (sV )llL. (R«) < c / ,3 ll/s0l!L, (R,))

mentre è per ipotesi:

l|T(8V)llL, (R«) < q i | s 3/ l l L. (R»r

O sservaz ione  i . i .  -  Sia Q un aperto di V h e — <  ß <  o, inoltre il 
supporto d i /s ia  contenuto nel cilindro di Kn : {x  : t e tì}. Allora il Teorema i.i  
continua a sussistere anche se 8 (x) rappresenta la distanza del punto i f R "  
da Q.

Invero, essendo 8 ( # ) - > |^ |,  tenendo presente il Teorema i . i si ha:

lls"T/ l l L. (RK) <  I I I ^ q  pIIM V IIl̂ r«)

e di qui l’asserto, dato che, essendo 8 (x) =  \u\ per ogni x  appartenente al 
supporto di / ,  risulta:

lll«|e/ llI/(R-)=l|8e/ llI/(R-).
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N ota àggiunta durante la correzione delle bozze.

D urante la  correzione delle bozze sono venuto a conoscenza di una N ota di T. A. T iman, 
Existence conditions and  estimates o f  transforms o f the Calderon-Zygm und type in weights o f  
Cp-spaces, «T rudy  M at. Inst. Steklov », 205 ( 969), nella quale si dim ostra un teorem a sostan­
zialmente equivalente al risultato della presente Nota. La dimostrazione però è diversa.


