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Matematica. — Dimostrazione di alcune g—identits . Nota di
Prer Virror1to CeccHERINTI e AcHiM DRAGOMIR, presentata ™9 dal
Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — Some new identities, connecting g-binomial coefficients (g ==1), are
proved.

I. Ricordiamo che, se ¢ ¢ un prefissato intero positivo, e se 7, £ sono
interi non negativi, si pone;

[0y =0 , [l=¢"'+tg?+-+g+1,
[Oq

{éjqég[n—z']q/[kei]q se 1<A<n.

7
I

7
V4

= I y ‘

=n ‘]zo se k>un,
q9

q9

In particolare, per ¢ = I si ottiene
7| n
rh=n o [3=(3)

I numeri | 2], St chiamano g—coefficient: binomiali; essi hanno. un semplice
1

significato algebrico-geometrico e verificano formule che estendono- quelle
dell’'usuale calcolo combinatorio; cfr. [1] (cui si rinvia anche per la bibliografia
sull’argomento), dove le formule per gli [ﬂ vengono dimostrate ricorrendo
sistematicamente al loro significato geometriqco.

Nel presente lavoro si stabiliscono direttamente talune formule, valide
per i g—coefficienti binomiali sotto l'ipotesi essenziale g ==1. (Per dedurne
g-identita valide per ogni valore intero di ¢ > 1, basterebbe moltiplicarne
ambo i membri per ¢ — 1).

Nel seguito scriveremo semplicemente [#] ed 7 in luogo di [#], ed | 7] .
g P 1 P g 7 kg

2. Per brevita, introduciamo le espressioni (ove @, 7 denotano interi
con 1< a<m):

® MA@ =g [T —a 411,
) A@=AG@a)=g " g— o [,

(*) Lavoro eseguito parzialmente nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (Sezione n. 4) del
C.N.R..
(*¥¥) Nella seduta del 13 maggio 1972.
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le (1), (2) hanno interesse solo per ¢ == 1, perché per ¢ = 1 esse o si annullano
(se @a==1) o sono indeterminate (se @ = 1). Per esse sussiste la formula di
collegamento

3 A, m)=|"]A@;

si hanno poi le seguenti relazioni induttive per A ():

@ A@M=r1, () Al@=g¢"1g—1)[a]A(a—1),
e le seguenti relazioni induttive per A (a, 7):
A(t,my=1[n] , AQl,1)=r1,

Al@+t1,n)=¢(@g—1)[n—alA(a,n),

A(a,n+1>=[_n[%f\<a,n>.

3. Ci proponiamo di provare i Teoremi ed i Lemmi appresso elencati.

TEOREMA 2.1.  Swupponiamo q==1, ¢ si ponga
n +
s<n,c>=§{”a :

dove a,c,n sono interi tali che 1< a<mn,0<c. Allora risulta
© S(,e)=R(n,0) (g==1).

Questa, per ¢ = o, fornisce

© xl:

[ZJA(a) , R(n,c)=[n(h—|—c)],

A (a) = 2] (g 1).

Dimostrazione. Per g==1, risulta S(1,¢) = |° TI ; ed in ogni caso

(anche se ¢ = 1) risulta R (1,¢) = [¢+ 1]. Pertanto la (6) & vera per # = 1
e ¢ qualsiasi, talché dimostreremo il teorema per induzione supponendolo
vero nel caso 7 (e ¢ qualunque) e dimostrandolo nel caso 7# + 1 (e ¢ qualunque).

Applicando, oltre all’ipotesi induttiva, la (5), nonché note g—identitd
binomiali (cfr. [1]), si ottiene:

n41

S(n—l—l,c):2‘”_}—64—1}“”:1}1&(@:

a=1 a

”;Z'":“]A@JH)JF

Jr.ag j”+;+l] njl A(ﬂ)z%l ﬂ;:c 7'(@g—1)[n+1]A(m) +
e B a@(] ], o) -

=[n+c+1] "”jﬁ]q”(q—x)A@z)+§[”+‘+‘

a

Tla@+
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+g”2l”+«z+ll[ " }A(a)q—““:idem +S@,c+1)+

-~ a jla—1
+ﬁﬂn+c+rk+¢g;&%%ﬁiwjf o A@en =

=idem + R (z,c +1) +¢"[n +c + 1] +

SRR IR )

[aZI}A(a—I)-——-
= idem + idem + idem + ¢"[% + ¢+ 1] (g —1) (S(n,c)—— [n:ﬂA(n))z
= idem -+ idem —+ idem —|—g”[n—+—c~}—1](q——-1)R(n,é)———

—g" et alg—n|" e

An) =

=t et 11" | @— DA + 0t o+ D] g r + o 4 1] +
tg e+l D+l —g'ln e+ 11— 0[] AG) =
=l t+ec+ Dl +{gr+e+110+G@—1) [+ )} =

=[O+ e+ D)+ {e" [+ ¢ + 1] (1 goro — 1)} =

(per la (6) di [1])
=[rr+tc+D]+gtOntc+1]=[n+1)(n+c+1)]=R@+1,0),

come asserito.

Useremo in seguito il seguente risultato (cfr. [2], p. 229):

LEMMA 2.2. Posto

For )= 2 0[] gevms,

G (n, p) = g "@=ntD2 (gt — 1) ... (gp=m+l 1)

sussiste la formula

@ F@,p)=G@,p),
la quale, pero<p<n—r1, diventa

(79 F@,p)=o

e per p < o diventa

@) F@,p) =1 (" —1 " =)

o=p=<n—1)

@ =1, (#<0).
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Dimostrazione. Per la dimostrazione di (7) rinviamo a [2], p. 229. Se
0< p<n—1, uno dei fattori di G (7, p) si annulla talché la (7) da luogo
alla (7"). Se p <o, scriviamo G(n‘,p) nella forma

(n—1)—p
g 9 4 —
G(%,]ﬁ) G(” p) _p 1—p. (n—1)—p
q g
— g2 (=112 (I—g ) (@—g" ) (1—g" V2
P e

=(—1)' (g’ =D —1). gV,
donde la (7).

LEMMA 2.3. Qualunque siano gli interi a,n, si ha

® Z — |7

a (a—])n-[—j(j ne __ ( — I) A(a ) 7’1) .

uesta, per n = a, fornisce
i .

(8) Z. (— 1y

7=0

; \ g(ﬂ—/)ﬂ-H(J v _ ( - I)A (LZ)
Dimostrazione. Usando la (7) otteniamo
> — |
7=0

— qan G (d , %> — qan q—-a(2n~—a+1)/2 <qn — I) (qn—-l — I) e (qﬂ—a-l—l . I) pa—
= g — 1) (gl 1) (e — 1) = |

= gDy — I>a£! [n—a—dl=(—1)A(a,n).

} @GR g B (g ) =

TEOREMA 2.4. Qualungue siano gli interi n,c ¢ g ==1, si ha

N iln+c|[a a—jn+7(G—1)2 n(n+c) :
©) DD K M P e (1.
a=0 7= L R
Dimostrazione. Risulta
Z Z N =1+
a=0 ;=0 a=1 ;=0
S + ¢ S 7| a| (a—imt+i(G-1)[2
—+ [” ( I . )
a=1 a jg) < ) J

(per la (8), la (3))

G—DAG =1+ X[ T|[2]a@=
(per 1a (6))

_1+§{n:£_

=1+@—0DrE+o]=1+g0+)—1 =g+,
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LEMMA 2.5. Powniamo @

”

C@)@zg)(__l)j[k;[-cpﬂf—mz , D@’C):(__I>n[n+c~1}g,,(n+1),2

Per ogni scelta degli interi n>0 e ¢ >0 (con n -+ ¢ > 0), risulta
(10) Cn,c)=Dm,c).

Dimostrazione. Per ¢ = 0 ed n > o arbitrario, la (10) & vera perché si
riduce alla

”n

3 (— 1y [ ﬂgﬂj—l)/z —0

/=0
che & ben nota (cfr. [1], p. 155). Procediamo allora per induzione, supponendo
vera la
Crn,o)=D(n,c (¢ =0; 7= o0 arbitrario)
e dimostrando la
Crn,e+1)=D@,c+1) (¢ =0; %> o0 arbitrario).
Risulta

Cn,c+1)=C@m+1,c)—(—1)" [”j;:_ﬂ; 1‘7} gV

=D+ 1,¢)—idem = (— 1)”“ [Z 1‘ i } g<n+1)(n+2)/2 +

il [ntc+ 1] amrne ) [t
— =D !,n+1 }9 = ( I>: Lz+1,

q"+1+

ntc+ 11| agtiyz
741 7 -

=(—1) [” Tl g =D, o 4 1) (per la (20) di [1]).
TEOREMA 2.6. Qualunque siano gli interi n>0,c>0 e g=F 1, risulta

@) }::6 (— 1y {n + 5} |

S

n—s+c—1]
n—-3s

qs(:—l)/Z — qnt+n(11—1)/2 (q =‘= I).

(Si noti che per s =% e ¢ = o il primo membro di (9) non sarebbe definito).

Dimostrazione. Per la (18) e la (25) di [1] si ha

isaiiH

a
operando il cambiamento di variabile @ —j = s, il primo membro della (9)
si scrive pertanto

PN

)

=BT

[71 —s + L‘} gm+(a—:)(a—-:——1)/2

a=0 s=0 a—s

(1) Si noti che D (0,0) non & definito.
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n-+s-+c
. a—3S
si puo riscrivere estendendo la seconda somma per s da 0 ad #, e cambiando
poi l'ordine delle sommatorie:

Questa — poiché risulta s < a < %, mentre poi per s > a si ha { } =0 -

”M‘

z‘ I)d s { n + «f} {7’1—‘3 -+ 5] gm'—l—(a——s)(a—s—l)/Q —

a=0 a—3S

. < n+c o Ne=s [ =S F ] (@9 (a—s— 1)/22
o s=0 ; %‘ ( ) | a—S Jg ‘
(J=a—y)
nﬁ \ + ”‘c n—s S n—s+ .
— ' n+c] 2 < I)j ]3 f} q](J 1)/29 —
s=0 ] )
(per la (10), applicabile in quanto ¢ > 0)
o < )[ 7+ c] ns o \n—s [7z~—x Fe—1] —9@e—s—12) __
=20|" "= o e | =

n(n+1)/2 n: n—+c n—s—+c—1 s(s—1)/2
— (+)/2‘< { H b( "2,

n—=:

Uguagliando I'espressione del primo membro della (9) testé ottenuta col
secondo membro della (9) stessa, si ottiene subito la (9').

I1 Teorema successivo riguarda la (43) di [1], data ivi senza dimo-
strazione.

TEOREMA 2.7. Poniamo (com’¢ lecito se ¢ > 0):

T,e p)=2 0 [" 7

Q(n,c,p) = (— 1) gt 2Dl
] ) .

s(s—2p—-1)/2
’

f'n—s+c—1|
P

Qualungue siano gli interi ¢ >0 ed n=> p > o, risulta per g =1
(1) T@,c,p)=Q(n,c,p) (¢=1).

Dimostrazione. Per ogni scelta degli interi >0 e ¢ > o risulta
T(,c,00=Q(n,c,0), che ¢ la (9'). Procediamo allora per induzione
rispetto a p supponendo vera la (11) e dimostrando la

(12) TO,c,p+1)=Q,c,p+1).
Poiché per la (20) di [1] si ha

{m—i—c] ‘m+c+1}__:+1[m+c’|
= s+ 1 s+ 1 )’

risulta

(I3> T(%,(:,ﬁ)=T1<%,£,p>4——-Tz<%,C,ﬁ),
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dove

Tl(”"’@:ga(‘“ 0’

n+c+,1] n~—s—{—c—1} S(s—25—1)2
s 41 c—1 7 !

TZ(”’C’?) :qsg ('— I>s

n+c [n—s—l—f—l] (s—2p+1)/2
s+1 c—1 7 ’

Calcoliamo Ti:
"1“1 K + +
A el
(ponendo m = # —}/—’I yt=5 4 1)
—gp-Hg;l (_ I)t [m;}—c} [m—t—c—~1th(z—2p—3)/2=

n—S+c—1
c— 1

| G+Dst1-25-3)
4 ~

c—1

—g™ | idem —[ " 7|
— " T m e, p 1) — m+_£1_1”'
Riassumendo:
(14) Tl(n,c,p)=‘~g”+1;T1<”+I:C»?+I)—[fif“'

Calcoliamo ora Tz, avendo riguardo a cid che per le (18), (23) di [1] risulta:

7+ c |
s+

74 1]

n——v”

n—as-{—c—ll_{ n 4+ c

c—1

'l’n—x—kﬁ*—I’_[n—i—c

n+c—s—1I| c—1 lc—1

si ottiene cosi:

Te(n,c P)’"?HIV_FC}Q(—#I):‘

c—1

n+1 (s+1)(s+1-2p-2)/2
n—3- -

(ponendo m =n + 1,¢t=13s + 1)

_ sl (2 +c| v 7] e e [n e

- [c_l hzl(-l)[,l? L_I Zldcm-—xE
== IR, p— iy =g 75,

per la (7). Riassumendo:

(1) To(n,e,p) =g [ 7]

Tenuto conto delle (13), (14), (15), I'ipotesi induttiva (11) si scrive:

AN N ORIV I [ et L o TCRPIO)

I c—1

- cosicché

(16) Tr+r,c,p+0)=—Q(n,c,p): g+
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D’altra parte, essendo

nn—2p—D2—@F+D=E+00E+1—20+1)—1)2,

risulta

__Q(% , c,p) . qﬁ-t-l — (_ I)n-l-l q(n—ﬁ)H—(n+1)(n+1—2(p+1)_1)/2 _ Q(ﬂ 10,9+ I),

sicché dalla (16) si ha
(17) TG4 1,c,p+0=QG+1,6,p+1).

La (17), data larbitrarietd di # > o, coincide con la (12), onde la 2.7
resta cosl acquisita per # > 1. D’altra parte, per z = o, I'asserto ¢ del pari
vero perché in tale ipotesi p =0 e T(0,¢,0)=1Q(0,c,0) = 1.

BIBLIOGRAFIA

[1] P. V. CECCHERINI e A. DRAGOMIR, Combinazioni generalizzate, g—coefficienti binomiali
e spazi grafici, Atti del Convegno Internazionale di’Geometria Combinatoria e sue
Applicazioni (Perugia, 11-17 settembre 1970), 137-I58.

[2] A. DRAGOMIR ¢ P. DRAGOMIR, Conseguenze algebriche delle formula che dix il numero dei
sottospazi di ur Su,q Pproiettivo, Atti del Convegno Internazionale di Geometria Combi-
natoria e sue Applicazioni (Perugia, 11-17 settembre 1970), 225-23I.



