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Analisi matematica. — Calcolo con calcolatrici elettroniche delle 
soluzioni delle equazioni polivibranti e polivibranti generalizzate ed 
applicazioni (*\ Nota I di Mehmet Namik O gu ztöre li, D em etrio  
M angeronm  e K in -V inh Leung, presentata<***) dal Socio M. Picone.

A Mauro Picone

SUMMARY. — In this Note polynomial solutions of a class of self-adjoint poly vibrating 
equations are established and their connections with certain ordinary differential equations 
are considered.

I. Gli Autori, soli, oppure in collaborazione soprattutto con L. E. Krivo- 
shein, hanno studiato, per i primi, una vasta mole di problemi concernenti 
sistemi polivibranti, il cui prototipo è dato dal problema al contorno [i]-[s]

(x.i)
Dm [A (x)D mu(x) + \ B ( x )  u(x)] +  X [B (x )D mu(x)  + C  (*)«(*)] = o ,

u(x)
FrR x  (x± , X2 , • • •, x w) ,

oppure dal suo equivalente variazionale

(1.2)

M [ /(*)] =  mj n j  ■■■ j  A (x )  [D„, / ( x ) f  dx , f  (x) |^ r  =  c
al am

h *m

P [/(* )] =  ( • • •  f  [2 B (x) f  (x) Dm/ ( x )  +  C (x) f 2 (x)] àx =  i ,
al am

dx =  dx± dx2 • • • dxm

e di cui la novità consiste nel fatto che il dominio di esistenza e di unicità 
delle soluzioni corrispondenti ai vari problemi considerati è ad m  dimen­
sioni, ridueendosi, in particolare, agli iperrettangoli delle caratteristiche reali 
multiple R {a - <  x- <  b -, i =  1 , 2 , • • - , m } ,  ed ove il simbolo Dm denota la
derivata totale di Picone [6]-[9], D m ~  ---------------- -

oX± 9 ^ 2  * * ' ^Xffi

Nelle loro Note [ i o ] - [ i i ]  gli Autori hanno presentato, avendo in vista 
le necessita odierne di determinazione delle soluzioni di vari sistemi poli-

(*) The research reported in this paper was supported in part by the National Research 
Council of Canada under the Grant NRC —A—4345 through the University of Alberta.

(**)' The Author wishes to express his sincere thanks to the University of Alberta for 
the invaluable conditions offered to him to develop his work in the Department of Mathe­
matics of this University.

(***) Nella seduta dell’8 aprile 1972.



v ib ran ti(1), che hanno trovato, tra  l’altro, applicazioni nel dominio della 
costruzione automatica di superfici di forma qualunque [i2]-[i5], con approssi­
mazioni di un ordine prefissato, vaste serie di funzioni speciali, che includono 
quelle classiche di una sola variabile e derivano dalle considerazioni spet­
tanti a varie equazioni polivibranti o polivibranti generalizzate, oppure risul­
tano soluzioni di certi sistemi matematici con strutture composite [16]-[17].

In questa prima Nota, concernente il calcolo con calcolatrici elettroniche 
delle soluzioni delle equazioni polivibranti e polivibranti generalizzate ed 
applicazioni si presentano una serie di soluzioni polinomiali di una classe di 
equazioni polivibranti lineari, omogenee ed autoaggiunte e si danno le equa­
zioni ordinarie che ammettono tra l’altro le medesime soluzioni polinomiali

1 , m

ove si è posto n x i —  t-
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2. Sia data l’equazione poli vibrante lineare, omogenea ed autoaggiunta

I»*

(2.1)
[ P 2 '^k.m ^(x)] f~ "̂ n,m;2k1,2k2, • ■ • ,2k — O,

l,m
^kjtn , dm Ì  J[ , ki d> • • * >  kq ,

i

(k. ì i =  i , 2 ,• • - , q sono numeri interi positivi), oppure la sua equivalente

(2.2) U(X) +  Dk.m P2 ^k.muQv) +

0,k. l,m
+  2  2 • • • 2  n ® ;  , , , .........

h , k . h , k .  l m, k \  ’  * ' )  d x 1’ki d x i ’i i - - - d x m’ki.

1 , m
S ls>k.

d s \ f P2^(e^)
X

x

1 , m

2iki m ~  S  lSìk-
d S U (.X)

dx

l,m

i • • • dx

ove si è posto 2  ŝ,k- =  1 , 2 , • • •, 2 — 1
s

0,2̂ -
(^*3) ^2 -̂ (ßm) Q'2ki—j,m>2k-$m

e, come al solito, — [ f*
ki  \ l s , k .

2 k . - j

(1) Le equazioni polivibranti sono state chiamate da vari Autori « equazioni di Man- 
geron » [i8]-[2i].
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Ha luogo il seguente risultato:
L ’equazione polivibrante (2.1) oppure (2.2) possiede, essendovi coeffi­

cienti a2k ; - j , m , U  =  O , i , • • •, 2 k { ; i  =  I , 2 , • • •, q) costanti dati, indipen­
denti dall’indice n t ed m  un intiero positivo, per i valori del parametro

l,ff 0 ,2k^—l

(24 ) K,m;2kv 2k2,---,2^(n) =    2  ^.,«,2^. Y 1  (n +  ---rY >

soluzioni polinomiali di grado n, di forma

( 2 ‘5) ^ n ( ß m )  ^ n ,n  ~ì~ CCn>n —l  Qm * * * " f ^ n ,n —l  4 “ * * * "4“ a «,0 j &tt,n =j= ° ,

ove i coefficienti anti sono dati dalle formule

i,* 1^- 1, n-

( 2 .6 )  OCn ìn _ i --- •

s n ( ^ H / r v %  n  ( * _ / .
____________ r *_______* %,n______ £__________

2&1} 2k2, • • •, 2k̂  {fi) —- \n , m ; 2^ , 2 ^ , . . . , 2  kg (n — l)

( / =  i , 2 ,• • -, n).

&n,n ì

3-

(3-i)

L ’equazione differenziale ordinaria d ’ordine 2 k x m

2  ®tn [P2k{(t) ®tn U(f)\ +  ^,m]2kv 2k2,---,2kç M(f) =  O,

( Â )

ove gli operatori differenziali lineari OJ  sono definiti come segue

(3*2) OJ  , (i — i , 2 , • • •, q ; k x > k 2 >  • • • >  kç) ,

1 d  ri2
(3*3) 2̂ b 2 f 2̂ * ' ’  ̂ , ,2' -f- • • • -f-

fi’
1, m —/

+  2  . 1̂ Z2 ’
*1»■••»*/
!,»* — 1 

+  Z  *i
!'i

l.«-2• .m—l—1 a I 1 V1 • •
' ’ H I" Z i 2i M

ar *l.»2

d” - 1 r i _d^ 
d im~ 1 ' di'”’ ’

3 d ”*

d t m~ 2 +

ammette, t r a ,l’altro, soluzioni polinomiali (2.5), (2.6) in cui si deve sostituire, 
come già si è accennato nel p. 1, 0m =  x x x 2 ■ ■ ■ x m col t.

4. Sia ora, tanto per fissare le idee, abbreviare la scrittura e vedere 
più da vicino tali soluzioni, k x =  2 , k2 =  1 , k% =  kA — • ■ • — kq =  o. L ’equa­
zione polivibrante

(4-0

+

9x1 9x\- ■ ■ dx n 

dm
dx1 dz2 • • • dxn

P4 (xx * 2 • • • x m)

P2(xx x 2

3 U {^X\ f X 2 j * ’ ■ j Xytì) 

dx± dx2 • • • dxm

\ O U (X]_ , X<2, , * * * , Xyyì)

' dx\ 3̂ 2 • • • dxm

+

) +
+  Xt,m-,l , ìU{Xx , X2 • ■ , x ^ )  =  O,
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oppure la sua analoga in una sola variabile indipendente t,

(4.2) 4^4 +  • • • +  M 00) fi-

fi- fi- * ‘ ‘ 4~ M (fj) +  ^n,m; 4,2 u(f) =  O,

ove l’operatore differenziale lineare è definito tramite
1, m 1,j m — l—\ ì—s

(4 * S) 1̂ 2̂ l'm—s
s ' • • >lm—s l

1 •? 1 —

' >=° »V-V+j-v

ed 0 ^  =  0 OT di cui sopra (3.3), ammette, tra l’altro, per ogni

(44) ==‘ "̂ n,m ; 4,2 (^)
/  I ~\m /  I w / \ »2 / I \tn m---«4 ,«, 4(^ +  2) (» +  i) » ( » ---- i) — ^ , » , 2 ( ^ + 1 )  n  ,

le soluzioni polinomiali (2.5) aventi come variabile oppure, rispettiva­
mente, t, i cui coefficienti sono dati dalla formula

(4* S) ; 4,2 (p) ^n,m ; 4,2 " 0] ^n,n — l

4“ ^3,2,4 &n,n~-l+1 (fi----/  4“ 2)  /  -b i)"* (Vz ---- /)*” fi-

fi- ^2,2,4 a«,«-/+2 ^ ~b 2)2  /  fi-  l )2 4~

4" ^1,2,4 &n,n—l +  3 ^ 4 “ 3 )  ( n ------^ 4“ 2 ) 2 ( n ----- l  4“ i)"* 4~

4~ ^0,2,4 <%n,n-l+ 4  l  4“ 4) Cn ----  ̂fi- 3)^ ---  ̂4“ 2)^ (n ---- /  4” l)** 4“

4 “ ^1,2,2 & n , n - l+ 1  /  4 -  ï ) 2m +  ^0,2,2 &n,n- l +  2  /  4 ” 2 ) W ( f i ----- /  4“ i)** ,

( /  =  I , 2  , • • • , f ì )  .

tm-l- 2 d " -7 I

5. Gli Autori, pur rinunciando a dare qui dettagli concernenti la ripar­
ia  
2  2̂ - —1

tiziorìe degli zeri di questi od * polinomi, i domimi di ortogonalità e le 
corrispondenti funzioni peso ed altri ancora, sottolineano l’interesse di uno 
sjtudiò accurato concernente queste soluzioni particolari spettanti alla classe 
or ora indicata delle equazioni polivibranti, utile, tra  l’altro, nell’ambito 
delle approssimazioni, e si ripromettono di ritornare con una serie di dati 
relativi a questo ordine di idee, ricavati dall’impiego delle calcolatrici elettro­
niche dell’Università di Alberta. Vari dettagli algoritmici connessi alle que­
stioni sopra esposte come pure le indicazioni espresse riferentesi ai legami 
tra  le serie di polinomi determinati e varie classi di classici polinomi, che 
figurano tra  le funzioni speciali sin’ora note, saranno inseriti nel Bollettino 
deir Istituto Politecnico d i Iasi.
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