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Analisi numerica. — Su/ calcolo degli autovalori di un pro-
blema ai limiti. Nota III di Maria Pra Coraurti @, presentata ¢
dal Socio M. Picone.

SUMMARY. — The Green operator I'™ of the differential problem (having as eigenvalues
the 7\(”) ’s) introduced in Nota I, is constructed. It is shown that the orthogonal invariant
I3 (I(")) converges by decreasing to the corresponding orthogonal invariant of the eigen-
value problem considered in Nota I and the approximation error is estimated.

In questa Nota III vogliamo costruire la funzione di Green relativa al
problema (15), (16) considerato nella Nota I e calcolare i corrispondenti inva-
rianti ortogonali M,

6. — FUNZIONE DI GREEN ASSOCIATA ALL’ OPERATORE E®” E ALLE CONDI-
ZIONI (16).

Relativamente alla fissata decomposizione 9, dell'intervallo [o, 1],
consideriamo P'operatore differenziale E" (x) che, nel A-esimo intervallo
(%4, x241) coincide con loperatore a coefficienti costanti 0”2’ — ¢4 . Nel
corso di questo paragrafo, scriveremo brevemente 6, invece di 0 e ¢,
invece di ¢”. I numeri ¢;, minimi di ¢ (x) in [z, 2z41] sono non negativi.
Non sara restrittivo supporre che essi siano positivi. A questo caso, infatti,
ci si pud sempre ricondurre sostituendo nell’equazione E (x) 4 dz =0 a
c(@),c(x)+1 ea A, A+ 1.

Fissata una funzione f(x) in ¢® (0, 1) vogliamo esplicitamente rappre-
sentare la funzione #, soluzione di E(") (u) +f = o e verificante le (16),

sotto la forma:
1

46) w () = — f G, (x, ) f () d.

0

A tale scopo indichiamo con f,(x) e con #,(x) le restrizioni di f(x) e
di % (x) al /-esimo intervallo (x,, x4.1).
Posto:

(*¥) Facolta di Ingegneria dell’Universita di Palermo.

(**) Nella seduta dell’r1 dicembre 1971.

(1) La numerazione dei paragrafi, delle formule ¢ dei teoremi della presente Nota 111
prosegue quella delle Note I e IT [questi « Rendiconti», 51 (6), 477-485 (1971) e 52 (1),
24-35 (1972)].
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Iintegrale generale dell’equazione 6, %" — ¢, u +f, (x) = o & dato da:

I

(47) () = Bouy " By e — L f (#0790 — w0 £,®) b2
]

dove nella (47) Baz_1 e Por denotano 2 7 costanti arbitrarie e x varia nel-
lintervallo [x,, x241].

Imponendo le condizioni (16) si ottiene per By ,- - -, By, il seguente sistema
lineare algebrico:

Bre™™ 4 Bye M =0

‘32)&_3 eak—lxk _|__ B2k—2 e-—tzb—l"‘k - sz_l eakxk o ng e_a'éxk —
“&
=a—le__/senh[ak_l(xk—i)]fk_l(i)da (k=12,3,--,n)
-1 Y1
Tk—1
a X, -—a X, e apx 6 —ag X,
(48) ( Bar—s e —Bgp_g e H1E By 4 ;k—f%i—: A Bﬂa:’:_e;l o % —
“k
= ’;—IQ—'/ cosh [@—1 (0, —8)] fe-1 B) & (h=12,3, -, %)
2-1 Y21
Tp—1
xn+1
Bou_q €+ | By, g = anle” fsenh [@, (Xni1 —E)] £ (B) dE.
Fatte le posizioni:
@b b 5
“9) o= @p_1 951 l/ 1051 k=2,3,m
(50) Em=a@mx, 5 Erar = @ xap (f=1,2,--,%)
N
(51) 2= W_/ senh [a;1 (0, —&)] fr-1 €)dE  (k=2,3, -, n+1)
Xp—1
“k
(52) 9k=Z’ll_ek—_—l/COSh[ab—l(xk_a)]fk—l(g)dg <k=2,31"';”)9
Xp_1

il sistema (48) si scrive:
B B =0
CEVEBy y b LRy, o SRR, TR, =p, (A=2,3,-,n)

4 —
(53) eile—l,k 52é~3 - e—Eb_l,k BZk—Z —a eibk B?k—l +o,e 433 B% =g,
(b=2,3,---,n)
\ e&n,n+1 B2n—1 __I_ e"gn,n-ﬁ—l ﬁzn — pﬂ+1 .
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Introduciamo le incognite ; , 75 ,- - -, T3, legate alle B;, By, - -, By, dalle
sostituzioni:

Topog = eF LA By g b o LAy, o .
(54) . e (f=2,3,-,n+1).
Top—g = € 1A Byp g — e A LA By, o

Riesce:
Bop_g = & -1 &Qi
(58) . ) T Taee (b=12,3, -, n+1).
k-2 — €777 —
Posto:
(56) o = Epp—Epap1 = — a (Xpy1 — 1) (k=1,2,--,7)
(57) Co=6"% 4™ ; S,=¢%— % (k=1,2,--,7)

le equazioni del sistema (53) si scrivono:
Cl Ty —I" Sl Tg = O

Tor-3 =pp + % (Cy 22—1 + S 7or)
(58) i (k=2,3,",m).
 Ter-2 = ¢, + Tk Sz T2e—1 4 C; To2)

\ Tone1 = Pni1

Poniamo:
(59) P=Cc ; ®=s ; dV=o0
(60) d® =ad*VC, + 6,640, (k=2,3, %)
(61) 89 =a* s, +5,640C, (k=2,3, %)
(62) d¥ =2[d* " 4%V p, + 64V g (k=2,3, -, n).

Dalle (56) e (57) segue che C; >0 e S, <o (f=1,2, -, 7); pertanto,
i numeri calcolati con le (60) e (61) sono, rispettivamente, tutti positivi e tutti
negativi.

Con le posizioni (59) la prima equazione delle (58) si scrive:

(63) v + 6% 5 +d® =o;

sostituendo nella (63) le espressioni di 7; e 7, date dalle (58) per 2= 2, e
tenendo presenti le (60), (61) e (62) per %2 = 2 si trova:

(64) d® a3 + 8P xy +dP =o0.
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Cosi procedendo si trova:
(63) a7y + 8Py +d® =0 (=12,3, -, 7).

Essendo 73,1 = pu41, dall’ultima delle (65) — ottenuta per £=mn ~ si
trae, essendo 4" ==o:
d(”) a(”)
(66) Ton = — 5(”) - b(n) Pﬂ-‘l-l .

Dalla (62) si ottiene:
n—1
ll’(ﬂ) — 1; 2n«z <a(l) pi-l—l _I_ b(r) 9“4)

e quindi, sostituendo nella (66) si trova:

67) Tone1 = Pui1
63 N d(") . 1§ —i ) b(i)
( ) Ton = T 5(M le—l _— 5 “~ 2 <d pH—l -+ qz'+1) .
Le (50) e (60), con le posizioni:
) eh=o  Gmam g
v 2n—z‘ a(z’—l) . a(n)
(70) o) = FOm (=2, -, %) o2 = — )
(71) p@h = o (=2, n)
(72) P}?n) = &(nj_a (] =2, %)
si possono scrivere:
5 @n—1) S = @n—1)
<73> T‘Zn—l = 22 pi— Pi —I_ 25 PJA qf
7= J=
n+1 n
N~
(74) w = 20 4+ R e g,
i= 7=2

Sostituendo le espressioni di 75,1 e Ty, date dalle (73) e (74) nelle (58)
per 2= si determinano Ty, 3 e Ty,_y €, successivamente, sostituendo i valori
cosi trovati nelle medesime relazioni, per A=n—1, £k =n — 2, etc. sitrovano

tutte le espressioni di 7, , 7y -+ -, 7y, in funzione di p, ,- - -, i1 92 7, E
facile verificare che le formule atte a determinare le incognite T, , Ty ,- -, Tan
sono le seguenti:

n41 n

— 243 S@e-3

(75) Top_g = Ez pE=D p. + 22 g g

7= J=

(/é=2,3,"',%—|— I>
n41 n

(76) Tor—g = 2 p# Dy, + z; PR g
s

1=2
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ove i coefficienti si calcolano con le posizioni (69), (70), (71) e (72) e con le
formule ricorrenti:

(77)  PH = L [Cuo® DS, 008 (=2, b1, A1, )
(78) pRE=Y) = ;_ [Cy o@D + S, p@H] 4 1

(79) pRE=2) = fzé_ [S; oD +C, p22] (G=2,3,n-+1)
(80) R = % [C, 32D+, 524] (G=2,3,
(81) E;j(?/é*?):%[S,é PHD L Cp P (j=2,3, -, A—1,k+1, -, n+1)

(82) 522b—2) — };L- [S, 522/%4) +C, (3/((2/5)] 41

per £=12,3,---,»m
Poniamo ancora:

. (24—3) (2h—2) (2-3) (24—2)
_ [ + o 3 P; P:
(83) Ay = ¢ -1t 1———2 Afy =M1t TP 5 :
=(2k—3) ~(°,6 -2) (2% ~3) e(Zk 2)
—E, 8 +9 * 3 °; +@
B4 Byme e T8 Bj= o TR

le (55), ove si sostituisca £ con %£-— 1, divengono:

n+1
(85) Bosr = LAZ tv1 pi + ZB/ k19
b=1,2,--,n).
O atl
(86) By Z 41 Pi + }_4 B}, k19,

Sostituendo le espressioni (85) e (86) nella (47) si ha:

x4

n

wy (x) = L-“—{Azﬂ k1€ “* A,+1 k1€ K }/senh [a;(xis1—E)] f; (8 dé+

7=1

xi-]—]

T g (Bisnin 5+ Bliyan 7% }/coshra (31— D1 fi(®) dE—

x‘
7

X

a%fmh%@—Wﬁ@&

2V
“r




146 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LII - febbraio 1972 [104]

e quindi:
i1 Trt1

(87) %k(x)=§1 81 (%, 8) f: Q) e+ [ £, (x,8) £,() dE+ [ £, (x,E) £, (&) dE +

i+

+f=§1/gu<x»€>ﬁ<€> dg,

avendo posto:

*

(88)  £,(x.5)=— Tlef <Ai+1,k+l € 4 At e~ *%) senh [“,-(xi“** O1—

1 a, x * —ax
T a 6, (Bi+1,k+1 et + Bi+l,k+1 e~ "*") cosh [ai<xi+1——g)]
7

@G <x<Xp1; % <E<xiy1; k=1,2, " ,n; 1=1,2, -, n—1)

(89)  g,=,8)=— ﬁ A, a0 € +A:+1,k+1 ") senh [a, (2,11 —E)]

e <x <py1 5 %, <E <y ; k=1,2,--,n)

90)  £,(,8) = - senh [g, (x — )]

G<r<my ; m<i<x ;o hk=1,2,---,7).

Introdotta la funzione G, (x, ), cosi definita al variare di x in (% » Xpg1)

<k=l,2,"',%>:

=&, %) (11 <& <)

=&, 8) (o1 <& <)

=gk,e(x,i> +gk<x’a> (xkgggx)
G,(x,8

=géle(x’a> (xSE Sx,}+1)

=& 011 x,8) Far1 < E < 2449)

=gb,n(x ’ i) (xn <E< xn+1)

si ottiene per la % (x) la richiesta rappresentazione:

”(x)=—fGn(x»€)f(i)dE.
0
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Posto:
1

o1) LO(f) = f G, (x, &) £ (&) &,

0

I'z—esimo problema di autovalori, approssimante il problema (2), cioe il
problema:

E®(%) + A" = o

u, verificante le (16), & pertanto equivalente, tenendo presente la (o1), al se-
guente problema:

(02) POf—pff=0  uO=pOTY fee(o,r).

7. — VALUTAZIONE PER ECCESSO DI TALUNI INVARIANTI ORTOGONALI CON-
NESSI CON IL PROBLEMA (2) E LORO CALCOLO.

Si consideri il problema di autovalori (2):
E@) +2xm=o0, AL
Esso & equivalente ]al problema: I'f — uf = o, f€2®(0, 1), con u =21
e I' dato da: Ff=JG(x,E)f(E) d&. G(x,&) ¢ la funzione di Green del
problema E (%) + f 2 0,u%(0) = u (1) = o (cfr. loc. cit. W; Nota I). L’ope-

ratore I'™, definito con le (91), & maggiorante I'operatore I', ed & simmetrico
e compatto. Fissato lintero positivo s, risulta (cfr. Joc. cit. ®, Nota I):

Bry=3 1,
(93) 1( ) I;l [)\gn)]s

JqM = OOE; =,
(94) 1 () “= T

dove con 3] (I'™) e 37 (T') si sono indicati gli invarianti ortogonali di primo
grado e di ordine s, relativi a '™ e a T.

Per il principio di massimo-minimo, riesce: AP <AP <. <\'<... <,

Pertanto, dalle (93) e (94) si trae che J; (I'™) &, per ogni 7, una valutazione
per eccesso di J1 ().

Vogliamo ora provare che:

V. S7 ka:

lim 35 (T™) = 9{(I") .

11. — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fasc. 2.
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Dato € > o, sia v, tale che:

o™ I
e < .
(95) h=vs+1 [7\;’1)]; €
Sia p. tale che:
sl:)\(l)]s-)—l
(96) pelh, + 6] = 11— 6.

Diciamo 7. un intero tale che, per # > #,, si abbia:
97) 0()—07(x) <. 5 cl@—c"@) <o,

dove 0”(x) e ¢"(x) sono le funzioni definite dalle (7).

Per il Teorema I, assunto ¢ = 7 = p., poiché la (96) ci assicura che &
soddisfatta la (4) e le (97) ci assicurano che sono verificate le (3), si ha, per
n>n:

eV

A )\(”) _’—T </¢:1,2,...,vs>_
Pertanto:
08 I L DY o) s
KV N O DT T T DO Dy
__ oy s Q) Ky =
o O\h A ) by [7\\”)]5 ‘*O\;‘ M [)\gl)]:+1 < v

Se 7 > n., si ha allora, per le (95) e '(98):

I —a (D) = i ( — "_IT> =

(MY [,

Va 00 o] o0
\ 1 Y I Al I Q 1
— — )+ — —<et2 = 3¢
= n( P [»»;,]’) lz:%n Y h=%+1 1 ?‘ oY

Cio prova il Teorema.
Ripetendo considerazioni analogh: a quelle teste fatte, si vede che:

V1. Nelle ipotesi del Teorema 11, fissato arbitrariamente l'intero positivo v,
st ha, per ogni n:

[ — M <

M (¢ 4 6v2n2) + Lo %

v
B I
< o3, o %‘ <1>+o<%2 m?]e + 2;,;'“1 [0 460 22 n2)
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Il nucleo
!
G (x,0) = / Gy Vx5 G E, HdE (s>2); GO, =G, (x,0),

B

0

iterato di G, (x, &) si pud esplicitamente calcolare con le formule (88), (89)
e (90). Essendo (cfr. Joc. cit. W, Nota I):

1

(99) HH (F(")) = / GY (x,x)dx,

0

la (99) fornisce una formula, numericamente calcolabile, per la valutazione
per eccesso di ¥1(I'). Cio permette di affrontare il problema del calcolo per
difetto degli autovalori del problema (2) (cfr. Joc. cit. ®, Nota I).



