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A nalisi n u m erica . —  S u l calcolo degli autovalori di un pro­
blema ai limiti. Nota III di M a r i a  P i a  C o l a u t t i  (* (**)\  presentata (*#) 
dal S ocio  M . P  i c o n  e .

SUMMARY. — The Green operator T ^  of the differential problem (having as eigenvalues 
the X^) js) introduced in N ota I, is constructed. It is shown that the orthogonal invariant 

converges by  decreasing to th e  corresponding orthogonal invariant of the eigen­
value problem considered in N ota I and the approxim ation error is estimated.

In questa N ota II I  vogliamo costruire la funzione di Green relativa al 
problem a (15), (16) considerato nella N ota I e calcolare i corrispondenti inva­
rianti ortogonali <l>.

6. -  F u nzione  d i G reen  associata a ll’operatore E{n) e alle c o n d i­
z io n i (16).

Relativam ente alla fissata decomposizione dell’intervallo [o , 1], 
consideriamo l’operatore differenziale E (w) (u) che, nel /è-esimo intervallo 
(Xk>x k+\) coincide con l’operatore a coefficienti costanti 0^} u n —  u. Nel 
corso di questo paragrafo, scriveremo brevem ente 0̂  invece di e ck 
invece di ct‘\  I num eri ck , m inimi di c (x) in [xk , x k+1\ sono non negativi. 
Non sarà restrittivo supporre che essi siano positivi. A questo caso, infatti, 
ci si può sempre ricondurre sostituendo nell’equazione E (u) +  \ u  =  o a 
c (a) , c (a) - f i  e a À , À -f  i.

F issata una funzione f  (x) in £(2) ( 0 , 1 )  vogliamo esplicitamente rappre­
sentare la funzione u, soluzione di E {n) (u) + /  =  o e verificante le (16), 
sotto la forma:

1

(46) U (x) =  — j  g  „ ( * > £ ) /  ©  •
0

A tale scopo indichiam o con f k (x) e con uk (x) le restrizioni di /(V ) e 
di u ( x )  al /é-esimo intervallo (xk ì Xk+{).

Posto:
9 c k

ak ~  ( k =  l , 2  , • • • , » ) ,

(*) Facoltà di Ingegneria dell’Università di Palermo.
(**) Nella' seduta dell’n  dicembre 1971.
(1) La numerazione dei paragrafi, delle formule e dei teoremi della presente N ota III  

prosegue quella delle Note I e II [questi «R endiconti», 5J (6), 477-485 (1971) e 52 (1), 
24-35 (1972)].
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l’integrale generale dell’equazione %k u "  — ci u Jr f k (x) — o è dato da:
X

(47) uk 0 )  =  ß2,_! e‘*x +  ßM e-‘*x —  ~ ~  j  \eak ^  _  «-*<*-»] f k (£) d?

dove nella (47) ß2̂ _i e ß2£ denotano 2 ^  costanti arbitrarie e x  varia nel­
l’intervallo [ x k , X k + i \ .

Im ponendo le condizioni (16) si ottiene per ß2 , • • - , ß2w il seguente sistema 
lineare algebrico:

ßi Z1*1 +  ß2 éT"1*1 =  o

ß2.-3  e k~xXk +  ß2/$—2 —  ß2, - i  ea*x* -  ß2,  =

i
a k - i  ® k - i

* k - i

“k - i xk _ a  , Ä ^ ak - \ xk

senh [ak_! (xk —  £)] f k_x (Ç) d£ ( > 6 = 2 , 3  , • • • , » )

(48) / ß2£—3 / " - 1 " -  ß2*-2 É^*"1** -  ß2,_! ^  9*__eakxk _p ß2̂  -
a k - l  9l - i e R R —

ak~i ®k-i
cosh [ak_! (xk —  %)\ f k_x (£) d£ (>6 =  2 ,3  , • • • , * )  

*æ-i
**+1

,ß2«_i +  ß2„ Un 6« senh [>„ (*B+1 — £)] / „  (£) d? .

Fatte  le posizioni:

(49) ' ‘ =  ^ r f c r  =  f
ck

Ck - 1  ®À-1

(5°) =  ak xh ; 5>m+i — ak xk+i
xk

(5 0  A ^ -1  ® n

(^ =  2 , 3

=  i , 2 , • ••, »)

senh |A _ i (A  —  £)] / m  (5) d£ (/è =  2 ,3  +  0

xk

(52) ^  J  cosh [«*_! (** —  £)] /*_! (5) dH, (/§ =  2 , 3 , • • • , » ) ,
^ - 1

il sistema (48) si scrive:

/ * '» ßx +  ß2 =  o

I ß2^_3 +  e ^ k ~ x 'k  ß2*_2  —  ßat- 1  — e ~ l k i  ß 2 k = p k (k =  2 , 3 , • • •, n )

j e ’k - 1’k $ 2k - 3  —  e ~ l k - 1<i $ 2 k - 2  —  c i k e Kkk$<l k ^ i - \ - c s i e ~ ' i k i $ ìk  =  q k

! . . ( ^ = 2 , 3 , • • • , » )
\ ß2„_i +  g 5*’” + 1 ß2„ =  / .+ !  .
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Introduciamo le incognite t, , t2 , • • •, t2„ legate alle ßi , ß2 » • • •, ß2* dalle 
sostituzioni:

(54)
^ - 3  =  f a i - 3 +  e  f a i - 2

r2i_2 =  e**-*.* ß2/(_3 — e-**-i.* ß2i_2
( 6 = 2 , 3  . • • • , » +  1).

Riesce:

ß2k e - 1*-1’* r2i- 3 +  2̂k~2
(55)

ß2,_ 2 -
(^ =  2 , 3 , • • • , »  +  i).

Posto:

(56) >̂kk \k,k+\ x%) (/è =  I , 2 , • • •, n)

(57) CÀ =  ea* +  e - a* ; SÀ =  ea* —  e~a* (k =  I , 2 , • • •, n)

le equazioni del sistema (53) si scrivono:

/ Ci TX +  Si t2 — 0

\ t 2£-3 =  Pk +  — (ßk % -l  +  S& T2k)
(58) (J (k =  2 , 3 , • • • , * ) .

i T2k-2 =  qk + (ßk T2£-l +  Ck T2/|)
1\ T2«-l =  Pn + l

Poniamo:

(59) a(1) =  Q  ; =  Si ; d m =  o

(60) A« =  a<4- 1)CA + a , 3(*-1) S, (6 =  2 , 3  , • • •, n)

(61) #*> =  a« -*  s ,  +  <T ,^ -1)C, ( 6 = 2 , 3  . • • • , » )

(62) </<*> =  2 [rf«*"1» +  *<*-« p k + ( 6 = 2  , 3 ,■ ■ -, n).

Dalle (56) e (57) segue che Ck >  o e <  o (k == 1 , 2 , • • •, n); pertanto, 
i numeri calcolati con le (60) e (61) sono, rispettivamente, tutti positivi e tutti 
negativi.

Con le posizioni (59) la prima equazione delle (58) si scrive:

(63) + £ (1)t 2 + d w =  o-,

sostituendo nella (63) le espressioni di e t 2 date dalle (58) per k =  2, e 
tenendo presenti le (60), (61) e (62) per k =  2 si trova:

(64) am ^ + b {2) t 4 + < /(2) =  o .
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Così procedendo si trova:

(65) * t2â- i +  t 2£ -f  d ^  =  o (k — 2 , 3 , • • •, n).

Essendo *2n-i =  p n+li dall’ultim a delle (65) -  o ttenuta per k =  n  -  si 
trae, essendo =J= o:

(66)
/(«) a(n)
b(») b(n) P” + l ■

Dalla (62) si ottiene:

e quindi, sostituendo nella (66) si trova:

(6 7) V - i  =  A + i

« — 1
(68) (̂«) A + i +9“ £  2” ’ (Æ<,) A +i +  (̂0 ^-+i) •

Le (50) e (60), con le posizioni:

(69) p(2«-l) __ Q (7 = 2 , ■ - ,n ) ■o(2»‘-D0+1

(70)
nn~ip(2») ^ 2  a

O (̂*) (7 = 2 , • ••»») p(2«) =0+1

(71) p]2«-D =  0 (7 =  2 , • • •, n)

(72) p(2*) =  2 *O' b(n) (7 =  2 ,

si possono scrivere:
« + 1 «

(73) T2^-l =  2  p ^ -* =2 O  +  H p f -/=2 -X)^

« + 1 «
(74) T2« = £  p f 0 Pi +  £  P f + y

An)

b(n)

*' = 2

Sostituendo le espressioni di t 2w_! e t 2m date dalle (73) e (74) nelle (58) 
per k^= n  si determ inano T2w_3.e t 2;?_2 e, successivamente, sostituendo i valori 
CQsi trovati nelle medesime relazioni, per k — n — 1, k  =  n —  2, etc. si trovano 
tu tte  le espressioni di , t 2 ,. . ., t 2w in funzione di , • • •, p  , q2 , • • ., qn . È 
facile verificare che le formule atte a determ inare le incognite t-l , t 2 , • ••, x2n 
sono le seguenti:

n-f-1 n

(75) t 2,_ 3 =  £  P f ~ 0 - +  £  p f  “ O , -

(76)

*-2

w + 1

y-2
=  2 , 3 +  i)

T2£-2 =  £  Pf* 2> Pi +  £  Py i-2) 9ji=2 y=2 7 7
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ove i coefficienti si calcolano con le posizioni (69), (70), (71) e (72) e con le 
formule ricorrenti:

(77) P f ~ 3) -  I  [C, P f- i)  + S ,  pf>] +  i)

(78) p f-3 ) =  L  [C k  p f - i )  + S ,  pf>] +  i

(79) p(2k —2) =  [ S t  p f -1) +  Q  p f  )] (* =  2 , 3 , • • •, » +  0

(80) p f  ̂  =  — [Ck p f  ~1) +  s t P f )] (y = 2 , 3  ,•••,»)

(81) p f ~ 2> =  ~ [S4 p f - 1* + c t p f ]  ( / =  2 , 3 - . , k - i , k + i

(82) pf~2) =  ^  [ S ip f - ' ) + Q p f ) ]  +  I

per k =  2 , 3
Poniam o ancora:

(83)
p ? - » )  +  p(.w - 2) 

A  _  p ‘ +  p *
„ e .. o (2^ - 3> —  p<M - 2)

A *  —  J k - u i  ‘ » H<
1k 2 e 2

(84)
„ S ^ - 3) +  S ^ - 2> 

B . ,  —  e ~ * k - i , k  pJ +  p j ■R* —  A - i , *  ^  9J
J l  2 D jk  —  e - - ....2 ■- ,

le (55), ove si sostituisca k  con k — i, divengono:

W -f I n

(85) ß 2$_1 ---- l  p i  +  2  B f  £ +  1
i = 2 j = 2

( /è  =  i ,  2  , •  • - , n)
n + 1 n

(86) ß »  = S a * * + i a - +  2 b 7 ì + 1 ò> .
« = 2  V = 2

Sostituendo le espressioni (85) e (86) nella (47) si ha:

xi 4-1

uk (x ) =  jL  { A n  a h  e kX +  A?+1,*+1 e~“kX} f senh [a,-(x ,-+1 —  £ ) ] / ,©  d? +
*̂ 'l *• * J

»-1 •
+  7 0 - { B '+ i.ì+ i +  B?+i,^+i e~“*x } / cosh [a{(x;+1 — £)]/,•(£) d£ —

*k k j
xk
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e quindi:

k _ i  **+1
(87) =

**+1

+  . Ê*—̂+1J

avendo posto:

(88) > £) =  —  ætô :  (a «+m +i ^ * +  A*+i, i+i é r *,s* ) senh K C ^ + i— S)]—

~ X e :  ( B .-+I,i+1 e * *  +  B L i „ m  * ~ ‘0  c o sh  l a i ( x i + i  —  5 )] 

^ <  ^+1 i <  ^'+i ;  ̂=  1,2  , • • •, n ; i  =  i , 2 , • • *, — 1)

(89) S i J x X )  =  —  (AB+1>i+1 e* x + A * +1>i+1 e~a*x) senh K O „ +1 — Q]

i.xk GL x  <L Xk+\ ; xn <  E, <  ^M+j ; k =  i , 2 , • • •, n)

(90) ^  ( x , l )  =  —  senh [ak (x —  £)]
k k

(xk <  x  <  **+1 ; ** <  Ç <  *  ; ié =  i , 2 , • • •, n) .

Introdotta la funzione G„ (x  , £), così definita al variare di x  in (xk , xi+1) 
( k =  1 , 2  , • • • , ») :

: ^ 1  (* » £) (*i <  £ <  *2)

G* (* ,!•)

8 k,k-\(x  > %)

=  g kk (x  ’ %) +  £* (*> 5)

=  ^,4+1 0e- ’ £)

C ^ -i — ^ ^

(xt <  % <  x)

(x <  £ <  ^ +1)

0*^+1 <  ^ <  ^+ 2 )

(*» — ^ ™ -̂ w + l)

si ottiene per la «  (ar) la richiesta rappresentazione:

u ( X) =  ~ ^ Gn ( x , l ) f ( l ) é i .  
0
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Posto:
1

(91 )

0

r^-esim o problema di autovalori, approssimante il problema (2), cioè il 
problema:

E (n\ u )  +  \ {n)u  =  o

u , verificante le (16), è pertanto equivalente, tenendo presente la (91), al se­
guente problema:

(92) r (" > / — ^ > / = o  /€ £ « > (0 ,1 ) .

7. -  V alutazione  per  eccesso d i  t a l u n i in v a r ia n t i ortogonali con­
n e ssi CON IL PROBLEMA (2) E LORO CALCOLO.

Si consideri il problema di autovalori (2):

E (u) +  Xu — o , u e 6II.

Esso è equivalente al problema: Y f —  y f  =  o, f e  £(2)(o , 1), con p. =  X“1

e T dato da: Vf  =  j  G (x , £ ) /(£ )  dÇ. G ( x f %) è i a  funzione di Green del 
0

problema E( u)  + / =  o , u (o) =  « (1) =  o (cfr. loc. cit. <*>; Nota I). L ’ope­
ratore Y (n), definito con le (91), è maggiorante l’operatore T, ed è simmetrico 
e compatto. Fissato l’intero positivo s, risulta (cfr. loc. cit. <2), Nota I):

00

(9 3 ) 3 : <rW > = . § ^ -

(9 4 ) 3Î <T) v  1 ,

dove con ( r (w)) e cJj (r ) si sono indicati gli invarianti ortogonali di primo 
grado e di ordine s , relativi a r (̂  e a T.

Per il principio di massimo-minimo, riesce: XÌ1}<  X̂2) <  • • • <  <  • • • <  \ h.
Pertanto, dalle (93) e (94) si trae che gTJ ( I ^ )  è, per ogni n) una valutazione 

per eccesso di 3{(Y).
Vogliamo ora provare che:

V. S i  ha\

l i m ^ I * 0) =  3{(Y) .

11. — RENDICONTI 1972, Voi. LII, fase. 2.



r48 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Vol. L II -  febbraio 1972

Dato s >  o, sia v£ tale che:

(95) 2
*-■^+1 [ V ]

<  £

[106]

Sia pc tale che:

<*> +  e?>] _  e?’ .

Diciamo nz un intero tale che, per n > nz , si abbia: 

(97) 0 (x) — d(n\ x )  <  Pe ; c(x) —  cM(x) <  pz ,

dove Q^(x)  e c ^ ( x )  sono le funzioni definite dalle (7).
Per il Teorem a I, assunto cr =  t =  p£, poiché la (96) ci assicura che è 

soddisfatta la (4) e le (97) ci assicurano che sono verificate le (5), si ha, per
n >  n~:

■),(») ■ Kh { h  =  I , 2  , • • • ,  v e)  .

Pertanto:

(98) i i ^  ( v - V )  ‘ i h r - 1 
[x5r>]- [xAr

=  (X;, ■kf) <  (h ■Xf)
[Xi’)l■f +1 <

Se n > n z , si ha allora, per le (95) e (98):

sì ( r w) —  aï ( o  =  2

2  D i b - r V  + . 2" u V r  [ x , r /  A - t + u x ^ r  * - v n  m

S=i V[Xfr  [X;,]

00

2  2 ̂= vc 41 rx^r
3 e .

Ciò prova il Teorem a.
R ipetendo considerazioni analogh ' a quelle testé fatte, si vede che:

V I. Nelle ipotesi del Teorema I I ,  fissato arbitrariamente Unterò positivo v, 
si ha, per ogni n :

^ ( I * 0) — 3Î(P) <

^  ,s  M ^ + e ^  + Le« ^  j _ !
<  J ” 0^ a=i + +  2héf+x [47 + e«1̂ 2 7i2r  ’
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Il nucleo
1

Gn Gl1- 1*(X , l)  G® a  , t) dE (S >  2) ; G<X ) =  G„(* , t ) ,
*0

iterato di Gn (x  , !;) si può esplicitam ente calcolare con le formule (88), (89) 
e (90). Essendo (cfr. loc. cit. <!>, N ota I):

1

(99) f Gls)( x , x ) d x  ,
b

la (99) fornisce una formula, num ericam ente calcolabile, per la valutazione 
per eccesso di ei(T ). Ciò perm ette di affrontare il problem a del calcolo per 
difetto degli autovalori del problem a (2) (cfr. loc. cit. <2>, N ota I).


