ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

MARIA P1A COLAUTTI

Sul calcolo degli autovalori di un problema ai limiti.
Nota II

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 52 (1972), n.1, p. 24-35.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://wuw.bdim.eu/item?id=RLINA_1972_8_52_1_24_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1972_8_52_1_24_0
http://www.bdim.eu/

24 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LII — gennaio 1972 [24]

Analisi numerica. — Swu/ calcolo degli autovalori di un problema
at limiti. Nota Il di Maria Pia Covavrri @, presentata ¢ dal
Socio M. PiconE.

SUMMARY. — The lower bounds )\g”) to the eigenvalues 2, of the problem considered
in Nota I, are obtained as zeroes of a trascendental function represented by a 27#x 27 deter-
minant. A procedure for the computation of this determinant, by means of recursion formulas,
is given.

In questa Nota vogliamo indicare come le approssimazioni per difetto
A degli autovalori 2, del problema considerato nella Nota I, possano otte-
nersi come zeri di una trascendente il cui calcolo numerico pud eseguirsi me-
diante opportune formule di ricorrenza M.

3. —~ LA TRASCENDENTE F,,(}).

Supposto fissato 7, per ogni A complesso, indicheremo con w,(A) la fun-
zione, della variabile complessa A, che coincide con la funzione analitica
di A determinata dalla condizione di essere, per ogni A == ¢, la determina-

L,gz)__)L 1/2
zione principale di ——} @,

6"

Introdotte le costanti arbitrarie Yy, e Yo (=1,2, -+, %), lintegrale
generale della (15), per Ag=c{” (b=1,2,---,7%) e x€ [%z, 2541], si pud
scrivere:

(M) — o (Mx
u(x) ="Yue + Yoz e HE<rZ (R=1,2,-0,n).

Imponendo le (16) si ottiene il sistema:

'

Wq X — WX
CYneltttYae tUt=o0

Wy X Y3 —w,_ % —wy X
Yia—1€ #TVE— Yy e kLYo Ry 5 0T %% = o

(1) wg_1% ) epay ) —0p1%
(a7 Y1,0-1 021 021 € — Y1, 0. o —Y2,2-1 010, € +
| (n) —wg Xy
F Y220 w0z =0

0, %, 11 -, X, .
Ylnenn+ +Y2ne ”n+1‘_0

(f=12,3,-,n).

(*) Facoltd di Ingegneria dell’Universitd di Palermo.

(*]‘*) Nella seduta dell’r1 dicembre 1971.

(1) La numerazione dei paragrafi, delle formule e dei teoremi della presente Nota II
prosegue quella della Nota I [questi « Rendiconti», 5T (6), 477-485 (1971)].

(2) Sarebbe pilt corretto indicare tale funzione con co/(é") (A). Poiché nella discussione
che segue 7 si supporra assegnato, useremo il simbolo pili semplice (M)
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Poniamo:
Yu=124 (k=1,-,n), Yor =tur (B=1,2, - ,n)
(15) Eae =En () = 0,(N)x, (k=1,---,%)
Gem1e = Er16 V) = 1 (V)7 (f=2,-+,n)
v;k=nk()\)=62”)cok()\) (f=1,2,--,7%).

Il sistema (17), fatte le posizioni (18), diviene:

het g =0

Zp1 L 7 oo + tutr-1 P - Luth e =0 (k=2,---,n)
(19) ¢ Er—1, 3 ~Ep_1,k ~Epp
b Mg e — L M e A =0
’ (,é =2, -, %)
\ 2, Enntl by, e Tt = o .

Gli- elementi a,; della matrice 2zX2%, A = A(\) dei coefficienti del
sistema (19) nelle incognite #1 ,- - -, %,, si possono distribuire in quattro sotto-
matrici % Xn, bidiagonali. Precisamente, posto:

Ar | As
(20) A=l 22
Az | Ay

la matrice Aj ¢ la matrice %X, cosi definita:

egu i oa =_egkk (k=2,3,---,n)

a1 = g3

(20 Ap:
Ap b1 = e—i,é—l,k (,é: 2,3, n)

(gli altri elementi della matrice A; essendo tutti uguali a zero).
La matrice Az & la matrice %X, cosi definita:

-£ —£
( ) A A 1+n = € 1 A hpn = — € #E <é=2’3y"')n)
20 2 2 .
App1yn = & HA-LE

(k=2,3,"--,7)

(gli altri elementi della matrice Ag essendo tutti uguali a zero).
La matrice Ag ¢ la matrice #X#n, cosi definita:

— Er—1,2 .
Y tqmp—1 = Mg € (b=2,3,--,n)
. By
(20)3 Ag : azn’n = g "nt
— -, _
y ymyp = My (A=2,3,-, 7

(gli altri elementi della matrice As essendo tutti uguali a zero).
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La matrice Ay & la matrice %X, cosi definita:

_ - —Eé—17k = e
e A hl4n Np_q € (k“‘ 2,3, ’ %)
\ . __ -k 1
(20)4 Ay @y, 9, = € 7%t »
== —gkk fr— . ..
ak—l‘i—", btn nk N (’é =2,3, ) 7’1)

(gli altri elementi della matrice Ay essendo tutti uguali a zero).
Ne viene che:

1. Tutti gli autovalori del problema (15), (16), diversi da ogni £;">, sono
tutti e soli gli zeri dell'equazione:

Fy,(\) = det A(\) = o,

, . . ()
diversi da ogni ¢’

Se p ¢ la caratteristica della matrice A relativa allo zero A = A, allora
l'autovalore A =" si dovrd ripetere nella successione degli autovalori di
(15), (16), 27— p volte.

Indicate con ¢,,,9,, (#=1,---,7) delle costanti arbitrarie, I'integrale
generale della (5), nell'intervallo [x;, x;41], puod scriversi, gualunque sia \:

—w,(N)x
(21) u(x) = ¢, 9%, N) + gy, ¢ #
X <x <x41; (=1,2,---,2), avendo posto:
R gD )
= er A=F=c¢
9, (%, 0) = o, (A) p = %

= 2x per A= c;").

'Assumendo la rappresentazione (21) della funzione #, ed imponendo
le (16), detto ¢ il vettore che ha 2% componenti, coincidenti con le 91z Dos
(A=1,2,---,7), disposte in un ordine prestabilito, si ottiene un sistema
lineare algebrico del tipo:

HM)g=o,

essendo H (A) una matrice 27X 2#%. Se poniamo: ®,,(2) = det H(®), la con-
dizione necessaria e sufficiente perché A sia autovalore del problema (13),
(16) & che esso verifichi I'equazione: @,,(A) = 0. Si ha d’altra parte,
per k:{:cf:) (k=1,2,-,7)

| . 712 . 71z —_ v
(22) T = o, (N v Yo = 9o o, () (f=1,2, 7).

Indicando con vy il vettore che ha come componenti Yiz 0 Yoz
(f=1,2,---,%) disposte nello stesso ordine scelto per ordinare le compo-
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nenti di ¢, le (22) si scrivono:
Y=TWg.

La T(X) & una matrice 2zX2#, la quale, scambiando eventualmente
Pordine delle sue righe, coincide con una matrice triangolare i cui elementi
della diagonale principale sono tali che # di essi sono uguali ad 1 ed i rima-
nenti z coincidono, rispettivamente, con [w1 (W], [w2 W], -, [0, W]

S

E ovvio che riesce:
(23) HM)=ANT®.

Si ha allora, per A=c” (A=1,2,---,%):

By, () = - _”M_ )
éI=I1 w, (A
la scelta del segno 4 o — dipendendo dal modo con cui si sono ordinate le

componenti dei vettori y e g.

c 1 . . . . O
Poiché ®,,(2) & continua in ogni punto A = ¢

, risulta dimostrato che:

IV.  Condizione necessaria ¢ sufficiente perché c}(:)

problema (15), (16) & che: .

sta autovalore del

lim = ®

=TT o,
k=1

= 0.

Se cf:) ¢ autovalore del problema (15), (16), detta p la caratteristica della
matrice H(A)’, data dalla (23), ci”) avra molteplicita geometrica 27— p.

I due teoremi III e IV mettono in evidenza linteresse che riveste il
calcolo della funzione Fy,()). A tale questione dedichiamo le considerazioni
che seguono.

Indichiamo con B” = B® () la matrice ottenuta da A moltiplicando
la /-esima colonna di A per ¢ (b=1,2, -, n) e la (&£ 4 »)—esima
colonna di A per o (=1,2, --,7). Lequazione det A(Q) = o & equi-
valente all'equazione det B’ (\) = o. Anche la matrice B? si pud decom-
porre in quattro sottomatrici 7z X
(24) | BO — B B

Bgo) BS}O)

Posto

(25> ak:ak0\)=zkk*abk+l ('é:I:Zy"'9%>’
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(24)s
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gli elementi & di B” sono rappresentati dai quattro seguenti gruppi di for-
mule: (24); , (24)s, (24)s © (243 @

5O — ©) o)

(0)
by =1, bigin=1 , bpppn=—1

o —aps (24)2 o e,

b E-1 — — € b h—14n — €

(0) _ —op 1 20 —a, (0) . %1 0
k—1+4n,b—1" nk—l e 4 bZn,n = (24) b1+4n,b—14+n .nk—l € > T2n,n

© _ © _
—14mk T b1, btn o g

Nelle (24);, (24)s, (24)3 € (24)y ¢ sempre 2= 2,3, -+, n.
Concludendo, gli autovalori A = A" del problema (13), (16), che non
coincidono con nessuno dei cf:), sono gli zeri dell’equazione

(26) Fp,(0) = det BO0\) = o.

4. — COSTRUZIONE DI A, (A).
Vogliamo ora provare come la (26) sia equivalente ad un’equazione
(27) A, =o

dove A, (A) ¢ una funzione trascendente che, per ogni A, coincide con il deter-
minante di una matrice 72X# esplicitamente calcolabile.

Indichiamo con B® = B®(}) la matrice 2#X27% ottenuta da B©® per
mezzo delle formule:
(Z.:I»"'v2n> . (1) (0) <Z.=I’2""’2”>

1 0]
bf‘j) — 55-/)

0
] bz,n-}-lt - él,n+}b - éf,/)ﬂ

<j=1,‘..)”) (}521’2’...’%)’

cio¢ la matrice ottenuta da B® lasciando invariate le sue prime 7 colonne
e sottraendo, al variare di % da 1 ad #, alla (%+ 4)-esima colonna di B la
/—esima colonna della medesima matrice.

Posto:
B® | BY

(28) BY = || —| =2
B{" | B{"

nella (28) le BY’ e B’ sono sempre date dalle formule (24); e (24)3. Per le
B’ e BY’ si hanno, rispettivamente, le seguenti (28), e (28)4:

’(28)2 BSZI) : éfél,)k—l-%n = Ml — T (f=2,3,,n)

¢]
béll-}n,k-}-n =2 Y)k

(28)4 Bil) . 52111+n,k-—1+n =—,_, (eak._l + e—“k—l) (k =2,3,--, %)
6(2171),2;1 = e e—an N

(3) D’ora in avanti converremo che tutti gli elementi di una matrice che non sono espres-
samente indicati in un gruppo di formule sono tutti uguali a zero.
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Indichiamo con B® = B®()) la matrice 2% X 2%, ottenuta da B® per
mezzo delle formule:
(f=1,2,---,2m)

2 1 ’ ’ 2
bz:i) — éﬁ] ) . é( )

(¢} LT —ay [65)
<]-—— 1.2 ﬂ‘2ﬂ) inth—1 " 6;‘,21-{-},_1—(8 A=l % 1) 5,',},
— L4yt

<h=2)3y"')%>’
cio¢ la matrice ottenuta da B® lasciando inalterate le prime 7 colonne di B®
e l'ultima colonna di B e sommando, per ogni 2 =2,3, -, %, alla
(# 4 & — 1)—esima colonna di B® la /-esima colonna di B® moltiplicata
per =l — %1
Posto:

2 2
B | BY

)
2 B —
(29) 5 | 5o

le matrici BY e Bf della (29) sono sempre date dalle formule (24); e (24)s.-
Per le BY e BY si hanno invece rispettivamente le (29); € (29),:

(29)2 BY : bf)k gy = € ATL(Mm2— g7 (k=3,4, -, %)
@
bk)1+nk+n 2y, (k=2,3,--~,n)
@ .
5;1”/31” —,_ (F e 1) — oy, (61— %1
+ +
<k=2:3:' h '$”)
9 . 2 . _ —op_
(29)4 Bi) * bg)l-{-ﬂ f— 2+n:7]k——1e i 1(5’% P 2) <é=3 ,4:"':%)
Byrngn = € (£ — T
;2;)«,2,1 =g,
Indichiamo con BY) = B(’)()\) (s=3,4,+,2—1) la matrice 2zX27,

ottenuta da B®™? per mezzo delle formule:

(f=1,2,--,2n)

=12, ,m); (j=2n—(s—1)+1,2—(s—1)+2, -, 2%)
h—1

() _t=h~z P TR = (s—1)\ A1

b5 (s 1)——5; n+1; —(s—=1) T € =B (gh—l-h—¢ S WA

(/l':S,S—[—I,"',%),

1
) = &0

cio¢ la matrice ottenuta da B®™ lasciando invariate le prime 7 e le ultime s—1

colonne di B®™ e sommando alla [+ /—(s— 1)]-esima colonna di B“™ la
P

2
A—esima colonna di B“P moltiplicata per e t=A—G=2 ¢ (h—(=1) __ ;= %—(s—1)
P p
per A=s,s+1,-,nm
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Posto:

Bg:r) ng)

(30) BY =| —
Bgr) Bfl:)

nella (30) B{” e B sono sempre date da (24)1 e (24)s. Per le BY e B{ si
hanno, rispettivamente, le formule (30)2 e (30)s:

k-1
- > o
(s) . ( ey P _

(30 B3’: é;)k—:-}-n—— o 1= ! (s %y (b=s+41,,m)

) _

b1t htn - 2Ny

(s) . s —o,_ «r .

ék-—1+n,k—-1+n - _y)k—l <e ! +e # 1) — N, (e A=l g% 1)

k—1

é(s) —l=k—-2(j—1)a‘ L —%z_;

b—14n,k—j+n =My —mpe (¢ —e )
(3002 B{: (j=2,3,"+,s—1)  (B=j+1,---,%)

k-1
5 DRI A P
k—=1+4n,b—s+n nk_l 4 (e — e ) <,é=3—l—l’ ceey n)
”n
a

8 = —f=n—z<h—1) bt —“%weky

onm—hifn € (e —e ) ( =3—I,S——2,"',I)

(s) o —a

bZn,?n—— er—e ™.

Indichiamo con B®” = B®”(3) la matrice 2#X2#, ottenuta da B”™
per mezzo delle formule:

5 — &(n 1) f=1,2,--,2m)
27
2

(=1, yransnt 2, n4 3,00, 20)
n—l
(3I> b(»"+1— En?ti)l_l"e t 2 (eal —al) bﬁ":;l)’ (i=1’2y""2%)v

ciot la matrice ottenuta alterando solo la (z + 1)-esima colonna di B®™V
con la (31). Posto:

B :(I.”) B (211)

2 B =
(32) 50| 50

nella (32) B{” e Bf’ sono sempre date dalle (24); e (24)3; le B$ & la matrice
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1

nulla e la B{? & data dalle:

(
bﬁun,ﬂn‘__znk (k#=2,3,-,m)
bfén»)—l+n,k—1+n =T M (™1 + e ) — Mz G )
(é=2’3""»”)
A1
& = e o (s e
b1 e jtn ey —Mp) e (¢ € )

(32)s BY: . .
(]’:2)3,"',”_1) <'é=]+1s"';”>

n

-— a

(%) p— t=n—(h—1) : Sn—h "%k

2 mm—tign € (¢ e )
(h=n—1,n—2,---,1)

%, -,
2n,2n € e :

Riesce:
det B” (A) = (— 1" det B’ ) ;

pertanto l'equazione Fy, (\) =0 ¢& equivalente all’equazione: det B{” (A) = o.

Posto, per semplicita, B = B{”, con ovvi cambiamenti di indici, gli

elementi della matrice B = B (&)

o b1a O ¢vrveennnas fo)
521 622 523. IR 6 BEECECEEEN (o]
Bl v
|
57}—1,1 bn—l,Z bn—1,3 """ bn-—l,n
én,l bﬂ,? bn,:} """" bn,n

si possono rappresentare, piti semplicemente, con le formule:

bk’kr"1=2’nk+l (k:l’z’...’n_l)
bkk‘=—y]k@%+g_ak>_,nk+l<eak__e—aé) (k=1,2, -, n— 1)
3
——hzy T —ay_
éiz,h—s=(77;l—“f);,+1)€ r=h—s+ (e s— e ,)

(33) (s=1,2,,n—2) (h=s+1,542, -, n—1)
bnk:e r=4k+1 (gk—e k) (,é:I,Z, ’n_"1>
5nn=en_e_u”
by=o0 G=1,2,n—2;7=0+2, -, n)
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e, quando si ordinino per righe, con le seguenti:

by=—m (e +e ) —m,(en—e) ; b, = 27,5 6,=o0
4 (.7:3:4;)%)
- > @, a
b;,k:C’);,_y)hJ,.l)e At (ek_'e k) (}l=2)3:"'>”—1)

o _“ o a 'é=1,2,-—-,ﬁ-—1

j=}l+2!"')”‘

O = 2 Mg
bu; =0
n
- 2 % 3 — a —0 .
byp = 7= (et—eTH) b, =en—e " (k=1,2, -, n—1).

L’equazione trascendente, equivalente alla Fy, (\) =0 & pertanto la seguente:
(35) A,(») =detBQ) =o

dove nella (35) i &;; sono dati dalle (34) e sono da tener presenti le posizioni

(25), (18).

5. — FORMULE RICORRENTI PER IL CALCOLO DEI VALORI DI A, (A).

Poniamo:
(36) CG=C,N)=c*+e™ ; S=S0N=c*t—e %,
Riesce:
)
—o A h—k % %
Ci—Si=2¢"% ; JI C,—Sp) =2""¢ =17
r=~k+1
le (34) pertanto divengono:
bu=—mC—nSy ; ba=27 ; bi;=o0 (J=3,4,"",n)
)
b= 2" (=m0 8, 11 €, —S) (h=2,3,,n—1)
E=1,2, -, h—1
b —_ C - S y <y )
37) 1y N a1 <j=/1—|—2,--~,n >
by i1 = 2Msyy
b;,j— o
b= 225, I[ «C,—S,) ; 4, =S, (f=1,2, -, n—1).
r=~k+1
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Indichiamo con B’ la matrice ottenuta dalla matrice B moltiplicando
la Z—esima riga di B per 2#1 (4 =2,3,---,%). Dalle (37) si ha:

b;1=_nlcl_n252 ; é;2=27]2 ; é’lj:O <j=3’4’...,n>

Y/
b= 221 (n,—m, S, Ll (C,—S,)

7 1

b;h:_zh—lmch_zh—lmﬂsb <ﬁ=2,3,...,n_1)
(38> b’ Ak kZI,Z,"',ﬁ'—I
i1 — 2 Maga il m
6}1’1.:0
b, =215, II ¢ —s) ; b =2"1S  (k=1,2, - --,m—1I).
r=4+1

Indichiamo con N = N (A) la matrice ottenuta dalla matrice B’ divi-
dendo la £-esima colonna di B’ per 2*~1 (k= 2, 3,---, #). Dalle (38) si ha:

7y =—0,C—0,S, § my=m, ; n;=o0 (j=3,4,--,m)

A
= (,— M, 1) S, 7=Ik11 €, —S)

7= —10,C,— . S, (h=2,3,,n—1)
(39} kZI,Z,"',;Z'—I

i1 = Mg j=h+2, - n

nhj.=0

n”kzskr—_lgﬂ(cr_sr) ) nnn:Sn ('é: L,o- 72——1)

Riesce ovviamente: det N = det B.
Indichiamo con N’ = N’(A) la matrice ottenuta da N moltiplicando la
;

k—esima colonna di N per H(C,——S,) (k=12,3, -, n).
r=2
Dalle (39) si ha:
ny =—n0,C —m, S, 5 7, =1,C,— 0,5, 5 ”’UZO (J=3,4,,n)

Y]
2= (1, — M0 Sy ll (C,—S,)

A
My = (— 1, Ci— e Sh)g(C,——Sr) (h=2,3,""",n—1)
(40) . b2 et
i1 = M1 Crpr = Migr Sipn) g € —S) (j:k +2, -7 >
n’,w.io
ﬂ;kzskllz(cr_sr) (é:I,Z’...’n)'

3. — RENDICONTI 1972, Vol. LII, fasc. 1.
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Indichiamo con D = D ()) la matrice ottenuta da N’ dividendo I'’Z—esima
riga di N’ per ﬁ C,—S,) (h=2,---,n).
Dalle (40) ;1= 2ha:
dyy=—0,C,—0,5; 5 dip=m,C—m, S, 5 diy=0  (=3,4,-,7)
Dy =0, SN0 S,

(41) dhh:—'nhch_n;‘+1s;, : (h=1,2,-+-,m—1)
é:l ... k____l
d =1 C — S ’ s
hohit1 1 Rl hal <]= s n)
a';,j=0
dy=S, (k=1,2,---,7).

Riesce, ovviamente, detD(A) = det B(A) e, quindi, A,(A) = detD().
Diciamo %™ il vettore di componenti (9, ,---,7,). Ci tornera comodo indicare
la dipendenza di A, da %»,C;,S:;--+;C,,S,, e scrivere:

AMO\)EA,,(’I)(”);C1,81;C2,Sz;'";Cn_l,Sn_l;Cﬂ,S,,)-

La coppia C,, S, interviene esclusivamente negli elementid, |, =1,C —
—,5,ed =S. E allora evidente che se si considera la matrice ottenuta
dalle (41) lasciando tutti gli elementi invariati tranne d&,_;, e &,,, nei
quali si effettua lo scambio di C, con S, e, rispettivamente, di S, con C,,
si potrd, senza ambiguitd, denotare con

An (y)(n) ;Cl,Sl;C2ySZ;”';Cn—1ySn—l H Sn ’Cn)

il determinante della matrice cosi ottenuta.
Supposto 7z > 1, indicheremo con

An—l (n(nvl) H C1 ) Sl H Ce ’ SZ P Cn—2 ) Sn—2 > Cn~l ) Sn—l)

il determinante della matrice di ordine # — 1, con gli elementi definiti dalle
(41) nelle quali, perd, ad # si sostituisca # — I.
E allora evidente il significato del simbolo:

An—l (n(”*l) ,Cl ) S1 H C2 ) Se PR Cn-~2 ) Sn—-‘Z ) Sn—l ) Cn—l)-

Gli elementi della (% — 1)-esima riga della matrice D 7 X7, definita
dalle (41), si possono cosi esprimere:

dn—l,j=nn—1sj_nndnj' (j=1,2,---,n——2>
dn—l,n—l = V)n—l Cn—l - ’7]” dn,n—l

dn—l,n = Y]n Cn - nn dnn
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e, pertanto, risulta evidentemente:
A, (0) = detD' (n),
ove D' =D’ () ¢ la matrice #zX#, cosi definita:

dy=—n,C —mn,S, ;dp,=1C,—m,S,;d, =0 (j=3,4,"",7)

=, Sé""nh-n S,
h=1,2, -, m—2
d;zh=_nhch—nh+1sh (k=l,2,-°-,/l-—-—l
) Jj=h+2, -, m
42 ,
Zir1 = M Gt =™ Magr Siga
d,; =0
a4 =715, 4, ,=—1,,C _1id, ,,=1,C,
(f=1,2, -, n—2)
a’,'hk=S,é (k=1,2,-,m).

Calcoliamo il determinante della matrice D' sviluppando secondo gli
elementi dell’'ultima colonna. I primi 7 — 2 elementi sono tutti uguali a zero.
Pertanto, indicate con D,_;, e D, , le matrici minori complementari degli
elementi &, _y,, € &,,, si ha:

A, () =—C,m,detD,_;,+S,detD,,.
Essendo:

det D;t -1,n — An—l 7](”—_1) H Cl ) Sl 5 C2 ) S2 PR Cn—2 ) Sn—2 ‘; Cn—l ) Sn—l)

detD’ =’—Y)n 1 (n(—l) C Sl;Czysz;"';C S

w2 Ouz s Sy 1 s
ne viene: ,
(43) A,N=A,06";C,5;C,S;--5Co1,5,1;C,, S,) =
=—C, 0 A1 (" V;C1,51;C2, 825+ +5Cmz, Su2 3Gty Sur) —
— Sy M1 Byt (D 5C1, 515Ca, Sa50+ 5 Cag y Sua 3 S, Camy) -
Posto:
Ai=S , Al=C,
si ottengono allora le seguenti formule ricorrenti:

(44) A= —[Cu My A S A D 1)
(f=1,2, -, m—1)

45) A =[S M, A (é —p1 TG A(k 1]

e la (44), per £= n—1 fornisce il calcolo di A, (2).



