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Analisi num erica. —  S u l calcolo degli autovalori di un problema 
ai lim iti. Nota II di M a r i a  P i a  C o l a u t t i  (,), presentata (**) dal 
Socio M. PlCO NE.

S u m m a r y . — The lower bounds ~>pp to the eigenvalues ~kh of the problem considered 
in Nota I, are obtained as zeroes of a trascendental function represented by a 'in'yi'in deter­
minant. A procedure for the computation of this determinant, by means of recursion formulas, 
is given.

In  questa N ota vogliamo indicare come le approssim azioni per difetto 
Ai  ̂ degli auto valori del problem a considerato nella N ota I, possano otte­
nersi come zeri di una trascendente il cui calcolo num erico può eseguirsi m e­
diante opportune formule di ricorrenza <x).

3. ~ L a t r a s c e n d e n t e  F2w (A).

Supposto fissato n , per ogni A complesso, indicherem o con co (̂A) la fun­
zione, della variabile complessa A, che coincide con la funzione analitica 
di A determ inata dalla condizione di essere, per ogni A =t= Ck\ la determ ina-

r — a  i i/2
zione principale di ---- ------  <2>.6(»)

Introdotte  le costanti arb itrarie yu  e y2k (k =  i , 2 , • • •, n), l ’integrale 
generale della (15), per X=j=4M) (k =  i, 2 ,• • -, n) e x e [ x k , x k+1\, si può 
scrivere:

u(x)  — Tu e +  Y2£ e
-(ùk(h)x

, < x < x k+1 (k =  i , 2

Im ponendo le (16) si ottiene il sistema:

id, I —CO,
I T u  « 1 1 +  T21 « 1 1 =  o

1 Yi,*-i è 'k~ ^ k —  Yi.* «“*** +  Ï2.*-i y2>* « -“*** =

(17) r» ( n ) Jn)
\ Ï M - i  &Â- 1  e —  Yi,k % <àk e —  Ï2 5̂ -i ®k-i <ùk_x

(n)
+  Ï2,£ 6̂  e ■°kxk

*k-lxk

=  O

+

Yi» +  Y2« =  o

(k =  2 > 3 , * • *, ») •

(*) Facoltà di Ingegneria dell’Università di Palermo.
(*?*■) Nella seduta dell’n  dicembre 1971.
(1) La numerazione dei paragrafi, delle formule e dei teoremi della presente N o ta li 

prosegue quella della Nota I [questi «Rendiconti», 5J (6), 477-485 (1971)].
(2) Sarebbe più corretto indicare tale funzione con co^(A). Poiché nella discussione 

che segue n si supporrà assegnato, useremo il simbolo più semplice cô (X).
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Poniamo:

(18)

Yu =  h  ( k =  1 , • • • , » ) ,  =  t*+k

k̂k ŝkk PO *̂4 00 

•»)* =  *)*P0 =  6iB) <4 PO

(/é =  1 , 2  , • • • , « )  

(>é =  i ,• • - , «)

(k =  2 ,- • - ,n )

(k =  112,  • • •, w).

Il sistema (17), fatte le posizioni (18), diviene:

/ tj_ +  4+1 <Tïn  =  O

1 4-1  «E m ,ì —  h  e"kk +  4 +^-i e~^k~x’k —  iK+i e~^ik =  o (k =  2 , • • -, »)

\ h-x^k-x ***~1,h —  ehk —  e~lk~ '’k +  tn+irik

1 II 0

f E

II •, n)
\ 4  / “’"+1 +  t2„ e 4 ,«+i =  0 _

Gli elementi a,y della m atrice 2 n X 2 n, A  =  A  (X) dei coefficienti del 
sistem a (19) nelle incognite t \ , • ■ •, t2n, si possono distribuire in quattro  sotto­
m atrici n X n ,  bidiagonali. Precisam ente, posto:

(20)
A i a 2

A3 A 4

la m atrice A i è la m atrice n X n ,  così definita:

(20)1 Ai :
«h  =

ak,k-i =  e

(k =  2 , 3 , • • ., n) 

(& =  2 , 3

(gli altri elementi della m atrice A i essendo tu tti uguali a zero). 
L a m atrice A2 è la m atrice n X n ,  cosi definita:

f A ^1,1+» =  * *n ; &k,k+n — — e lkk (k =  2 , 3 • -, n)
\20)2 A2 :

ak,k-i+n =  e ■k- 1’k (k — 2 , 3 , • • •, n)

(gli altri elementi della m atrice A2 essendo tu tti uguali a zero).
La m atrice A3 è la m atrice n X n , così definita:

ak-x+«,k-x =  \ - i  e*°k~1'k (k  =  2 , 3 , • • •, n)

(20)3 A3 : ^

ai-l+ n,à=  — % e~KtÌ ( k = 2 , 3 , • •■, »)

(gli altri elementi della m atrice A3 essendo tu tti uguali a zero).
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La m atrice A4 è la m atrice n X n , così definita:

a i - l + n , * - l  + H =  — V i - l 6 ’ * * ' 1 ' *  0 6 = 2 , 3  . • • • . » )

(20)4 A 4 : ^

ai - l  + n ,* + n = % e~,lU' ( / è==2,3

(gli altri elementi della m atrice A4 essendo tu tti uguali a zero). 
Ne viene che:

III.  Tutti g li autovalori del problema (15), (16), diversi da ogni c^\ sono 
tutti e soli g li zeri dell'equazione'.

F2*(X) =  det A  (X) =  o ,

diversi da ogni c^\
Se p  è la caratteristica della m atrice A relativa allo zero X =  X(**\ allora 

l ’autovalore X =  X(w) si dovrà ripetere nella successione degli autovalori di 
(15), (16), 2 n — p  volte.

Indicate con qlk , q2k (k =  1 , • • - , n) delle costanti arbitrarie, l’integrale 
generale della ( VS)> nell’intervallo [xk , xk+1\ ì può scriversi, qualunque sia X:

(2 O' u (x) =  qlk ( x , X) +  q2k e

Xk <  x  <  x i + 1  ; (k =  i , 2 , • • •, n), avendo posto:

1 eak ^ x _

?*(*>*) = j
! =  i x

per

per X =  c'.(*)

(Assumendo la rappresentazione (21) della funzione u> ed imponendo 
le (16), detto q il vettore che ha 2 n componenti, coincidenti con le qlk ,q 2k 
(k =  i , 2 , • • •, n), disposte in un ordine prestabilito, si ottiene un sistema 
lineare algebrico del tipo:

H(X) q =  o ,

essendo H (X) una m atrice 2 n X 2 n. Se poniam o: 0 2«(X) =  det H (X), la con- 
dizipne necessaria e sufficiente perché X sia autovalore del problem a (15), 
(16) è che esso verifichi l’equazione : <P2«(X) == o. Si ha d ’altra parte,
per X =[= (k =  i , 2 , • • •, n)

 ̂  ̂ (X) ’ ^  — ^ ( X )  (/è =  I , 2 , • • • , « ) .

Indicando con y il vettore che ha come componenti y lk , y2k 
(k =  i , 2 , • • •, n) disposte nello stesso ordine scelto per ordinare le compo-
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nenti di q, le (22) si scrivono:

y =  T <>) q ■

L a T (X) è una m atrice 2 « X 2 » ,  la quale, scambiando eventualm ente 
l ’ordine delle sue righe, coincide con una m atrice triangolare i cüi elementi 
della diagonale principale sono tali che n di essi sono uguali ad i ed i rim a­
nenti n  coincidono, rispettivam ente, con [wi (X)]-1, [co2 (X)]-1 , • • •, [w„ (X)]-1.

E ovvio che riesce:

(23) H  (X) =  A(X) T(X) .

Si ha allora, per X =j= (k =  i , 2 , • • •, n) :

<I>2,(X) =  ± - J a,,(X) ,
n  ®,(x)k=i

la scelta del segno +  o —  dipendendo dal modo con cui si sono ordinate le 
com ponenti dei vettori y e q.

Poiché 0 2„(X) è continua in ogni punto X =  c{”\  risulta dim ostrato che:
k

IV. Condizione necessaria e sufficiente perchè c ^  sia autovalore del 
problema (15), (16) è. che:

lim
A -> c^

F 2„(X)
n

n  « iwk=\ R

Se c ^  è autovalore del problem a (15), (16), d e t t a i  la caratteristica della 
m atrice H (X), data  dalla (23), c ^  avrà m olteplicità geom etrica 2 n — p.

I due teoremi I I I  e IV  m ettono in evidenza l’interesse che riveste il 
calcolo della funzione F2„(X). A  tale questione dedichiamo le considerazioni 
che seguono.

Indichiam o con B(ö) =  B(0) (X) la m atrice ottenuta da A  m oltiplicando 
la i-e s im a  colonna di A  per e~~lkk (k =  1 ,2  , • • •, n) e la (k +  n)-esima 
colonna di A  per e*hk (k =  1 , 2 ,• • - , ri). L iq u az io n e  det A(X) =  o è equi­
valente adequazione det B^(X) =  o. Anche la m atrice B ^  si può decom ­
porre in quajttro sottom atrici n X n

B<0) B<°>

B<3°> B f

Posto

0 5 ) *k =  0 )  =  lkk —  lk,k+i (k =  1 , 2
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gli elementi 6$  di B(0) sono rappresentati dai quattro  seguenti gruppi di for­
m ule : (24X , (24)2 , (24)3 e (24)4

* ( 0 )  —  T Pii — i11
(°)
' k , k - i

à(°) __
Okk —

0- ak - l
(24)2

b tl + n =  I , =    I

&%-i+n =  e* * - 1

ò(0) 
k - l  +  n , i - l

ÿ '°> =
k —1 -j-n,k

=  ^ - i  * 

■%

ò(0) => u ï n , n
bf  + bf

^ 2 ^  l  +  n , k — 1+ n  *k—1 ’ 2 n ,n

ÿ <°>
k - l - \ - n ,  k + n %■

Nelle (24)x , (24)2 , (24)3 e (24)4 è sempre k — 2 , 3 , • n.
Concludendo, gli autovalori X ì> ) del problema ( 15), ( 16), che non

coincidono con nessuno dei c y , sono gli zeri dell’equazione

(26 ) F2M(X) =  d e tB (0)(X) =  o .

4. -  C o s t r u z io n e  d i  A„(X).

Vogliamo ora provare come la (26) sia equivalente ad u n ’equazione

(27) Ak(X) =  o

dove Aw (X) è una funzione trascendente che, per ogni X, coincide con il deter­
m inante di una m atrice n X n  esplicitam ente calcolabile.

Indichiam o con B (1) =  B (1)(X) la m atrice 2 n X 2 n ottenuta da B (0) per 
mezzo delle formule:

,a.)AV.‘utJ mÿ»,uij
(t ' _ , (0)    7(0) (̂  — 1,2,- • - , 2^)
U =  I V *’> + '“ *>+*■ «•* ( ^ = 1 , 2 , - . . , » ) ,

cioè la m atrice o ttenuta da B (0) lasciando invariate le sue prim e n  colonne 
e sottraendo, al variare di h da i ad n , alla (n-\-A)—esima colonna di B (0) la 
A-esima colonna della m edesim a matrice.

Posto:

(28) B(1) —
bP

B« B«

nella (28) le B ^  e B ^  sono sempre date dalle formule (24)4 e (24)3. Per le 
B ? ,e  B T  si hanno, rispettivam ente, le seguenti (28)2 e (28)4':

■, n)(28)2 : ò Z - 1 + n  =  e * * - 1 —  V “*-1 ( k  = 2 ,3 ,

bk-X-^n, k-\-n =: 2 Y}̂

00 B?> : b ' E i + n ,k- i + u =  — * i _ l  ( S * - 1 +  e - “* - 1 )  

b ì y  =  e ^ - e - ^  .

{ k  = 2 , 3 ,

(3) D ’ora in avanti converremo che tu tti gli elementi di una matrice che non sono espres­
sam ente indicati in un gruppo di formule sono tu tti uguali a zero.
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Indichiam o con B (2) =  B (2)(X) la m atrice 2 n X 2 ny o ttenuta da B (1) per 
mezzo delle formule:

,(2) ,(1) =  f i )  _ •  (2) _  (1)  f / ' - h - l ___  - « i _ n  i ( l)
b» V  (y =  1, 2 ,  • • •, » ; 2») ■ ’ ie e ) bi,h

ih =  2 , 3 , • • •, n) ,

cioè la m atrice o ttenuta da B (1) lasciando inalterate le prim e n colonne di B (1) 
e l’ultim a colonna di B (1) e sommando, per ogni A =  2 , 3 , • • •, «, alla 
(n +  h — i)-esim a colonna di B (1) la ^-esim a colonna di B (1) m oltiplicata 
per e^ - 1 —  e~Cik~ 1 .

Posto:

(29) B(2) b(x2) b(22;

B(32) b<2)

le m atrici B i2) e B® della (29) sono sempre date dalle formule (24)4 e (24)3. 
Per le B f  e B f  si hanno invece rispettivam ente le (29)2 e (29)4:

(29)2 b : b &) 
k ,k—2+n

b&) n,k-\-n

b f

=  „-H- 1 (gk-ì ~ak—%

=  2 nk

ih 3 > 4 > ' ' '

(h=  2 , 3 , -  • - ,n)

(29)4 B4(2)

k - i + n , k -  1+n = — % - !  O“*-1 +  e ~ H - v)  — %  ( e * * - 1 —  éT“* -1)
ih=  2 , 3 , -  • • ,n )

’) ( k = Z , 4 r - - , n )i ß )
' k - l  +  n, k - 2  +  n yk 1 e

~ak - i  ( e ak - 2 ~(X,k—2

b f  = e  “« ( A - 1 —  e “» -1)2n ,n  — \-\-n v. /

4 2> ,  =2 n,2 n

Indichiam o con Bw =  BW(X) (s =  3 , 4 , •  • • ,n —  1) la m atrice 2 » X 2 » ,  
o ttenuta da B(ì~X) per mezzo delle formule:

f i)  _____ f i - ) )  i* =  i , 2 , - - - , 2 n)
,J tJ (y — 1, 2, - -  • ,») ; C /= 2 »  — ( j — i) +  I , 2»  — ( j — 1) +  2 , ‘- • - ,2»)

k -  1 
— S a

C + ^ - D  =  biS+hHs- \ ) .+  «
(A — J , J +  I , * * * , » ),

cioè la m atrice o ttenuta da B(J lasciando invariate le prim e n e le ultim e s — i 
colonne di 0 (*_1) e som m ando alla [ä —  (s—  i)]-esim a colonna di B(,_1) la

h - i
-  S

^-esim a colonna di B ^” 1̂  m oltiplicata per e *=^-Cr-2) * — £“”a*-(f-i))
per Ä =  j  , j  +  t
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Posto:

(30)
ßW B«

bW B f

nella (30) Bi') e sono sem pre date da (24)1 e (24)3. Per le e B ^  si 
hanno, rispettivam ente, le formule (30)2 e (30)4:

(3o)a Bf>:

k - 1

e  t = k —(s—i) ^ k —s __e  a£—̂ (è = s + 1  , • • • , « )

(30)4 BV(S) .

b<t l + » , k + n  =  2 V
— ’h-i (̂ " 1 +  e~ai~x) — -qk (e**-1 ■ e-**-1)

6?

k - x
-  S

t - l + n , k - j + n  =  (»li-l— lj) « («“* -' —  « “4--0

U = 2 , 3 r - - , s — 1)  ( k = j + i  , • • • , » )

ó(i)

k - l
2  a.

^ _ i   ̂ ( e uk - s _ e  at - s •) ( ^ = 4 -4 -1 ^ . .^ )

2n,n — h-\-n

£ s) =  »«__
2«,2» e ■

g < -*  (A 1) (ga* A---- é  = j — I ,  J  — 2 , • • • , l )

Indichiam o con B ^  =  B<M)(X) la m atrice 2 n X 2  n, o ttenuta da B(" 1} 
per piezzo delle formule:

(31)

b® =  t i r 1'
(i =  i , 2 , • • •, 2 n)
U =  1 > 2 ,• • -, »  ; » +  2 , n +  3 ,• • -, 2 n)

n—l
— 2  a.

x(n) __ /(w — 1) , *=2 # / «i -<Xi\ z(*-l)
^r,» + l — ,» + l +   ̂  * )  b {  n , (f =  i , 2 , • • •, 2«),

cioè la m atrice o ttenuta alterando solo la (n +  i)-esim a colonna di B(” 
con la (31). Posto:

(32)
B ^ B «

bW B«

nella (32) B ^  e B3’0 sono sem pre date dalle (24)3 e (24)3; le B ^  è la m atrice
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nulla e la Bj  ̂ è data  dalle :

^k—  ̂k =  2 , 3 , • • •, n)
b(n)

k - \ - \  n , k —l-\-n

b(n)
/ \ t>(») . k ~ l  +  n , k - j  + n(32)4 B\ :

—  % -i O“*-1 +  * “i~1) —  % 0

k - 1
S  at

)
=  2 , 3  > ■ ■ ■ >

— yìk) e t- k- y - v> (eat~J —  e

U =  2 . 3  O ( k = j + i , - - - , n )

h)

(h — n —  i , n —  2 , • • • , ! )

, .  2>7̂  — û t — n — (h-—\) (pV-n—h   p  a n — A\
U2 n , n - h  +  n 0 e  )

tf.«) _  ean ___ e~an
U2 n , 2 n e  ■

Riesce:

det Bw (X) =  (— i)“- 1 det B f  (X) ;n — 1

pertanto  l’equazione F2n (X) =  o è equivalente all’equazione: det B ^  (X) =  o.
Posto, per semplicità, B == B ^ , con ovvi cam biam enti di indici, gli 

elementi della m atrice B =  B (X)

h i b \ 2 0 ................ . . .  O

&21 b%2 ^23 * * • O • • . . .  O

b n - 1,1 b n - \ , ï ^»-1,3 * * • b n  — 1 ,n

b n , \ b n ü b n ,  3 ........... b n ,n

si possono rappresentare, più semplicemente, con le formule:

=  2 ’W i (/è =  i , 2 • -, n — i)

btk 0 “* +  e~H) —  h+ i (/ k~  e~H) { k =  i -, 2 i)
h

(s =  1 , 2 ,■ ■ ■, n —  2) (h =  j  +  i , j  +  2 ,• • -, n — 1) 

bnk ~  e r=kJrX (e'k —  e '* 1) (è =  i , 2  ■ , n  —  0
/ a —OCb„„ =  e ” — e »

h ~  0 0’ =  i , 2 , • * •, n —  2 \ j  =  i  +  2 , • • •, n)

(33)
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e, quando si ordinino per righe* con le seguenti:

bn  =  —  \  (*“’ +  e~ai) —  \  (e*‘— e~*x) ; bn  = 2 \  ; V  =  o
(J =  3 » 4 ■»•••, »)A

bk k = ( %  —  % +1) e r^ +1 r ( f k—  «"“*) (b =  z , 3 r  ■ - , n —  1)

(34) bhh =  —  % («“* +  «"**) —  V i  («°* “

t>k,j =  o
n

bnk =  e r=h+x r\ e 'k—  é~a*) ; =  A  —  *“ “* ( / è = i , 2 , - • i).

L ’equazione trascendente, equivalente alla F2„ (X) =  o è pertanto  la seguente:

(35) A„ (X) =  det B (X) =  o

dove nella (35) i biy sono dati dalle (34) e sono da tener presenti le posizioni 
(25). (18).

k =  I , 2 , - -  - , k —  I\  

J =  Ù +  2 J

5. -  F o r m u le  r i c o r r e n t i  p e r  i l  c a l c o l o  d e i  v a l o r i  d i  A„ (x). 

Poniam o:

(36) C, =  C, (X) =  e k +  ; S, =  St  (X) =  *“* -  e~a* .

Riesce:

C, •Si =  2 « ' r i  (c4
r = k +1 ■Si)

h-k2 e

h
- s  a
r —k +1

le (34) pertanto  divengono:

(37)

1̂1 =  —  4i c i — 42 S2 ; b12 =  2 y)2 ; bu  =  0 ( /  =  3 :. 4 .: ’ • .» )

bhk =  * C7!/, 4 +̂i) Ŝ  U  (Cr - • Sr)r=Æ+l (ß =  2,  S r • - , n —  1)

bhh ~  * 4  ̂ 4  ̂+ 1 S/(

^ , i + i =  2 ’’V i  

bhj = 0

l k =  1 , 2 ,-

\ y = ^ + 2 ,
• — i\  

• • • , »  /

bn k =  2* - .S i  n  (Cr -  Sr) ; bnn =  S„ (/è =  I , 2 , • • • , » — 1).
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Indichiam o con B ' la m atrice o ttenuta dalla m atrice B m oltiplicando 
la ^ -esim a riga di B per 2h~ x (h — 2 , 3 , • • •, n). Dalle (37) si ha:

b'n =  — ’l lC1 — ^2s 2 ; ^ 2 = 2 7 12 > .6y  =  °  ( /  =  3.4. •■■.»)

n , ( c , - s , )
r = k  + 1

(38)
b 'hh =  —  2 ^ 1 %  C A —  2 * “ 1 V i  S * 

bk,h+1 =  2Ì 7>A+1

bS  = 0
f t  ( C , - S , )  ; bm

r = k +1

(h =  2 ,3  ,• • - , n —  1) 

/k =  i , 2 i\
\ j  =  h +  2 , • • •, n )

2”- 1S)j ( k = \,  2 ,• • • ,n —  1).

Indichiam o con N =  N (X) la m atrice o ttenuta dalla m atrice B ' divi­
dendo la >è-esima colonna di B ' per 2k~x (k =  2 , 3 , • • - , n). Dalle (38) si ha:

»11 =  — ^ i — *i2s 2 ; «ia =  2̂ ; n i j = °  ( y =  3»4» ■■•,»)

nu  =  Ou— V i ) s * nr = k  +1

nhh=  \ ^ h  ^h + l^h
(39)

nh,k+1 =  ”V i

V  =  °

n „k ~  ^ k I I  (C r > Hnn —  S »
r = k + 1

(b =  2 , 3 ,- • • , » — 1)

'k =  1 , 2 ■ , h —  i\
, y = A  +  2 , - - - , »  )

(k =  i , • • •, n —  1)

Riesce ovviamente: det N =  det B.
Indichiam o con N ' =  N'(X) la m atrice ottenuta da N m oltiplicando la

yè-esima colonna di N per JJ[ (Cr —  Sr) (k =  2 , 3 , • • •, n).
r —2

Dalle (39) si ha:

nU =‘ —  \ Cl — \ S 2 ’ n 'l2 =  \ C 2 —  \ S 2 ! n'lJ =  °  0  =  3 , 4 , • • • , » )

(40)

» « = K - v i ) s * n ( c , - s , )
r = 2

n’hH =  (— Yk C ~  V i  I l  (Cr —  Sr)
r —2

h
n h,h+l =  (y^h+ 1  ^ h + 1 7)a+ 1 ̂ +1)  I T  —^=2

< , “ S , n ( c , - s j
r =2

(  ̂=  2,3, -  • • , « — I)

/>è= I ,2,* • — l\

v / = ^  +  2 , • • •, n )

( k =  1 , 2  , • • • , » ) .
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Indichiam o con D =  D (X) la m atrice ottenuta da N- dividendo l ’̂ -esim a
h

riga di N ' per I I ( C , - S r) =
r = 2

D a l l e  ( 4 0 )  s i  h a :

d x i =  ^ l ^ l  ^ 2 ^ 1  > ^12  ” 7Ì2 ^ 2 “ d y  =  °  ( 7  =  3 . 4 ,  • • ■ , n )

^ \k  =  \  % + i  ^

^hh ~  ~ ylh^-'h ^ à + i (A  =  1 , 2  - , n - i )

^k,k  + 1 ~  ^ A + l ^ A + l  ^A +l

1il
^

 
'

\ J  =  à  +  2 ■ - ,  n j

OII

dnk ( k  =  I , 2  , • • • , n ) .

Riesce, ovviam ente, det D (X) =  det B (X) e, quindi, An (X) =  det D (X). 
Diciamo y)W: il vettore di com ponenti (t]1 , • • - , 7)J. Ci tornerà comodo indicare 
la dipendenza di An da rfn\  Ci , Si ; • • • ; Cn , SM, e scrivere:

A» (X) =  A* (y]W ; Ci , Si ; C2 , S2 ; • • • ; C„_i , S*_i ; Cn , S„) .

L a coppia Cn , Sn interviene esclusivamente negli elementi dn__1 n =zy]nCn — 
— 7] S e d  — S . E  allora evidente che se si considera la m atrice ottenuta•n n nn n
dalle (41) lasciando tu tti gli elem enti invariati tran n e  dn_1}W e dnn, nei 
quali si effettua lo scambio di Cn con Sn e, rispettivam ente, di S„ con C„, 
si potrà, senza am biguità, denotare con

An (yfn) ; C i , Si ; C2 , S2 ; • • • ; Q*_i , S*_i ; S„ , Cn)

il determ inante della m atrice così ottenuta.
Supposto n >  i, indicheremo con

A#_i ( r f  ^ , Ci , S i , C2 , S2 , * * *, C^_2, S^_2, Cw_i , S H—1)

il determ inante della m atrice di ordine n —  i , con gli elementi definiti dalle 
(41) helle quali, però, ad n si sostituisca n — i.

È allora evidente il significato del simbolo:

A n — 1 ( y f '   ̂ ì Cl , Si , O2 , S2 , * * * , C n —2 ? ^ n —2 ) Sn — 1 > C^—l).

Gli elementi della ( n — i)-esim a riga della m atrice D n X n , definita 
dalle (41), si possono così esprimere:

d  1 . =  rj 1 S . —  Y] d  .n — l y j  >n — l  j  *n n j

d  1 1 =  —  Ti .C  1 —  7} d  1n — l , n —1 •n — l  n —l  *n n , n —1

d  - =  vi C — 7] dn —l , n  >n n *n nn

U  =  1 * 2 . • • • » n ■— 2)
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e, pertanto, risulta evidentemente:

A* (X) =  det D 7 (X), 

ove D ' =  D 7 (X) è la matrice n X n , così definita:

*̂2 ^1 ’ ^12 ^2 ^2 ^2 ^2 ’ ^1 j  °  0 " 3 > 4 > ’ * * > ̂ )

^  =  ^  ^  ^Ä+l ^

(42)

4  =  - % C i - V i  S A 

^h,h+1 =  ^u+l ^A+l s/i+1

Ih =  i , 2 , • • •, n —  2 
k — i ,2  r  ' ' ) h —  i 

\ j  =  h +  2 ,• • - , n t

d'  t . =  7] , S, ; d' 1 1 =  —  7) ,C« —1,£ •n — L k 7 n—l , n —l  >n—1 s

d' . =  S,k

; d' =  Y] C•ì 7 »—1,« % ^
=  , 1 ,2  —  2)

(/è =  i , 2 , • • •, »).

Calcoliamo il determ inante della m atrice D 7 sviluppando secondo gli 
elementi dell’ultim a colonna. I prim i n  —  2 elementi sono tu tti uguali a zero. 
Pertanto, indicate con e D n}H le m atrici m inori com plem entari degli
elementi d'n„ e d'nn, si ha:

(X) =  —  Cn y\n det Dn- i , n +  Sn det Dnn .

Essendo:

det —\,n An—1 ̂ ) Cl , S i , C2 , S2 , * * *, Cw—2 j —2 f Cn—1 , S*—

det D' =  — 7] \ A  n (t)^” 1) ; G. , S, ; C„ , S„ C 9 ,S  9 ;S  ',C  Ann *n — 1 n — 1 '  1 7 1 7 1 7 2 7 2 7 7 n —2 * n —2 7 n — 1 7 l /7
ne viene:

(43) A„ (X) =  Ak (t)W ; Ci , Si ; C2 , S2 ; • • j C^_i , s , _ ! , , s ,)  =

=  — CK 7)„ Aa_i (rfn-V  ; C l , Si ; C2 , S2 ; • • •, C^_2 , S^_2 , C„_! ,

— SB(y)„_i Aw—! ; Ci , Si ; C2 ,• S2 , • • •,1 C^_2 y Ŝ __2 > , Cn-Ù

Posto:
Ai =  Si , AÌ =  C i,

si ottengono allora le seguenti formule ricorrenti:

(44) A^+1 =  [C,+17}k+1 A(̂ _1)+1 +  Sm  y)k A(̂ _1)+1]

(k =  i , 2 , • • •, n —  1)

(45) A^+1 =  [S,+17}k+1 A^_1)+1 +  Ci+1 \  A(/&_1)+1]

e la (44), per k  =  n —  i fornisce il calcolo di A„ (X).


