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Matematica. —  Spazi (R  , C m isti generali. Nota di F r a n c e s c o  
S u c c i ,  presentata (#) dal Corrisp. E. M a r t i n e l l i .

Summary. ■— Some results on a general theory of the (R , C)-mixed spaces are given.

Introduzione

Per lo studio degli insiemi analitici si è riconosciuto conveniente consi
derare accanto alle funzioni analitiche anche quelle differenziabili, cioè si è 
ricpnosciuto conveniente associare strutture differenziabili alle strutture 
analitiche. Si vedano a questo riguardo i lavori degli ultimi anni di B. Mal- 
grange, K. Spallek, T. Bloom ed altri.

Seguendo questo ordine di idee si introduce in questa Nota una gene
ralizzazione al caso differenziabile Ck della nozione di spazio (R , C)-misto, 
o brevemente spazio misto, e cioè di uno spazio anellato localmente isomorfo 
a sottoinsiemi chiusi di spazi X C7 anellati in C-algebre, definiti da ideali 
chiusi e coerenti nel senso di Grothendieck. (Cfr. M. Jurchescu [2] [3]).

Un secondo tipo di generalizzazione che qui si considera riguarda gli 
ideali che definiscono i modelli dello spazio misto, ideali che si suppongono 
soltanto di tipo finito.

Per tali spazi misti generali si danno qui alcuni primi risultati. Ulteriori 
sviluppi della teoria (morfismi finiti, forme differenziali ecc.) saranno oggetto 
di un prossimo lavoro.

Si fa uso della nozione di spazio bi-anellato introdotta da M. Jurchescu
in [3].

I. I.A CATEGORIA DEI MODELLI

Sia R* =  =  Ma? =  R*XC?, 0^ . ,  il
fascio su NLp,q delle funzioni a valori complessi di classe Ck (o <  k <  oo) 
in R^X R2̂  (immagine reale di Mp,q) e di classe C“ in { /}x C ?, W € R̂ , (cioè 
analitiche nelle variabili tp+1 , • • •, tp+q), 0 >̂,g il sottofascio di 0^ ,* delle 
funzioni che si fattorizzano attraverso R (e quindi non dipendono dalle varia
b ili complesse).

M.p,q =  (M?,q,  ̂ dunque uno spazio anellato in C—algebre con un
(k)

sottofascio privilegiato di R-algebre 0^,*  (delle « sezioni reali »); esso è cioè
f. (k) (k)

uno spazio bi-anellato (M*** , 0M/,*, 0^,*)' (Cfr. M. Jurchescu, [3]).
Gli spazi bi-anellati (X , 0X , 0X) in C-algebre ed R-algebre e i loro 

morfismi (definiti in modo ovvio, cfr. Definizione 1.3) costituiscono una cate-

(*) Nella seduta del 13 novembre 1971.
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goria, Ann-2 . Gli spazi bi-anellati con fasci strutturali aventi per fibre 
O x , (0 'x ), x e X, anelli locali con corpo residuo isomorfo a C (risp. ad R) 
costituiscono una sottocategoria piena Loc- 2  di Ann—2. Si ha, [3]:

LEMMA i . i .  -  Mpk’q ed ogni suo sottospazio, quali spazi bi-anellati, sono 
oggetti d i L oc—2.

D e fin iz io n e  1.2. -  Dicesi modello locale di spazio misto d i classe Ck ogni 
sottospazio bi-anellato (S , öjx\ €)̂ k)) di presentazione finita di uno spazio

Cioè S è un sottoinsieme localmente chiuso di R^X CL definito da un
(M (M I _

ideale 3 di tipo finito di 0w =  0ma?|w , dove W =  S U S) [i].
Indicheremo con j s : S il morfismo strutturale del sottospazio S.

D e fin iz io n e  1.3. -  Se S , S' sono due modelli e ; s : S ,
i loro morfismi strutturali, un morfismo di modelli:

9 : S -> S'

è un morfismo di spazi bi-anellati (cioè tale che esista : <9g, -> 90*(<9g) 
per cui sia commutativo il diagramma:

0s<—

0s- “ ?o*(0s))

tale che Vs E S esista un sottospazio bi-anellato U C contenente  ̂ ed un 
morfismo di spazi bi-anellati : U -> in modo che si abbia il diagramma
commutativo:

u n s - ----
^juns

S' —
Js'

O sserv a z io n e  1.4. -  I modelli di spazi misti di classe Ck e i loro morfismi 
costituiscohb una categoria, la categoria dei modelli.

D e f in iz io n e  1.5. — Si dirà che un modello S di spazio misto di classe 
C* (k >  1) soddisfa in .?0eS la proprietà (P) se esiste in M?’q un intorno aperto 
U(i*0) di tale che per l’ideale 3 che definisce S come sottospazio di M ^, si abbia

(P) : (a, • n e ^p,!s = . per ogni s e U (j0) n S .

Si dirà che S soddisfa (P) se la soddisfa in ogni suo punto.

U

<1*

M?'*'

20. — RENDICONTI 1971, Voi. LI, fase. 5.
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2. -  Spazi misti

Sia X =  (X , 0X > ®x) uno spazio bi-anellato in C-algebre ed in 
R-algebre.

D efinizione  2.1. -  Una carta di spazio misto di classe Ck su X è una 
coppia (U , £), dove U è un sottospazio bi-anellato aperto di X e  ̂ è una 
immersione, [1], di U in uno spazio tale che Im \  =  £(U) sia un modello 
di spazio misto di classe Ck.

OSSERVAZIONE 2.2. -  Se (U , £) è una carta su X ed Ul è un sottospazio 
bi-anellato aperto di U, allora anche (Ui,Ç|uJ è una carta di X.

D efinizione 2.3. -  Due carte (U , £) , (U', £') su X si dicono compatibili 
se il morfismo di spazi bi—anellati  ̂(U fìU ') ->Ç '(U nU ') indotto dall’iden
tità di U fìU ' è un isomorfismo di modelli.

LEMMA 2.4. — La compatibilità delle carte è una relazione di equivalenza 
nelV insieme di tutte le carte su X.

DEFINIZIONE 2.5. — Una classe di equivalenza di carte i cui aperti rico
prano X si dice atlante di spazio misto di classe Ck su X.

D efinizione  2.6. -  Uno spazio misto di classe Ck è una coppia (X , d^) 
dove X =  (X , &x , O'f) è uno spazio bi-anellato e è un atlante di spazio 
misto di classe Ck su X, (atlante strutturale di X). Si scriverà brevemente
x = (X, af ) .

D e fin iz io n e  2.7. -  Siano X , Y due spazi misti di classe Ck. Un morfismo 
di spazi misti 9 : X Y è un morfismo di spazi bi-anellati tale che per ogni 
carta (U , £) e d!  ̂ ed ogni carta (V, yj) e d^f il morfismo

£ (u  n .? -1 (V)) y](V)

indotto da 9, sia un morfismo di modelli.
OSSERVAZIONE 2.8. — Gli spazi misti di classe Ck ed i loro morfismi costi

tuiscono una categoria che indicheremo con Em.
DEFINIZIONE 2.9. -  Si dirà che uno spazio misto (X ,d ^ ) soddisfa la 

proprietà (P) se ogni carta (U , £) di d^  la soddisfa, e cioè se soddisfa (P) 
ogni modello \  (U).

Lemma 2.10. — Se X è uno spazio misto, lo spazio anellato ad esso sotto- 
giacente è uno spazio bi anellato, oggetto di Loc- 2.

T eorem a 2.11. -  Sia X =  (X , &x) uno spazio misto. Se k — oo o se 
i <  k <  oo ed X soddisfa la proprietà (P), P applicazione'.

Hom£m(X , M f)  r (X , X T(X , 0X)'

definila ponendo
9 1-̂  (9i(0 *” , »<Pi(^+f))

ove 9 =  (90 , 9X), è una biiezione.
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Per la dimostrazione di questo Teorema occorre premettere i seguenti 
due Lemmi:

Lem m a 2.12. — Sia f  z T  (U, &k\,q) dove U è un intorno aperto delVori-
M. ’

gine O di Mp,q. Esiste allora un intorno convesso UiCU di O, tale che per ogni 

coppia di punti u , v e Ui si ha: f ( v )  —/  (u) =  ^  (Pi — uì) f i  (u . v), dove 

/ , . e r ( U ,0^ > ) .

Dimostrazione. -  Posto F ( t )  =  /  (u -|- t  (v ■— uj) per t  reale variabile

nell’intervallo [o , i], risulta / ( v ) —f  (u) =  j F'(t) cIt. Per provare l’asserto
1 0

basta quindi osservare ch e f { (u,v)  =  I (— ) dr è elemento di r (U ,0 (i^ ) .
1 t  —  H +  T ( v  —  u )  ^

Lemma 2.13. -  Sia (U, 0^ , 0^ )  un sottospazio aperto di uno spazio MY  
(cioè un modello di varietà mista di classe Ck) e sx , • • •, sp+q e T (U, 6 k̂))p x 
X r  (U , e^ )q. Esiste allora uno ed un solo morfismo

? : (U , , <9$ „ )

tale che sia <p0 (x) =  (sx (x) , • • •, sp+q (x)), per ogni x E U.

Dimostrazione. -  Se esiste 9 questa è unica perché (U , 0 ^ , 0^}) è 
uno spazio ridotto, quale modello di varietà.

Per provare l’esistenza di 9, si osservi che la sua componente topologica 
90 è definita nell’enunciato del Lemma, la continuità seguendo dall’ipotesi 
che le sezioni st- sono funzioni di classe Ck in U.

Per definire il morfismo di fasci : 0^ ^  9^ (0^°) si può seguire
la traccia della dimostrazione nel caso analitico, ottenendosi un morfismo 
di spazi anellati. Si prova poi che tale morfismo è di fatto un morfismo di 
spazi bi-anellati perché induce un morfismo : cPo*(0u )) che rende
commutativo il relativo diagramma.

Dimostrazione del Teorema 2.11. -  Iniettività. Poiché il Teorema è di 
natura locale si può supporre che X sia un sottospazio chiuso di presentazione 
finita di un sòttospazio aperto W di un M',f . Siano 9 , : X -> Mp,q due mor-
fismi tali che 9̂  (/,-) =  (0 Per z ~  1 > * * •, p  +  q* Poiché per definizione
(cfr. Definizione 1.3) 9 e  ̂ si possono estendere localmente si può senz’altro 
supporre di avere il diagramma commutativo:

X ---- ----- > W C M r
\ \ +
9 \  \  /  x Y

mr

e che, se a e X, sia j 0 (a) =  O € WC M.r,s. Come nel caso analitico si vede 
subito che 90 =  0̂ e Sl Puo supporre che sia 90 (d) =  ^0( )̂ =  O.
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Indicata con $0 la fibra in O dell’ideale $ che definisce X come sottospazio 
di W si ha il diagramma commutativo (ove la riga è esatta):

O---- ► 3 . ---- * —  °
\ \ 4o* /

9o * \ \  / / 9Ì

dal quale, tenuto conto delle ipotesi e del Lemma 2.12, segue l’asserto.
Surgettività. — Ci si riconduce alle fibre e si prova l’asserto tenendo conto 

del Lemma 2.13.

3. E s i s t e n z a  d e i  l i m i t i  p r o i e t t i v i  f i n i t i  in  Em

T e o r e m a  3.1. — Nella categoria Em esistono i limiti proiettivi finiti.
Dimostrazione. — Indicato con e =  { 0 }  l’insieme costituito da un solo 

elemento, (e , C , R) è oggetto finale di Em. Per provare il Teorema basta 
allora provare che esistono i prodotti diretti finiti e i nuclei dei doppi mor- 
fismi. Occorre il

Lem m a 3.2. — Il prodotto diretto M ’̂ esiste in Em ed è uguale a
MÌ+r’q+s.

Ifimostrazione. — E conseguenza del Teorema 2.11.
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