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Analisi matematica. — Unicita delle soluzioni limitate ¢ comporta-
mento asintotico delle solusioni dell’equazione parabolicals=Ff(x,¢t,z, p),
con f(x,2,2,p) funzione discontinua®™. Nota 1 di CarLa VacHI,
presentata dal Corrisp. L. AmErr1o0.

SUMMARY. — Consider the parabolic equation:
1..om 2
z(x,?) dz(x,2)
(1) ;jazf(x,t),axiaxj & =S(x.t,2,8),

assuming that f(x,#,z, ), defined in D = {xe(; t,z2,p€] = (— o0, +00)}, is measu-
rable and bounded on every bounded set of D.

Given an appropriate definition of solution, we prove that if f(x,Z, 2, #) is monotone
increasing in 2, then all solutions of (1) satisfying the condition z (x,#) lxeag = 0 have
the same asymptotic behaviour for #— + co. Moreover, if there exists a solution bounded
on J, this is the only bounded solution. ’

§ 1. — Sia Q un insieme aperto, limitato e connesso di R”; Q=Q U aQ ®;
J=(—00,40); Jo=[0,+00); Q=QxJ; Q=QxX Jo; Q. =Qx(0< < 7);
Qnr=QX0<t<7); Q={2x€Q,t=1}; Q. =0Q.— Q..

Detto L T'operatore differenziale:

& 3 P
L= Z “"f'<x’l>‘—3x,~8xj__§’
27

si considera l'equazione quasi-lineare

(I‘I) Lz:f(x’t:zrp> ((x,t)EQ;Z:PEJ>,

ove

P={p1, P2, ., pn} = gradz (=52

ox;

I coefficienti a,; (x, #) reali, continui per (x,#) € Q, ed ivi hélderiani,
soddisfano la condizione

aii(x’t> = “ji(x’t)'

*) Istitu:to di Matematica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito nell’ambito della
attivita del Gruppo Nazionale per ’Analisi funzionale e le sue applicazioni, del Comitato
per la Matematica del C.N.R., per ’anno 1971.

(**) Pervenuta all’Accademia il 21 luglio 1971.

(1) Indichiamo qui e in seguito con A la chiusura di un insieme A.
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L’operatore L & parabolico in Q, cio¢ V (x,#) € Q, e per ogni vettore
reale € 5= o, risulta '

1---m
Z “;'j(x:l‘)gii,‘Z O.
27
La funzione f(x,?,z,p) definita in D={(x,H)€Q;z,pe]J}, &
misurabile e limitata in ogni dominio limitato.
Posto

fHilx,t,2,p)= minlim fE,~,T, ),

(1.2) Es7,8,0 = 2,,2,5

So(x,t,2,p)= maxlim f(¢,~,C,p),
1 T55,0 > %,4,2, 5
si introduce la seguente definizione di soluziome: si dice che una funzione
2 (x, %), definita in Qr, & soluzione della (1.1) in Qr, se soddisfa le seguenti
condizioni:

a) z(_x,l),zxi(x,z‘)ECo(QT);

é) 2t (x ’ t) ’ le,s (X ’ t) € Lz (QT):
¢) risulta @, q.o. in Qr,

(1) Lo, D€fi(e,t,50c,0), 0, ) falw,,2(x,0, 0, 0).

Se poi z (x,#) & definita in Qo (in Q), si dice che z (x, £) & soluzione in
Qo (in Q), se valgono le condizioni a) e ¢), in cui si legga, in luogo di Qt, Qg
(oppure Q), e la condizione 4) in cui si sostituisca a L?(Qr), Lie (Qo)
(oppure LE(Q)).

Si osservi che se si modifica la definizione della funzione flx,t,2,p)
nei punti in cui & f1(x,#,2,p) <fo(x,¢,2,p), considerandola come poli-
droma e ammettendo che in tali punti assuma tutti i valori dellintervallo

fl(x,f,Z;P)"_sz(x:l‘,Z,P%

la (1.3) si puo scrivere ancora nella forma (1.1). A tale convenzione non ci
atterremo perd in seguito, e ci riferiremo sempre alla (1.3).

Ricordiamo anche che f; (x,#,2,p) & semicontinua inferiormente ed
Sfo(x', 2,2, p) ¢ semicontinua superiormente.

In un precedente lavoro @ ¢ stato dimostrato che se f(x,#,2, p) & con-
tinua in D, e crescente come funzione di 2, allora le soluzioni classiche della
(1.1) in Qo, soddisfacenti la condizione ai limiti

(1.4) Z("’l‘)‘xeagzo’ VEE€ o,

1(2) Per una analoga definizione di soluzione, cfr. ad es. L. AMERIO e G. PROUSE,
On the non-linear wave equation with dissipative term discontinuous with respect to the velocity,
Nota I, « Rend. Acc. Naz. Lincei», ser. VIII, 44 (1968), p. 492.

(3) C. VAGHI, Sul comportamento asintotico delle soluzioni di equazioni non lineari di
Zipo parabolico, Nota I e 1I, « Rend. Acc. Naz. Lincein, ser. VIII, 4r (1966).



[11] CARLA VAGHI, Unicite delle soluzion:i limitate, ecc. II

hanno tutte lo stesso comportamento asintotico per #-» - co. Da tale pro-
prietd segue un teorema di unicitd di soluzioni limitate in Q, nel senso che
se esiste una soluzione, soddisfacente la (1.4) Vz€ J, definita in tutto Q
ed ivi limitata, tale soluzione & 'unica soluzione limitata in Q.

Scopo del presente lavoro & di estendere questi risultati al caso, ora con-
siderato, in cui la f(x,#,2, p) ¢ funzione discontinua.

La dimostrazione data in @, relativa al caso classico, & basata su uno
studio diretto delle funzioni

N(@) =maxz(x,d) , p@ =minz(x,?,
xeQ xe 0

e il comportamento delle soluzioni & dedotto da alcune disuguaglianze diffe-
renziali a cui soddisfano tali funzioni. Nella presente Nota invece, sia il com-
portamento asintotico che l'unicitd della soluzione limitata, sono dedotti
da una generalizzazione del ben noto principio di massimo relativo alle solu-
zioni classiche dell’equazione parabolica, che viene qui esteso alle funzioni
che sono soluzioni, nel senso sopra indicato, dell’equazione (I.I), con
f(x,¢t,z,p) discontinua (cfr. § 2, lemma II).

Nel § 3 si considerano le soluzioni della (1.1), soddisfacenti la (1. 4), e
si dimostrano i seguenti teoremi:

L. = La funsione f(x,t,z,p), definita in D= {(x,)€qQ j2,p€]},
Sia misurabile e limitata in ogni dominio limitato. Inoltre esista una funzione
o (2), continua per z €], soddisfacente la condizione

(1.5) 26 (2) >0 per z==0 (= w(0)=0),
e tale che risulti, Vx , ¢,

filx,t,2,00>w0(2) per z>0
Sfo(x,2,2,0)<w(o) per z<o.

(1.6)

Allora il problema (1.1), (1.4) ammette la soluzione nulla. Ogni altra solu-
zione in Qo, ¢ asintotica a questa per t— - oo, nel senso che risulta
(1.7) : limz (x,#) = o0,
> 400
uniformemente per x € Q.
Inoltre z2(x,t) = 0 ¢ lunica soluzione limitata in Q.

II. — La funzione f(x ,¢,z,p), definita in D= {(x,£)€Q;z,p€]},
misurabile e limitata in ogni dominio limitato, sia monotona crescente in z:

pin precisamente esista una funzione o (2), continua per z €], soddisfacente
la (1.5), e mle che risulti, Nx ,t,z, p,

( filx, t,2tw,p)—falx,t,2,0) >0 (W) per w>o0

(18) ?fz(x,z‘,z—l—w,p)—fl(x,z‘,z,p)<co(w) per w<o.
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Allora tutte le soluzioni del problema (1.1), (1.4). hanno, per t— - oo,
lo stesso comportamento asintotico, nel semso che, dette z) (x ,t) e 25 (x ,t) due
qualsiasi soluzioni, risulta:

lim {z; (x ,£) —2,(x ,8)} = o,

t—> 400

uniformemente per x € Q.

Inoltre se la (1.1) ammette una soluzione in Q, soddisfacente la (1.4) YVt €]
e limitata in Q, questa ¢ Punica soluzione limitata in Q.

III. — Siano soddisfatte le seguenti ipotesi:
a) ¢ coefficienti dell’operatore L siano indipendenti da ¢:
1---m
92 o El
L= ; ﬂzy(x)j,;a—é*@;:A——g;
b) lequazione differenziale:
(1.9) Ay (%) 42y (@) =o

ammetta, in ), una soluzione Y (x) > 0, continua con Y (x) e Yape, (%) im0
corvispondente a un valore N> 0;

©) la funzione f(x,t,z,p), definita in D= {(x,H)eQ;z,p€]},
sia misurabile ¢ limitata in ogni dominio limitato. Inoltre esista una funzione
o (2), continua per 2z €], soddisfacente la (1.5) e tale che risulti, Nx ,¢,z, p,

C filx,t, st w, pFwgradlog y(x) —fo(x, 2,2, ) > o (w) —Aw
; per w>o,

Se(x,t,z2+w, ptwgradlogy(®) —f1 (x,2,2, ) < o (w)
per w<<o.

(1.10)

Aw

Allora tutte le soluzioni del problema (1.1), (1.4) hanno, per t— -+ oo,
lo stesso comportamento asintotico, nel semso precisato in 11.

Inoltre se la (1.1) ammette una soluzione definita in Q, soddisfacente la
(1.4) Vt€] e limitata in Q, questa é Punica soluzione limitata in Q.

Nel § 4 si suppone la frontiera 9Q di classe C', e si studiano le soluzioni
della (1.1) soddisfacenti la condizione @:

:‘l’(x’t"g)’

con ¢ (x,#,2) definita in S = {x€3Q;#,2€]}, misurabile, e limitata in
ogni insieme limitato di S. Precisamente posto:
P1(x,2,2)=minlim ¢ &, 7, ),

3Ty 6 —=>x,2,8

Yo(x,2,2) =maxlim¢ (€, ,0),

E,7,0—=>x,2,2

oz (x, %)

(r.11) > leeso

(4) Con 3/9v si intende la derivata normale, orientata verso l'interno.
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si dice che #(x,7) soddisfa la (1.11) se risulta, Vx €3Q, e V¢€],

(1.12) s (e, D€y (x, t 2 e, ) (2,2 (2, 2).

Si ottengono teoremi analoghi a quelli sopra riportati, e in particolare
si prova che se f(x, 2,2, p) soddisfa alle ipotesi di 11 e § (x , ¢, 2) é monotona
crescente in z, allora tutte le soluzioni della (1.1) soddisfacenti la (1.11), hanno
lo stesso comportamento asintotico nel senso precisato in 11. Inoltre, se esiste una
soluzione del problema (1.1), (1.11) definita in Q ed ivi limitata, tale soluzione

¢ lunica soluzione limitata in Q.

§ 2. — Nella dimostrazione del teorema I si utilizzano i due seguenti
lemmi riguardanti il principio di massimo ®:

LemMMA 1. - Sia 2 (x,?) una funzione definita in Qr, soddisfacente le
condizioni a) e b) del § 1, soluzione debole ® dell’equazione

Le(x,8) =& (x,9),

con § (x,%) definita q.0. in Qr ed 1vi misurabile ¢ Limitata.
Allora se ¢ & (x,2) >0 (§ (x %) < o) g.0. in Qr,z(x,%) assume il suo
valore massimo (minimo) su 3 Qr.

LemMA I1. — Sia 2(x,?) una soluzione in Qi dellequazione (1.1), nel
senso indicato al § 1. Inoltre f(x,¢,2,p) soddisfi alle ipotesi del teorema 1.

Allora se z(x,%) ha un massimo > o (minimo <o) in Qr, questo ¢
assunto su 3 Qr.

Dimostriamo il lemma I. Ammettiamo che z(x,#) abbia un massimo
in un punto (¥,1) €3  Qr. Esiste allora un cilindro R; ;, definito dalle
limitazioni

|[x—%| <8 , #<t<i (3= cost. >0 opportuna, # > 0)
tale che risulti

Indichiamo con O, ed O; le intersezioni di R s conipianiz=¢#et=1
In R- .7» consideriamo la funzione u (x , #) deﬁmta come soluzione clas-
sica del problema

Lu(x,H)=o0

(2.1) ( ”(x’?)

=z,

* —
SR SR (3 R; ; =%, ; —0O),
%, x,t

e poniamo

(2.2) v(x,t)=z2(x,0)—ux,?).

(5) Per 1L principio di massimo relativo a ‘soluzioni deboli, cfr. anche J. KADLEC,
Strong mazximum principle for weak solutions of nonlinear parabolic differential inequalities,
«Casopis Pro Péstovani Mat.», gz (1967), pp- 373-389.

(6) Cfr. ad es. J. L. LIONS, Problem: misti nel senso di Hadamard classici e generalzz-
zati, « Rend. Seminario Mat. e Fis. di Milano», 28 (1959), p. I54.
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Anche la funzione v (x, #) risulta definita in R - ed & ivi necessariamente
continua. Inoltre v (x , #) pud essere considerata come soluzione debole @ del
problema

Lov(x,£) =8 (x,%)

(23) ? oz, )

*R_ _ — O.
x,t

Detta G (x,#; &, 7) la funzione di Green del problema (2.3), si ha allora:

(2.4) v(x,z‘)==—defG(x,t;E,T)o‘F(E,T)dE.

Ao O

Questo & ben noto se § (v, #) ¢ holderiana in R-  (perche allora v (x, #)
¢ soluzione classica). Nel caso qui considerato, la (2.4) si deduce dal teorema
di dipendenza continua dal termine noto ®, valido per le soluzioni deboli
della (2.3), ottenendo & (x,#) come limite di una successione &, (x,¢) di
funzioni holderiane in R- - ed ivi equilimitate.

.1 . ® 7 . . .= .. .

Poiché & (x,#) & positiva, per ipotesi, q.o. in Qr (e quindi anche in
RE,?>’ ed ¢e® G (x, Z; £, 7) >0 per >, risulta, per la (2.4),

(2.5) v(x,H)<o , Vxe€O, , #<t<I.

~D’altra parte, per il principio di massimo valido 0 per le soluzioni
classiche del problema (2.1), si ha, in R-

x,t°

u(x,f) < max wu(x,f)= max z(x,?).
@) €3 R- - (x.H) € * R

Ne segue, per la (2.2) e la (2.5), che risulta

@, D=uX,)+ov&,)< max z(x,?),
@hHeFR

assurdo se (¥ ,7) ¢ di massimo per z(x,?).
Il lemma I & pertanto dimostrato. Proviamo ora il lemma II.
Ammettiamo che z (x , #) abbia massimo positivo in un punto (% , T) € 3" Qr.
In (%, 1) risulta:

z(x,)=2>0 , p(E,)=o0,

(7) Cfr. Lc. in ®,

(8) J. L. LioNs, Lc. in ®, p, 160. )

1(9) Cfr. ad es. A. FRIEDMAN, Partial differential equations of parabolic Zype, Prentice—
Hall '(1964), Corollario 1, p. 83.

(10) Cfr. ad es. O.A. LADYZENSKAJA, V.A. SOLONNIKOV e N.N. URAL’ CEVA, Linear
and quasilinear equations of parabolic type, « American Math. Soc.», (1968), th. 2.1 e coroll. 2.1,
pp. I3-I5.
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e quindi, per la (1.6), ¢&:
HE,I,2,00>0(()>o0.

Per la continuita di z(x,#) e p (x,?), e per la semicontinuitd inferiore
di fi(x,2¢,2,p), esiste allora un cilindro R; ;CQ,UQ;, definito dalle
limitazioni

lx—x| <8 , 1—8<sr<l,
tale che, in R -, risulti

filx,t,2(x,0), px, ) > o).

Ne segue che Lz (x, £) assume, per la (1.3), in ogni punto di R- ; in cui
¢ definita, un valore positivo. Indichiamo tale valore con & (x, #):

Le(x,0) =8 (x,?2).

§ (x, #) risulta percid definita q.o. in RE,? ed ¢ ivi limitata e positiva.

Ma allora, per il lemma I, z(x, #) non pud avere un massimo in x, D),
e l'ipotesi ammessa ¢ assurda.

Analogamente si verifica che z (x, #) non pud avere un minimo negativo
in un punto € 3 Qr.

Aggiungiamo infine una assai semplice osservagione sulle proprieta del-
Dintegrale dell’ equazione

(2.6) PO =—0bk@®)
soddisfacente la condizione
o) =290,
poiché la (2.6) ci servira in seguito (cfr. Nota II, § 3) come equazione di

confronto.

Ricordiamo che ® (p) soddisfa la (1.5). Inoltre, senza ledere la generalitd
dell’ipotesi del teorema I, possiamo ammettere che sia

1) [ =, Vo
0

Osserviamo che, per la (2.6), ¢ > 0= ¢ () decrescente in tutto l'intorno
di 7 in cui sia ¢ (#) > o. Dimostriamo poi che ¢ (#) non pud annullarsi in
un punto al finito, e quindi s¢ ¢ ¢ > o, @ (f) ¢ positiva, decrescente in 1 + oo,
e inoltre risulta:

(2.8) lim ¢ () =o.

t—> 400
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Dalla (2.6), integrando fra # e I (con # > 1), si ha infatti:
@ @) k
i | 2@ C dp
(2.9) . f oGy ¢ J (@)’
@ ()

assurdo, per la (2.7), se fosse in un punto # (al finito) @ () = o.
Per verificare la (2.8), ammettiamo, per assurda ipotesi, che sia

lim e(#) =7>0 (=0 =10).
t—> 400
Si ha allora:
w(t) @ ()
de de
J o = | aley < T

mentre dalla (2.9) segue:
@ ()
_de

o (p)
® ()

— 4+ oo per ¢— 4 co.

Pertanto la (2.8) ¢ provata. Analogamente si verifica che, se ¢ ¢ < o,
@ () ¢ megativa, crescente in 1 + oo, e vale ancora la (2.9).



