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Geometria. — Alcune proprietà delle varietà algebriche reali. 
Nota (,) di Margherita G albiati e A lberto T ognoli, presentata 
dal Corrisp. G. Zappa.

Summary. — This work lists some general results about the study of real algebraic 
varieties (in the sense of Serre). The proofs will appear soon.

Lo studio delle varietà algebriche reali è stato piuttosto trascurato dalla 
scuola dei geom etri algebrici « classici » e la teoria degli schemi è stata quasi 
sempre applicata alla geom etria algebrica complessa.

Non ci è parso dunque inutile studiare le varietà algebriche reali 
secondo la definizione di Serre (in effetti Serre nel suo celebre lavoro F.A.C. 
si pone nell’ipotesi che il campo di base sia algebricam ente chiuso e quindi, 
almeno esplicitam ente, non tra tta  la geom etria algebrica su R).

Scopo del lavoro, di cui qui diam o un sunto, è stabilire alcune proprietà 
di base delle varietà algebriche reali, proprietà che gli A utori sperano possano 
servire ad ulteriori indagini su questo argom ento (in particolare si pensa di 
arrivare, anche nel caso reale, ad uno spazio dei cicli algebrici analogo a quello 
definito nel caso complesso da A ndreotti e Norguet. Vedi [1] e [2]).

Su W  considereremo, salvo avviso contrario, la topologia di Zariski.
Sia §lRn il fascio dei germi delle funzioni regolari (una funzione /  si dice

Dicesi varietà affine di un chiuso (di Zariski) V di R n con il fascio $ty 
dei germi di funzioni di V in R, che, localmente, sono restrizioni di funzioni 
regolari di RL

Dicesi prevarietà algebrica reale uno spazio con fascio di anelli locali 
(X , $tx) che localm ente sia isomorfo (come spazio con fascio di anelli) ad 
una varietà affine e che sia ricopribile con un num ero finito di carte affini.

Si definisce, nel m odo solito, il prodotto di due prevarietà algebriche 
reali e si chiam a varietà algebrica reale ogni prevarietà algebrica reale 
(X , cOtx) la cui diagonale Ax sia un chiuso di X X X.

Diremo complessificazione di una varietà affine reale ( V , §ty) di 
R n, R” C C W, la più piccola varietà algebrica complessa (V, $t^) contenente V.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del GNSAGA del CNR. 
(**) Pervenuta all’Accademia il io agosto 1971.

regolare in x  e R n se, su un intorno di si ha /  =  con p  , q elementi

4. — RENDICONTI 1971, Voi. LI, fase. 1-2.
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Diremo complessifìcazione della prevarietà algebrica reale (X , cRx) ogni 
prevarietà algebrica complessa (X , cRg) tale che:

i) contiene X come sottovarietà algebrica reale;
ii) per ogni x  e X  esiste un intorno affine U* di x  in X ed un 

intorno U* di x  in X tale che U x sia realizzabile come complessifìcazione 
di U*.

A nalogam ente a quanto accade nel caso analitico si ha il:

T eorema . S ia  (X , cRx) una prevarietà algebrica reale; esiste allora una 
complessi f i  caia (X , £RX) d i X su cui esiste uri applicazione antiregolare invo- 
lutoria a : X  -> X tale cke\ X =  {x  e X | g ( x )  — x }  .

Date inoltre due prevarietà algebriche reali (X , £RX) , (Y , £Ry), due loro 
complessificazioni (X , eTg) , (Ÿ , £Rç) ed un morfismo /  : X —> Y, allora esiste 
un morfismo f i  \ U x ->  Y che estende f  ad un intorno (di Zarisk i) d i X in  X .

(D unque la complessifìcata è unica attorno ad X).
Se X è una varietà s i può supporre che X sia una varietà.

Sia (Vjcïty) una varietà algebrica reale affine, ùRy =  Ty (äty) Fanello 
delle sezioni di £Ry , spec cRy — insieme degli ideali prim i di oRy .

Sia poi (spec eRy , £Ry) lo schema affine associato all’anello £Ry .
Vale il

LEMMA. Gli ideali m assim ali d i cRy corrispondono Munivocamente ai 
p u n ti d i V (nel seguito identificheremo V con i l  sottospazio d i  spec cRy form ato  
dai p u n ti chiusi).

I l  fascio  cRy si può identificare con $ty j v .

Si hanno dunque due potenti mezzi per lo studio di una varietà algebrica 
reale: la complessifìcazione e lo studio dello schema associato alla varietà 
(lo schema che si ottiene incollando gli schemi affini associati ad un ricopri- 
m entò affine).

Gli A utori hanno Timpressione che convenga usare ora l’uno ora l’altro 
strum ento, a seconda della na tu ra  dei problemi.

Vogliamo infine dare una lista di risultati che si sono ottenuti in questa 
prim a indagine:

a) d ata  una prevarietà algebrica reale (X , £RX) il fascio £RX è un fascio 
Oojerente di £RX m oduli (contrariam ente a quanto accade nel caso analitico);

b) per le varietà affini reali vale l ’analogo del Teorem a A;
c) per le varietà affini reali non vale l ’analogo del Teorem a B (pur 

valendo ovviam ente il Teorem a B per lo schema affine associato);
d) ogni aperto di una varietà affine reale è una varietà affine reale;
e) lo spazio proiettivo reale con la stru ttu ra  naturale di varietà alge

brica è una varietà affine reale (e quindi tu tte  le varietà algebriche proiettive 
sono affini);



[43] M. Gale IATI e A. Tognoli, Alcune proprietà delle varietà, ecc. 43

f )  lo spazio proiettivo complesso, con la s tru ttu ra  reale soggiacente, 
è una varietà affine (e quindi tu tte  le varietà proiettive complesse con la s tru t
tu ra  reale indotta  sono affini);

g) date due varietà algebriche reali irriducibili (V , cïtv) , (W , $tw) e 
due loro complessificate irriducibili (V , §1$) , (W , se V è isomorfa a W  
allora V è birazionalm ente equivalente a W.
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