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Analisi matematica. — Swu/l'esistenza di elementi uniti per trasfor-
mazioni in spazi di applicazioni misurabili. Nota di TERESA Bruno,
presentata ? dal Socio C. MIRANDA.

SUMMARY. — We give an existence Theorem for fixed points of transformations (T, T")
on spaces of measurable functions of a compact metric space into a B-space.

E certamente interessante, per le molteplici applicazioni che ne possono
conseguire, lo studio dei sistemi del tipo

Sv——T(v,w) (0, ) eSXS
( w="T(v,w)
S e S’ essendo spazi di funzioni definite in uno spazio metrico ed a valori
in uno spazio di Banach, T e T’ trasformazioni definite in SXxS'.

In proposito, qualche anno addietro R. Fiorenza ha stabilito in [1] un
notevole teorema concernente l'esistenza di soluzioni del sistema, ovvero,
cio che ¢ lo stesso, l'esistenza di elementi uniti per la trasformazione

(T,T):SXS - SXS'

quando S e S’ sono spazi di applicazioni continue; per chiarezza crediamo
opportuno riportarne I’enunciato, ed a tale scopo premettiamo alcune nota-
zioni e definizioni introdotte dallo stesso Fiorenza, e che peraltro utilizzeremo
anche nel seguito.

Siano, X e Y spazi metrici compatti, A e B spazi di Banach, Ay[Bx]
lo spazio di Banach costituito dalle applicazioni continue di Y[X] in A[B]
con la norma

loly, =sup o)l Dl = sup [w(@)],]

Per ogni A’C A si denota con Ay il sottoinsieme di Ay costituito dalle
funzioni a valori in A’, e con (A’) il sottoinsieme di Ay costituito dalle
funzioni costanti; analogo & il significato di By e di (B") per ogni B'C B.

Per ogni 2 € A e per ogni 6 € B, le applicazioni

v€EY—>a , zxze€eX=b

si denotano con (&) e (4) rispettivamente.

(*) Nella seduta del 18 giugno 1971.
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Sia A"CA [B*CB] e
T:AyXBx—> A} [T’ : Ay X Bx — Bx];

per ogni ¥, € Y e per ogni w, € B; [per ogni x; € X e per ogni 7, eAfg], I'ap-
plicazione

a€A" = T(@),wy) (5)  [6€B* > T, B)(@)]

si dice generata da T (in corrispondenza di y, e wy) [generata da T' (in corri-
spondenza di x, e v,)]; inoltre, si dice che T[T'] conserva le uguaglianze se

Vwe Bx, VyeY, V(zy,29) €AY (01(3) = 23(3) = T(on,w)(») = T (2, w)(5))
[Voe Ay, VxeX, V(w,,wy) e Bk (wy(x) = wo(x) =T (v,w1) (x) = T'(v,w5)(x))].

Infine, se {0},
un sottoinsieme chiuso Sp di uno spazio metrico S, a valori in un sottoinsieme
di S relativamente compatto ¢ dotate rispettivamente di un unico elemento
unito, si dice che 'unicita per elemento unito, x;, di 0; & uniforme rispetto
ad 7 se

¢ una famiglia di trasformazioni continue definite in

(1) Ve>o 38>o0: (ds(x,0;(x)<d=>ds(x,x)<c) Vr€eS,, Vie].

Il teorema di Fiorenza & il seguente:

Siano A* e B* sottoinsiemi convessi e compatti rispettivamente di A ¢ B, e
T:AyxBx— Ay , T :AyxBx— Bx

trasformazioni continue che conservano le uguaglianze.

Le trasformazioni di B* in B* generate da T' ammettano rispettivamente
un unico elemento unito; quelle di A* in A* generate da T soddisfino alla stessa
proprieta, lunicita essendo uniforme in B;.

Allora, se insieme T ((A*)XB:() ¢ relativamente compatto, la trasforma-
zione (T, T") di Ay XBx in Ay X Bx ammette almeno un elemento unito.

Questo risultato ¢ conseguito mediante il teorema di Schauder, che &
utilizzato, proprio in virt dell’ipotesi di unicitd uniforme, per un’opportuna
trasformazione che traduce il problema in uno equivalente. Esso si presta
a numerose applicazioni, alcune delle quali sono state indicate dallo stesso
Fiorenza ), in particolare si applica alla risoluzione di classici sistemi di
equazioni integrali; ma si tratta in genere di problemi risolti in ipotesi di rego-
larita e per soluzioni in classi di funzioni regolari.

E spontaneo allora cercare di stabilire un risultato, dello stesso tipo,
che perd possa operare in ipotesi piti generali, quelle ad esempio di Carathéo-
dory, e che comunque si riferisca a trasformazioni definite in spazi piti ampi
degli Ay e Bx, precisamente quelli delle applicazioni misurabili.

(1) Vedi i problemi esposti in (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) di [1].
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D’altra parte, successivamente K. Deimling ha considerato in [2] alcuni
sistemi, abbastanza generali, di equazioni integrali in ipotesi di Carathéodory, ed
ha stabilito per essi un teorema di esistenza utilizzando, sostanzialmente come
in [1], il teorema di Schauder; ci6 ¢ reso possibile innanzitutto dalla particolare
topologia introdotta negli spazi di funzioni misurabili rispetto ad una variabile
e continue rispetto all’altra, che sono gli spazi in cui i problemi sono posti.

Tale lavoro di Deimling suggerisce in modo naturale il tipo di topologia
per gli spazi pili generali che vogliamo considerare. :

Introduciamo pertanto in Y e X due misure positive @, p e p' rispetti-
vamente, e con Ay indichiamo lo spazio delle [classi di] applicazioni p-misu-
rabili di Y in A, o, tali che I'applicazione (y € Y — ||z (¥)|,) sia p-integra-
bile in Y, con la norma

o1, = [ 191, dus
Y

analogo ¢ il significato che diamo a By.

In questi spazi, che risultano spazi di Banach, stabiliamo un risultato
analogo a quello di Fiorenza; cio & l'oggetto della presente Nota.

L’idea centrale appare quella di far dipendere da y[x] "insieme dei
valori di T (v,w)(y) [T'(v,w)(x)], ciot di sostituire A* e B* con famiglie
di insiemi {A*(9)} oy € {B*(%)},cx; tali insiemi dovranno godere di parti-
colari proprieta, che peraltro nel caso regolare sono banalmente verificate
e che non necessita mettere in evidenza.

Al fine di enunciare il teorema, introduciamo due definizioni. Diremo
che la famiglia {A* ()} . € quasi compatta (rvispetto a ) [quasi relativamente
compatia (rispetto a w)] se per ogni w>o0 esiste un compatto Y,C Y tale che
w (Y —Y,)< o e l'insieme

U A¥(y)
€Y,
sia compatto [relativamente compatto]; cio lo esprimeremo anche dicendo

che U'znsieme
U A%()

y€Y
¢ quasi compatto [quasi relativamente compatto]; analogamente per la fami-
glia {B*(%)} .-
Consideriamo ora un sottoinsieme V di Ay soddisfacente alle seguenti
condizioni:

a) la funsgione z'nZegraZe f[lv( Wl dp, v€V, ¢ equiassolutamente con-
E

tinua nella famiglia dei sottoinsiemi misurabils di Y ;
b) per ogni successione {v,} di elementi di NV, U Uwv,(y) é quasi relati-
vamente compatio. 7Y n

(2) Per il significato di misura positiva su uno spazio metrico compatto e per i concetti
di misurabilita, integrabilita e relativi risultati, ved. J. DIEUDONNE, Eléments d’analyse, I1.
Gauthier-Villars, Paris.
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Si pud dimostrare che, se le funzioni v € V sono y—quasi equicontinue ®,
allora N ¢ relativamente compatto; percid diamo la seguente definizione: un
sottoinsieme di Ay che goda delle proprietd a) e b) lo diremo relativamente
compatto 7 senso forte se & costituito da funzioni p—quasi equicontinue.

Naturalmente, se { V(Y")}, - ¢ una famiglia di sottoinsiemi di Ay soddi-
sfacenti alle condizioni a) e b),—si dira che V(Y) & guasi relativamente com-
patto in senso forte (rispetto a w) se per ogni ® >0 esiste un compatto Y,C Y
tale che w (Y — Yw)< o e V(Y,) sia relativamente compatto in senso forte.

Gli insiemi Ay e BX considerati da Fiorenza sono da noi sostituiti dai

seguenti:
Ay ={v:veAy , v(»)€A"(y) q.o. in Y}
Bt ={w:weBx, w() e B*(x) q.o.in X};

per semplicita di scrittura, per ogni Y'CY e per ogni X'C X, porremo

GNY) = A%y , B(X)=uU B*@).
yE€Y x € X/

Il teorema cui abbiamo accennato ¢ il seguente:

Siano {A*(y) bey ¢ AB*(0)}, ¢ x famiglie quasi compatte di sottoinsiemi
convesst di A e B rispettivamente.

Siano inoltre

TZAYxBx—>A§ , T . AY Bx — BX

trasformazioni che conservano le uguaglianze, soddisfacenti alle seguenti conds-
gioni:

1) T[T] ¢ w-quasi continua [W-quasi continual in (Q* (Y)) x
X Bx [Ay X (B* (X)) 2% modo semiregolare rispetto a wlv] @, ¢ risulta

IT@, @)Dy <M() qo.in Y , [T, »)#)]; <M(x) qo.in X,

essendo M[M'] una funzione integrabile in Y[X].

2) Per g.o. x€X ¢ per ogni veAy, la trasformazione di B*(x) in B
generata da T in corrispondenza di x e v, ammette un unico elemento unito,
per q.0.y €Y le trasformazioni di A*(y) in A, generate da T per ogni w € B*
hanno la stessa proprzem ¢ soddisfano alla condizione espressa dalla (1), al
vartare di w in B

(3) Cio¢, per ogni @> o0 esiste un compatto Yo CVY tale che u(Y —Yo) < o e le
funzioni siano equicontinue in Y.
(4) Con cig intendiamo che per ogni o > 0 esiste un compatto Y, CY [X, CX] tale

che p(Y—Yo) <o [0(X~Xo) < o] e T[T'] sia continua in (A*(Y,,))x B} [Ag x (8"(X )]
Si noti che, conformemente ad una notazione di cui si & gia detto, (€ *(Yw)) [(e‘B*(Xm))]

denota I'insieme delle funzioni appartenenti a Ay[By], a valori in a* (Yo) [33 (Xw)] e
costanti.

47. — RENDICONTTI 1971, Vol. L, fasc. 6.
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3) L'insieme T ((Q*(Y)) X Bx) ¢ quasi relativamente compatto in senso

Sorte, rispetto a u O, e analogamente T'({v} X (B* (X)), rispetto a ' ©, per
ogni v € Ay.

Allora la trasformazione (T,T ’) di Ay XBx in Ay X Bx ha almeno un ele-
mento unito.

Il procedimento dimostrativo ¢ quello seguito da Fiorenza; si utilizzano,
in modo opportuno, le proposizioni stabilite dal citato Autore e che in esso
intervengono, nonché il criterio di relativa compattezza cui si € accennato
pitt sopra. E facile intuire che in tutto questo interverranno in modo partico-
lare le proprietd che si riferiscono direttamente o non alle famiglie {A* ()}, ev
e {B*(®)}.ex, e che pertanto & superfluo esporre la dimostrazione senza i
necessari dettagli. Cid sara fatto in un lavoro di prossima pubblicazione, in
cui proveremo anche ogni asserzione fin qui espressa.

In applicazione del risultato stabilito, si ritrovano due teoremi di esistenza
dimostrati da G. Santagati [3] ™, relativi ad altrettanti sistemi integrodiffe-
renziali (di cui sono casi particolari i sistemi di equazioni alle derivate par-
ziali del I ordine di Tricomi [4]) in ipotesi di Carathéodory. Anche di questo,
nonché di eventuali altre applicazioni ed estensioni, ci occuperemo nel lavoro
preannunciato.
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(5) Per la definizione cio significa che per ogni @ > o esiste un compatto Y CVY tale
che w(Y—Y,) <ew e le funzioni di ((él (Y, ))XB ) siano p—quasi equlcontlnue Si
osservi che ha significato parlare di relativa compattezza in senso forte per l'insieme
T (a* (Y))XB;;), perché gli insiemi della famiglia corrispondente gia soddisfano alle
condizioni a) e b); peraltro notiamo che cid che interessa ai fini della dimostrazione, ¢ la
proprleta di p—quasi equicontinuitd, analogamente del resto a quanto si verifica per il teo-
rema di Fiorenza, in cui pure, ipotesi di relativa compattezza equivale a quella della
equicontinuitd delle funzioni dell’insieme cui essa ¢ riferita.

(6) Va fatta un’osservazione analoga a quella contenuta nella Nota precedente; si osservi
anche che nel teorema di Fiorenza T'({z} X (B¥)) & certo relativamente ccmpatto.

(7) 1 teoremi (4.1) e (5.1).



