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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Seduta del 18 ghigno i ç j i  
Presiede il Presidente B e n i a m i n o  S e g r e

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Convexité par rapport à une famille continue de 
courbes. Nota I di T u d o r  Z a m f i r e s c o ,  presen ta ta0  dal Socio 
G. S c o r z a  D r a g o n i .

R iassunto . — L’Autore inizia lo studio della convessità rispetto ad una famiglia di 
curve continua secondo Grünbaum in senso generalizzato: indica risultati e pone problemi.

Soient S et T  deux espaces tels que chaque élément t g T  soit un sous- 
ensemble de S, m uni d ’une topologie p,T. Nous dirons que / ’ensemble E de 
Vespace S est convexe par rapport à T  si E n  T est connexe (dans fxT) pour 
tout t e  T.

Cette définition nous conduit à la notion connue de convexité dans un 
espace linéaire réel si S est un tel espace et T  la famille des droites de S. 
D ’autre part, elle nous perm et égalem ent d ’entreprendre l ’étude de la con
vexité dans beaucoup d ’autres cas spéciaux et il ne m anque pas d ’intérêt 
de com parer des résultats y obtenus avec ceux bien connus pour la conve
xité au sens usuel.

C o n v e x i t é  p a r  r a p p o r t  a  u n e  F.C.C.G.

Faisons dans cette note une courte incursion dans un modèle bidim en
sionnel de convexité p ar rapport à une famille de courbes à un param ètre. 
P ar “ modèle bidim ensionnel ” nous voulons dire que S est une variété à 
deux dimensions; “ un p a ra m è tre ” signifie que T  est une variété à une 
dim ension.

(*) Nella seduta del 18 giugno 1971.

45. — RENDICONTI 1971, Voi. L, fase. 6.
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Plus précisém ent, concentrons-nous ici sur le modèle bidimensionnel 
suivant: S est un disque com pact, chaque t g T  est un arc de Jordan  ayant 
les extrém ités sur f r S  et l ’espace T  est (topologiquem ent) un cercle £ tel 
que l ’intersection de chaque paire de ses éléments (arcs) soit connexe et 
contenue dans l ’in térieur D de S. Nous laissons au lecteur le soin de prouver 
que £ est une F.C.C.G. au sens de [3] (là-bas generalized continuous fam ily  of 
curves', voir aussi [4]), c .-à -d . que les conditions suivantes sont remplies:

-  Chaque point p  G f r S  est l’extrém ité d ’une courbe L  (p) et d ’une 
seule.

-  Si L i , L2 G £, alors L i O L2 est connexe.
-  L a courbe L  (p) dépend continûm ent de p  G frS .

L a convexité définie dans D par rapport à £ est appelée Sl-convexité 
(G rünbaum  [ 1 ]). Nous utiliserons dans la suite le m ot convexe pour un en
semble sim ultaném ent £-convexe et connexe.

T h éo r è m e  d u  t y p e  d e  H ell  y

Lem m e i .  S i  ( ê x}x eA  est une fam ille d'ensembles Sl-convexes à inter
section non-vide, alors n XGA&x est également Sl-convexe.

LEMME 2. Tout ensemble convexe est simplement connexe.
Les dém onstrations de ces deux lemmes étan t im m édiates, elles seront 

omises.

L em m e 3 (M olnar [2]). Soit { ^ } x e  a une fam ille d'ensembles compacts et 
simplement connexes dans le plan  (card A >  3). S i  O xeA <̂x est connexe et si 
n x e Bêx+ 0  quels que soient les sous-ensembles A  , B C A  avec card A  =  2, 
card B =  3, alors n XGA^x est un ensemble non-vide simplement connexe.

T h é o r è m e  i .  Soit { ê À} AeA une fam ille d'ensembles compacts convexes 
(card A >  3). S i  O xg A est connexe et si O xeB &x = 0  quels que soient les 
sous-ensemble A ,  B C  A avec card A =  2, card B =  3, alors O à g a  &x est un 
ensemble non-vide convexe.

Démonstration. En vertu du Lemme 2, les ensembles êx sont sim plement 
connexes. Il résulte alors du Lem m e 3 que f \ e A &x est non-vide et connexe. 
L ’£~convexité de cette intersection est assurée par le Lemme 1.

S u r  l e s  c o u r b e s  d ’a p p u i

Lisons que l ’élément L  G £ est une courbe d'appui global pour l’ensemble E, 
avec E C D , si E se trouve dans la ferm eture d ’une des deux composantes 
de D — L.

L ’élément L  G £ est une courbe d'appui local pour l’ensemble E, avec 
E C D, s’il y a un arc c sur L  joignant deux points extérieurs à E, avec la
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propriété que r f i  E =|= 0  et que pour une certaine composante C de D — L, 
chaque point de c n  E adm et un voisinage V  tel que

V n  E n  c  =  0  .

THÉORÈME 2. Sz <§ est convexe, & c  D et M2 (2) C & alors chaque 
courbe cTappui local de & est aussi d'appui global.

Démonstration. Supposons que est convexe, mais q u ’il y a une courbe 
Lo € £ qui soit d ’appui local, mais pas d ’appui global pour Soit C la
com posante de D —  Lo donnée par la définition des courbes d ’appui local. 
Puisque ê est connexe,

ê T v C n ê  —  0 4 = 0 .

Si ^  appartien t à l ’ensemble ci-dessus, alors

^  e C n  D —  C =  int Lo .

L ’appartenance de x  au sous-arc c de Lo donné par la définition d ’une courbe 
d ’appui local im pliquerait

x e <S n  C  ,

ce qui contredit l’existence d ’un voisinage V de x  tel que

v  n  ^ n  c  = 0  .

Donc x  £ c. D ans ce cas, l’existence d ’un point de & sur c contredirait l’£-con- 
vexité de ê, parce que les extrém ités de c n ’appartiennent pas à à. Donc

ê n e  = 0  .

Soit W C D  un voisinage ouvert connexe de l’extrém ité y Q de c qui est plus 
proche de x  sur Lo, tel que

w  n  £ =  0  ,

et soit W  un voisinage de Lo dans £ tel que L n W = ) = 0  pour tou t L e 6̂ .  
Soit a0 le sous-arc m axim al de L 0 ayan t une extrém ité dans y Q et conte
nant c. Puisque é est £-convexe,

<s n  a0 =  0 .
Considérons m ain tenan t dans W  une courbe L i telle que son extrém ité e 
qui est séparée de L 0 O L i p ar les points de W n L i  soit à l’extérieur de C. 
Puisque M2 (£) C ê ,  on a

Soient
Lo D L i C ê .

y ±e W n U ,  1

(1) M„(£) est l’ensemble des points de D par lesquels passent au moins n courbes 
différentes de £ [3].
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oq le sous-arc de L i d ’extrém ités e et y ± et ß un arc de Jordan d ’extrémités 
y 0 et y lf  inclus dans W. Nous pouvons supposer que Parc a0 (J ß U °h soit 
simple. Evidem m ent,

&n  F=j=0 ,

où F  est la com posante de D —  (a0 U ß U ai) qui ne contient pas Lo O Li et

& (£ F  .

Il résulte ensuite, de la connexité de & et de

ê n W = = ê n o c o ==0
que

n  oq =j= 0  .

M ais ê D oq et Lo D L i sont séparés par jq  éW , ce qui contredit l’£-convexité 
de ê. L a dém onstration est achevée.

Problèmes ouverts

Appelons segment tou t sous-arc (dégénéré ou non) d ’un élém ent (arc) de 2.
Les deux définitions suivantes du point extrém al sont, comme dans la 

convexité ordinaire, équivalentes:
U n  point p  de l ’ensemble com pact ^-convexe E est extrém al si:

I) i l  n 'y a aucun segment non-dégénéré g C E tel que p  6 in t a;
II) V ensemble E  —  {p }  est 2-convexe.

L ’enveloppe 2—convexe d ’un ensemble G est l ’intersection de tous les 
ensembles S-convexes contenant G.

Problème i . E s t- il  tout ensemble compact et 2-convexe l'enveloppe 
2—convexe du sous—ensemble de ses points extrémauxl (Analogue du théorème 
de K rein-M ilm an).

U n  point, un  segm ent ou la ferm eture de la com posante bornée du 
com plém entaire de la réunion de trois courbes de 2 non-concurrentes est, 
par définition, un triangle.

L ’ensemble E  C D est appelé 2—s. 2—c. (resp. 3-s. 2—cl) (2) s’il existe 
un sous-ensem ble F C E  tel que E soit la réunion S2 (F) (resp. §3 (F)) de 
tous les segments (resp. triangles) aux extrém ité (sommets) dans F  (voir [5]).

PROBLÈME 2. E s t- il  tout ensemble compact 2-convexe la réunion de0 trian
gles aux sommets dans l'ensemble des points extrémauxi (Une réponse affirma
tive serait im pliquée par des réponses affirmatives aux problèmes 1 et 3).

Problème 3. Est-elle Venveloppe 2-convexe de G la réunion §3 (G) de 
tous les triangles aux sommets dans G? (Analogue du théorèm e de Carathéo- 
dory).!

(2) 2-simplicialement £-convexe (resp. 3-simplicialement £-convexe).
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Evidem m ent, tou t ensemble 3 —s. 2—c. est aussi 2—s. 2—c., m ais la 
réciproque ne subsiste pas.

T out ensemble £-convexe est en même tem ps 2—s. 2—c. et 3 -j. 2—c.; 
mais il y a des ensembles 2-s. 2-c. qui ne sont pas 2-convexes (par exemple, 
la frontière d ’un triangle non-dégénéré).

PROBLÈME 4 . Y  a - t- il  des ensembles 3 —s. 2—c. qui ne soient pas 2—con- 
vexes? (Une réponse affirmative au problème 3 im pliquerait une négative 
pour celui-ci).

Soient E un ensemble 2 —s. 2—c. et

002 (E) -= sup m in { j  : §2 (F) =  E } .
F

Problème 5. A -t-o n
§2 (F) <  2 ?

(Analogue du Théorèm e 3 de [5]).
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