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Algebra. — Esempi di anelli di Cohen—Macaulay che non somo
di Gorenstein ®. Nota di Mario FIorenTiNI, presentata “” dal
Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — We give some examples of Cohen-Macaulay rings which are not
Gorenstein.

INTRODUZIONE

E noto che, se A & un anello di Gorenstein, A & un anello di Cohen—
Macaulay, ma, nel caso generale, non vale il viceversa. In [4] e [3], utiliz-
zando procedimenti differenti, sono forniti esempi di anelli di Cohen-Macau-
lay che non sono di Gorenstein. ;

Sia p lideale primo dell’anello di polinomi sopra un campo 4,

A=rtlxy, "%, %, ¥s],»>1, con una base minimale di gene-
ratori data dai determinanti del secondo : ordine estratti dalla matrice
M _ xo o« . xn

Yo ' Ya

Sappiamo (cfr. [3] e [5]), che p & un ideale generato da una successione
A-regolare generalizzata e che profy (p) = 4da (Afp) = ».
Siano p; =p + (¥; —x41) A gli ideali omogenei di A generati dai
0<7<i

<7t
determinanti del secondo ordine estratti dalle matrici

XoXy X Kyt X,

Mi:
X1 Ko Xig1 Viel " Y

o<i<n—r).

Nella presente Nota dimostriamo che gli anelli Afp, sono integri, di
Cohen-Macaulay, aritmeticamente normali, ma non sono di Gorenstein.

In una Nota successiva daremo esempi di anelli di Cohen—Macaulay
semifattoriali che non sono di Gorenstein e forniremo alcune applicazioni
geometriche.

I. — NOTAZIONI E RICHIAMI

Tutti gli anelli considerati sono commutativi, unitari e noetheriani.

Poiché la terminologia concernente le nozioni che occorreranno nel
seguito non & unificata, riteniamo opportuno richiamare alcune definizioni.

Siano A un anello e M un modulo finitamente generato su A. Un ele-
mento x € A ¢ detto M-regolare, se I'omomorfismo % : M — M, con % () = xm,
¢ inettivo.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R.
(**) Nella seduta del 20 febbraio 1971.
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Una successione a; ,---, a, di elementi di A ¢ detta M-regolare se a,
¢ M-regolare e a; ¢ (M/(4A +- - -+ @;—1 M))-regolare per ogni z, 1 <7 <.

Indichiamo con /4#(a), coht (a), dim (a), rispettivamente, 1'altezza, la
coaltezza, la dimensione dell’ideale a (cfr. [9]). Inoltre, se M & un A—-modulo,
indichiamo con /dx (M) la dimensione omologica di M su A.

Se a ¢ un ideale di un anello A, chiameremo profonditd di a in A, e la
denoteremo con profs (a), il massimo numero di elementi di A formanti
una successione A-regolare (dove A ¢ interpretato come modulo su A).

Se a ¢ un ideale di un anello A, si ha sempre profy (a) << 44 (A/q).

Diremo che l'ideale a & perfetto se profa (a) = 44 (Afa). Tale defini-
zione, posta da Rees in [8], generalizza la definizione classica di Macaulay.

Un ideale a di altezza % ¢ generato da % elementi & detto di classe prin-
cipale.

Un anello A ¢ detto di Cohen-Macaulay, se sono soddisfatte le proprieta
equivalenti:

() 4t (a) = profa (a), per ogni ideale a di A;
(¢2) ogni ideale di classe principale & puro (cio¢ tutti gli ideali primi
associati ad a hanno la stessa altezza).

Vale QUesta nota proprieta: in un anello di Cohen-Macaulay ogni ideale
perfetto ¢ puro (cfr. [8], Th. 3.2).

Un ideale a dicesi irriducibile se non ¢& intersezione di sopra—ideali
propri.

Un ideale a di un anello graduato A (in particolare di un anello di poli-
nomi) dicesi omogeneo se f€a implica che tutte le componenti omogenee
di f appartengono ad a.

Un anello integro ¢ detto aritmeticamente normale se & integralmente
chiuso nel suo corpo quoziente.

Un anello A si dice di Gorenstein se soddisfa alle seguenti condizioni
equivalenti:

(7) Per ogni ideale primo p,A, ¢ un anello di Cohen-Macaulay in
cui qualche sistema di parametri genera un ideale irriducibile.

(77) Per ogni ideale primo p ogni sistema di parametri in A, genera
un ideale irriducibile.

(777) Peér ogni ideale massimale m, A, ¢ un anello di Cohen-Macau-
lay in cui qualche sistema di parametri genera un ideale irriducibile.

(7v) Per ogni ideale massimale i, ogni sistema di parametri in A,
genera un ideale irriducibile. '

(v) Ogni ideale di classe principale & puro e tutte le sue componenti
primarie sonoirriducibili.

Per la dimostrazione dell’equivalenza delle proprieta (5), (j7), -, (2)
vedi [1].

H
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2. — DUE TEOREMI E ALCUNI LEMMI

LEMMA 1. Con le notazioni dell’introduzione si ha
T A +p =@ A+ YA +DN (A +---+x,A),
dove
T A +yA+p e A+ +x,A
sono tdeali primi.
Dimostrazione. L’inclusione
T A+ pC (oA +yA +0)N (KA 4+ x,A)

¢ immediata.
Per dimostrare l'inclusione opposta, basta verificare che

o AN (g A 4+ +x,A) Cxg A +p,

giacché
(oA + YA+ )N (A 4+ x,A) =
=2A +p+ AN (FAy+ -+ 2, A).
Ora, poiché, per ogni 7z =1,---,%, si ha yox,—¥,x%,€p, se F & un

polinomio di A del tipo F =y, (xy Fy +--- 4+, F,), con F; €A, si deduce

F = 2 (Yo x;, —v:29) Fy + Z vixg Fi€p 4+ x5 A.
0<7<n 0<7<n
LEMMA 2. Siano Q wun anello locale di dimensione d e ideale massi-
male W, by -, b elementi di W formanti una successione Q-vegolare,
Q=Q/(tQ +-- -+ #Q). Lanello Q' é di Cohen—Macaulay (di Gorenstein),
se ¢ solo se Q é un amello di Cohen—Macaulay (di Gorenstein).

Dimostrazione. Per la prima parte del Lemma, vedi [7], vol. I, pag. 326.
Per la seconda parte, vedi [7], vol. II, p. 235.

TEOREMA 1. L'ideale p; ¢ primo e ht (p,) =i + n + 1.
Dimostrazione. Si procede per induzione rispetto a 7.

(@ n=1.Sihap =1p+ (y,—x) e Ao, = k[x,, %, ¥1/(x, v, —*3)
¢ un anello integro, perché x,y, —=2 ¢& irriducibile. Inoltre /4z(p,) =2,
perché p C p,- In definitiva /z (by) = 2, giacché, per un noto teorema di Krull
(cfr. [6], vol. 1, pag. 142), At (g < 2.

, (6) m > 1. Supponiamo z > 1 e che il teorema sia vero quando si
ponga 7z — 1 in luogo di 7. Posto R = Afp, sappiamo (cfr. [3]), che R ¢
un anello di Cohen-Macaulay integro. Poniamo Q = R [#;!] = Ry, con
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— 2 ... e o 1’1 1 1 1 ’ {
S= {uo 4, un,- -} e dove u, ¢ 'immagine di %,, mediante I'applica-

zione canonica A —R. Abbiamo Q=A /pA}, dove T={x,, 22, .-, a7, -}
e vogliamo dimostrare che

pAT = Z (¥: — x: o/xp) Ar.

1<i<n
Basta, a tale scopo, verificare che

PAT C D5 (3 — 1, ¥olxo) A,
1<:<n

I'inclusione opposta essendo evidente.
La richiesta relazione si deduce dalle identita

xo (% ¥ — % ¥i) = x; (%o ¥; — %; ¥o) + % (% Yo — %o V),
cioé
X Vi X Vi = X; (J’j — X yo/x0> — % <sz' — xz"yo/x0> .
Ne segue

Q:AT/DAT:'é[xor""xn’yo’l/xo]:(k[xO:""xn’yO])T’
Q= 2 (;—x11)Q,  perché l‘z‘:D"i‘O

0<s<7

- ,(yj - j+1> A.
ISt

IA

Osserviamo che nell’anello Q abbiamo

Vi X1 = X; Yol¥o — ¥jt1 s per j>o,

quindi

p: Q :0 3 A(xj+1 — x; ¥ol%0) Q ovvero p;Q = o Z ,(xjﬂ —J’i;Jrl/x({) Q.

J<z1 <7;<7

IA

Seguono le relazioni
Q/PzQ = ('é [xO Yy Xi42 "y Xy yODT;

dim Q/p, Q = dim & [xg , Xiy9,- ", Xn, Vo] =7 —7 + 1,
da cui '
coht (0, Q) =n—7 + 1,
quindi

B, Q=dmQ— @ —i+1)=n+2—m—i+1)=1:7+1,

giacché
dimQ =dim£[xy, - -, %, ,%] =7+ 2.

Scriviamo una decomposizione primaria ridotta
R=0QOR)N GO N,

con qg, -, q, ideali primari tali che SNq,==2 ((=2,---,4).
Posto q=1q,(2<7< /%) e v = Rad(q,), segue zz;€r. Se P & un ele-
mento di Spec A (cio¢ dell'insieme degli ideali primi di A, munito della
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topologia di Zariski), tale che r = P/p, abbiamo che x,€ P, p; C P, da cui
%o A +p; CP. Ora, per il lemma 1, sappiamo che xgA +p = (y, A +
2 A 1) (A e, A),
Si presentano a questo punto due possibilita:
@ yoA + 2 A +pC P
(i) (oA +---+x,A)CP.

Caso (i). Siano A'=A/(yg A+ xA)=Fk[x;, -, %, ¥1 ., Vul»
P'=Pllxg A + 30 A), p; = (0, + 20 A + 39 A)/(xg A + 34 A). Osserviamo che

p; =iy + 2, A, dove piq =p* + 2 (v, — 2;21) A" mentre p* & I'ideale
1</,<¢

SJ=s
xl...x

; Y1 Va
Per lipotesi induttiva p;_; & primo e /¢ (0i-1) = 7 + 7 — 1. D’altro canto,
X €pig e quindi ogni divisore primo di p;; -+ x; A’ ha altezza almeno
n+i. Da P'Dp;y +x; A’ segue 4t (P)>n+17, e, quindi, 4¢(P)==/4¢(P") 4
+2>n 417+ 2, cid che implica At (t) = 4t (P)—n >7 -+ 2, e, in defini-
tiva, nel caso (i), si ha 4z () > 7 + 2.

Caso (ii). Siano

A'=Al(xgA +---+x,A) , P =Pl(xgA+ - +2x,A),
b= O+ (oA -+ 2, A A oo 2, A

Abbiamo A'=Z[yg, -, ¥.], pi= A'+- - -+, A"), segue At (p;)=17}1.

D’altro canto P'Dy,, da cui 42 (P")>7 + 1, At P)=rl®P)+n+1>
=n + 7 + 2. Poiché, infine, 4z (v) = /4t (P) —»n > ¢ + 2, anche nel caso (ii),
si ha £t (t) >7 + 2.

In definitiva abbiamo dimostrato che ogni ideale primo associato a p; R
ha altezza uguale o maggiore a ¢ 4 1, quindi 4#(»; R) = 7 + 1, cio¢ », R &
un ideale di classe principale. Ma R ¢ un anello di Cohen-Macaulay e poiché
ht (4;)=7 4+ 2, segue che p; R non pud avere componenti primarie oltre a
b,-Qm R, vale a dire p;, R =p,Q N R e, quindi, p; R ¢ un ideale primo di
altezza » + 7 -+ 1. :

generato dai minori del secondo ordine estratti dalla matrice

COROLLARIO 1. Szano u; = x; (mod p) , v; = y, (mod ) e w; = v; — u;,4,
(o< j<n—1). GIi elementi di R ,wqy, -+, w,_1 formano una successione
R—regolare.

© Dimostrazione. Segue subito dalle relazioni p; R=p,[p=(wy R+ - - +w; R),
tenendo conto del fatto che gli ideali p e p, sono primi.

TEOREMA 2. Gl anelli R; = Alp; sono di Cohen—Macaulay, ma non sono
di Gorenstein.

Z?imosh’azz'one. L’anello R & di Cohen-Macaulay (cfr. [3]). Per dimostrare
che R non & un anello di Gorenstein, basta verificare che Ianello locale
O =Ry, 5,503,y DON & di Gorenstein e cié discende come conseguenza dal
fatto che il completamento di O, cio¢ 'anello O = 4 [[x0,~ Xy Vor s YalllP




[59] MARIO FIORENTINI, Esempi di anelli di Cohen-Macaulay, ecc. 99

non ¢ di Gorenstein. Per completare la dimostrazione de] teorema basta ora
scrivere R; = R/(wo R +-- -4 w; R) e applicare il lemma 2.

COROLLARIO 2. G/ anelli R, = Aly, sono aritmeticamente normals.

Gli anelli R; sono di Cohen—Macaulay e inoltre sono regolari, cio¢ i
localizzati di R; in un ideale primo qualsiasi, diverso dall’ideale (0), sono
regolari. Il risultato segue da un noto criterio di normality di Serre.
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