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Algebra. —• Esem pi di anelli di Cohen—Macaulay che non sono 
di GorensteinC). Nota di M a r i o  F i o r e n t i n i , presen ta ta (**> dal 
Socio B. S e g r e .

Summary. ■— We give some examples of Cohen-Macaulay rings which are not 
Gorenstein.

In t r o d u z io n e

È noto che, se A  è un anello di Gorenstein, A  è un anello di C ohen- 
M acaulay, ma, nel caso generale, non vale il viceversa. In  [4] e [5], utiliz­
zando procedim enti differenti, sono forniti esempi di anelli di C ohen-M acau­
lay che non sono di Gorenstein.

Sia p l’ideale prim o dell’anello di polinomi sopra un campo k , 
A  =  k \x0 , • • •, x n , y 0 , • • •, y n] , n >  1 , con una base m inim ale di gene­
ratori data  dai determ inanti del secondo ordine estratti dalla m atrice

*0 *" X n
y 0 • • - y n

Sappiam o (cfr. [3] e [5]), che p è un ideale generato da una successione 
A -regolare generalizzata e che profA (p) =  hdp̂  (A/p) =  n.

Siano pt- =  p +  2 CK/ —  xj+1) A  gli ideali omogenei di A  generati dai
0 <j<i

determ inanti del secondo ordine estratti dalle m atrici

x 0 xx • • • Xi x i+1 • • •*»
Xi * • y z+1 • • - y n

(o <  i <  n —  1) .

Nella presente N ota dim ostriam o che gli anelli A/p,* sono integri, di 
C ohen-M acaulay, aritm eticam ente normali, m a non sono di Gorenstein.

In  una N ota successiva darem o esempi di anelli di C ohen-M acaulay 
sem ifattoriali che non sono di Gorenstein e forniremo alcune applicazioni 
geometriche.

1. -  N o t a z io n i e  r ic h ia m i

T utti gli anelli considerati sono com m utativi, un itari e noetheriani.
Poiché la term inologia concernente le nozioni che occorreranno nel 

seguito non è unificata, riteniam o opportuno richiam are alcune definizioni.
Siano A  un anello e M un modulo finitam ente generato su A. U n  ele­

m ento x  e A  è detto M -regolare, se l’omomorfismo h : M -> M, con h (ni) =  xm, 
è inietti vo.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R.
(**) Nella seduta del 20 febbraio 1971.
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U na successione ax di elementi di A è detta M -regolare se a1

è M -regolare e a{ è (M /(äxA +  • • • +  az_x M ))-regolare per ogni K i < n .
Indichiam o con ht (a) , coht (a) , dim  (a), rispettivam ente, l’altezza, la 

coaltezza, la dimensione dell’ideale a (cfr. [9]). Inoltre, se M è un A -m odulo, 
indichiam o con hdp̂  (M) la dimensione omologica di M su A.

Se a è un ideale di un anello A, chiameremo profondità di a in A, e la 
denoterem o con profA (a), il massimo num ero di elementi di A  form anti 
una successione A—regolare (dove A  è in terpretato  come modulo su A).

Se a è un ideale di un anello A, si ha sempre profA (a) <! hd  (A/a).
Diremo che l’ideale et è perfetto se profA (a) — hd  (A/a). Tale defini­

zione, posta da Rees in [8], generalizza la definizione classica di M acaulay.
U n ideale a di altezza k e generato da k elementi è detto di classe p rin ­

cipale.
U n  anello A  è detto di C ohen-M acaulay, se sono soddisfatte le proprietà 

equivalenti:

(0 ht (a) =  profA (a), per ogni ideale a di A;
(il) ogni ideale di classe principale è puro (cioè tu tti gli ideali prim i 

associati ad a hanno la stessa altezza).

Vale questa nota proprietà: in un anello di C ohen-M acaulay ogni ideale 
perfetto è puro (cfr. [8], Th. 3.2).

U n  ideale a dicesi irriducibile se non è intersezione di sopra-ideali 
propri.

U n  ideale a di un anello graduato  A  (in particolare di un anello di poli­
nomi) dicesi omogeneo se f  G a implica che tu tte  le componenti omogenee 
di /  appartengono ad a.

U n  anello integro è detto aritm eticam ente norm ale se è integralm ente 
chiuso nel suo corpo quoziente.

U n  anello A  si dice di Gorenstein se soddisfa alle seguenti condizioni 
equivalenti:

CO Per ogni ideale prim o p , A p è un anello di C ohen-M acaulay in 
cui qualche sistema di param etri genera un ideale irriducibile.

(Jf) P ef °g n i ideale prim o p ogni sistema di param etri in A^ genera 
un ideale irriducibile.

(JJj) Pèr ogni ideale m assimale m , A m è un anello di C ohen-M acau­
lay in cui qualche sistem a di param etri genera un ideale irriducibile.

(jv) Per ogni ideale massim ale ut, ogni sistema di param etri in A m 
genera un ideale irriducibile.

(v) Ogni ideale di classe principale è puro e tu tte le sue componenti 
prim arie sono ! irriducibili.

Per la dim ostrazione dell’equivalenza delle proprietà ( /)  , (JJ) , (zi), 
vedi [1 ].
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2. -  D u e  t e o r e m i e a l c u n i  lem m i

Lem m a i . Con le notazioni dell’introduzione si ha

x 0 A  +  P =  Oo A  +  Vo A  +  t>) n  (x0 A  H--------Y x nK),

dove

xo A  +  To A  +  P e xo A + • • •  +  ■*'» Ä

sono ideali prim i.

Dimostrazione. L ’inclusione

x 0 A  +  p Ç Oo A  +  y 0 A  +  p) n  Oo A H--------V x nK)

è im m ediata.
Per dim ostrare l’inclusione opposta, basta verificare che 

(To A) O (xo A  +  • • • +  x n A) C x0 A  fi- p ,

giacché

(x o A + J o  A 4~ p) n (#0 A + • • • 4~ ^  A) =
— x o A  H- P +  (yo A) O (# A0 -|- • • • -f- x n A ) .

Ora, poiché, per ogni i == i , • • •, n, si ha y 0 X;— y t-x0 e P, se F è un 
polinomio di A  del tipo F =  y 0 (x0 F0 +  • • • -fi x n F„), con F,- € A, si deduce

F =  2 (yo x ; — Vi x o) F.- +  2 Vi x 0 F,- e p +  x 0 A.
0  < n  0  <  t <  n

LEMMA 2 . Siano Q un anello locale di dimensione d  e ideale massi­
male m , tx , • • •, th elementi di m form anti una successione Q-regolare, 
Q r — Q/Ofi Q +  • • • -fi th Q). L'anello Q' è di Cohen-Macaulay (di Gorensteirì), 
se e solo se Q è un anello d i Cohen—Macaulay (di Gorenstein).

Dimostrazione. Per la prim a parte del Lemma, vedi [7], vol. I, pag. 326. 
Per la seconda parte, vedi [7], vol. II, p. 235.

T eo rem a  i. L'ideale pt- è primo e ht (p,-) =  i -f- n -j- 1.

Dimostrazione. Si procede per induzione rispetto a n.

(a) n =  i . Si ha p0 =  p +  (y 0 —  x j  e A/pQ =  k [xQ , x ± , y 1]l(xQ y l —  xf) 
è un anello integro, perché xQy 1— x\ è irriducibile. Inoltre ht(pQ) >  2, 
perché p C p0 . In definitiva ht  (pQ) =  2, giacché, per un noto teorem a di Krull 
(cfr. [6], vol. I, pag. 142), k t ( p0) <  2.

(b) n >  i. Supponiam o n >  i e che il teorem a sia vero quando si 
ponga n —  I in luogo di n. Posto R =  A/p, sappiam o (cfr. [3]), che R è 
un anello di C ohen-M acaulay integro. Poniam o Q =  R [ẑ “ 1] =■ R g , con
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S =  {uQ , , • • •, u* , • • •} e dove uQ è l’im magine di xQ, m ediante l’applica­
zione canonica A  -> R. A bbiam o Q =  AT/pAT , dove T =  {xQ , x^ , • • •, x* , • • •} 
e vogliamo dim ostrare che

pAx =  2  (y> —  x i yolx o) a t  •1 <i<n

Basta, a tale scopo, verificare che

pAx C 2  (Vi —  x i yolxo) A t ,1 < i < n

l’inclusione opposta essendo evidente.
L a richiesta relazione si deduce dalle identità

xo (•*Ì y j  — Xj y .)  =  Xi (x0 y j  —  Xj y 0) +  xy (x{ y 0 —  x0 y ,-) ,
cioè

*<• y j  —  xj Vi =  x i (y j  —  y,- y o M  — xj 0<- —  x ,-yo/xo) ■

Ne segue

Q =  Ax/pAx =  k [ x 0 ■ - , x n, y 0 , IM,] =  (k [x0 , ■ ■ ■, x„ , jp0])T , 

p«- Q =  2 0 /  — xy+i) Q > perché p,- =  p +  2 O'./ —  xj+ 0  A -0 <j <t  0 < j < i

Osserviam o che nell’anello Q abbiam o

Vi —  XJ+1 =  Xj y 0lx0 — *y+1 , per j  >  o ,
quindi

P>Q =  S  ovvero p, Q =  2 Oy+i —  yó+1lx o) Q ■
0 <s<i  0<j <i

Seguono le relazioni

Q/p» Q =  {k [x0 , Xi+2 , ■ ■ ■ , X n , jP0])x , 

dim  Q/p,- Q =  dim  k [x0 , x i+2 , - - - , x n , y 0] =  n —  i +  i ,
da cui

coht (p,. Q) =  n —  i +  i ,
quindi

ht  (P* Q) — dim Q —  ( n -— i -fi- i) =  » - f - 2  —  —  z +  i) =  i  -fi- i ,

giacché
dim  Q == dim  k \x0 r  , x n , y 0] =  n +  2.

Scriviam o una decomposizione prim aria ridotta

Pi R = (pi Q n R) n a2 n • • • n ,
con q2 > * * * > ideali prim ari tali che S n q,- =(= 0 (i — 2 , • • •, li).

Posto q =  q,- (2 <Ç i <Ç h) e r =  R ad (cp), segue u0 e r. Se P è un ele­
m ento di Spec A  (cioè dell’insieme degli ideali prim i di A, m unito della
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topologia di Zariski), tale che r =  P/p, abbiam o che x 0 e P, p, Ç P, da cui 
XqA  +  p; C P. Ora, per il lem m a 1, sappiam o che x aA  +  p =  (y 0 A  -f-
+  x 0 A  +  p) n (x0 A  -\--------b X n A).

Si presentano a questo punto due possibilità:

(i) yo A +  Xq A  +  p C P;

(ii) ( r 0A + . . .  +  * , A ) C P .

Caso (i). Siano A ' =  A l(y 0 A  +  A) =  k [xx , ■ ■ ■, x n , y x , • • •, y„] , 
P ' =  P/(*0 A  +  yo A) , pi- — (p,- + r 0 A +  y 0 A)/(x0 A  +  y 0 A). Osserviam o che
Pi — P?-i +  x 1 A ', dove p*_! =  p* +  2 (.yj — xj+1) A ' m entre p* è l’ideale

1 < j < i

dai minori del secondo ordine estratti dalla m atrice
x x • • • x n

y i  *• - y n
Per l’ipotesi induttiva p*_i è primo e ht (p*_i) =  n +  i — i. D ’altro canto, 
x ± € p,-_i e quindi ogni divisore prim o di p*_i +  x x A ' ha altezza almeno 
n +  i. D a P ' D p?_i +  x ± A! segue ht (P ') >  n +  i, e, quindi, ht (P) =  ht (P ') +  
+  2 >  n +  i  +  2, ciò che implica ht (r) =  ht (P) — n >  i  +  2, e, in defini­
tiva, nel caso (i), si ha ht (r) > 2 + 2 .

Caso (ii). Siano

A! =  A/ (x 0 A  +  • • • +  A) , P ' =  P /(% A  + ------x n A ) ,

Pi — (pi "fi (x0 A  +  • • • +  x n A))I(xq A  +  • • • -f~ x n A ) .

A bbiam o A != k  [y0 , • • •, y n] , p i= (y 0 A '+  • • • + y t. A '), segue ht (p-) =  i + 1 .
D ’altro canto P ; D p*, da cui ht (P ') >  i  +  1, ht (P) =  ht (P ') -j- n +  1 >  

>  n +  i  +  2. Poiché, infine, ht (r) =  ht (P) — n >  ì  +  2, anche nel caso (ii), 
si ha ht (r) >  i  +  2.

In  definitiva abbiam o dim ostrato che ogni ideale prim o associato a p?- R 
ha altezza uguale o m aggiore a i  +  1, quindi ht (t\- R) =  i +  1, cioè p,- R  è 
un ideale di classe principale. M a R è un anello di Cohen—M acaulay e poiché 
^ (c fy )!> z ’ +  2, segue che p* R  non può avere componenti prim arie oltre a 
Pì Q D  R, vale a dire p*-R =  p ,-Q n  R e, quindi, pt- R è un ideale prim o di 
altezza n +  i  +  1.

C o r o l l a r i o  i . Siano == x { (mod p ) , vi — (mod p) e wj =  vj —  uj+i , 
(o <  j  <  n —  1). Gli elementi di R  , w0 , • • •, wn__\ formano una successione 
R—regolare.

* i Dimostrazione. Segue subito dalle relazioni pt- R=zpz./p =  (w0RH--------h ^ -R ) ,
tenendo conto del fatto che gli ideali p e pf- sono primi.

T e o r e m a  2. Gli anelli R z =  A/p,- sono di Cohen—Macaulay, ma non sono 
di Gorenstein.

Dimostrazione. L ’anello R  è di C ohen-M acaulay (cfr. [3]). Per dim ostrare 
che R  non è un anello di Gorenstein, basta verificare che l’anello locale 
O — R (x0>---,xn,y0,---,yj non è di Gorenstein e ciò discende come conseguenza dal 
fatto che il com pletam ento di O, cioè l’anello O =  k \[x0, • • •, x n , y 0 , • • •, y n]jlp
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non è di Gorenstein. Per com pletare la dim ostrazione del teorem a basta ora 
scrivere R 2 =  R/(ze/o R +  * • • +  R) e applicare il lemma 2.

COROLLARIO 2. Gli anelli R, =  A /p z- sono aritmeticamente normali.
Gli anelli R 2 sono di Cohen—M acaulay e inoltre sono regolari, cioè i 

localizzati di R 2 in un ideale prim o qualsiasi, diverso dall’ideale (o), sono 
regolari. Il risultato segue da un noto criterio di norm alità di Serre.

B ib l io g r a f ia

[1] H. Bass, On the ubiquity of Gorenstein Rings, «Math. Zeitschr. », 82 (1963).
[2] E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi. Ed. Principato, Messina 

1923.
[3] J- A. E agon  and D . G. NORTHCOTT, Ideals defined by matrices..., «Proc. Roy. Soc. of 

London », 26g (1962).
[4] J • A. EAGON, Examples of Cohen-Macaulay rings which are not Gorenstein, « Math. 

Zeitschr. », log  (1969).
[5] M. F iorentini, Una speciale famiglia di ideali di classe principale generalizzata, «Rend, 

di Matematica », (3), 3, Serie VI, Roma 1970.
[6] W. GrÖbner, Algebraische Geometrie, B. I., Hochschultaschenbucher, Mannheim (1970).
[7] N. Radu, Ineie locale, Bucarest 1970.
[8] D. Rees, The grade of an ideal or module, « Proc. Camb. Ph. Soc. », 53 (1957).
[9] J. P. Serre , Algèbre locale et multiplicités, Springer 1965.


