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Fisica m atem atica. —  M icrostrutture(#). N ota (* (**)#) I del Corrisp.
G i u s e p p e  G r i o l i .

SUMMARY. — Previously microstructures have been characterized by a rather abstract 
point of view, whose free energy, which satisfies the principle of material indifference, 
depends in a very general way on a not exactly established number of variables.

We point out that also in the case of large deformations it is possible to conceive physi
cal models of microstructures which admit a free energy of the type previously considered.

For this purpose, in this first lecture the necessary premises of a kinematic and 
geometrical type are established.

A vanzati sviluppi della M eccanica dei Continui sono oggi rivolti verso 
la teoria delle microstrutture, cioè di quei sistemi m ateriali che pur trado tti 
in uno schem a continuo vogliono ricordare in qualche m odo una loro prove
nienza particellare.

Nella form ulazione dello schem a m atem atico non va dim enticato che 
a ogni punto del sistem a m ateriale va associata una molecola estesa rigida 
\continui di Cosserat] o deform abile \microstrutture\ .

H o studiato precedentem ente [1] il problem a di vedere se e in quale 
m isura la conoscenza della s tru ttu ra  analitica dell 'energia libera sia sufficiente 
per caratterizzare il com portam ento meccanico [cioè, lo stato di reazioni 
interne] di una m icrostru ttu ra f1*.

N aturalm ente, il legame tra  lavoro delle forze interne e variazione di 
energia libera era. ivi quello corrispondente ai sistemi a trasform azioni rever
sibili e dava luogo a equazioni costitutive valide in uno stato di equilibrio o, 
nel caso dinam ico, per sole trasform azioni reversibili.

In  [1] si suppone che l ’energia libera dipenda in m odo molto generale 
da  un  qualunque num ero di variabili geom etriche la cui n a tu ra  non è in gene
rale precisata, salvo la imposizione di soddisfare al principio di indifferenza 
materiale, e la teoria sviluppata presenta pertanto, un  carattere alquanto 
astratto . Si tra tte rà  ora di m ostrare -  anche per deform azioni finite -  come 
sia possibile concepire modelli fisici di microstrutture che am m ettono un1 energia 
libera proprio del tipo di quella postu lata in [1].

Scopo ulteriore di questo studio è di am pliare la teoria precedente [1] 
tenendo conto di azioni dissipative eventualm ente presenti nel caso dinamico, 
in accordo con recenti proposte di T ruesdell [2] e di Ziegler [3] per i continui 
classici e con la stessa teoria di O nsager [4] del caso lineare classico. P resu
m ibilm ente, i fenomeni plastici possono inquadrarsi nello schem a avanti 
proposto.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di ricerca Matematici del C.N.R.
(**) Presentata nella seduta del 14 novembre 1970.
(1) Per una più dettagliata bibliografia vedi [1].
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I . P r e m e s s e  g e o m e t r i c h e .  — Sia C ' la configurazione attuale di un sistema 
m ateriale S costituito da un  grandissim o num ero di particelle, «molecole», 
di dim ensioni piccolissime m a individuabili e della cui estensione e stru ttu ra  
si vuole che rim anga qualche traccia nella descrizione delle proprietà m ecca
niche del sistem a sullo schem a del continuo.

Si supponga che la generica « molecola » sia costituita da n particelle 
di m asse nìi. Denoterò con P ' e Q*- le posizioni attuali della molecola 
considerata c, del suo baricentro e della particella di m assa m; e con m' la 
sua m assa totale. Sia inoltre, C una configurazione di riferim ento per S e c, 
P, Q,- i corrispondenti di c' , P ', Q'- in C.

D ata  la piccolezza della generica molecola, supporrò che la sua defor
m azione sia di tipo omogeneo. Ciò significa che tra  i vettori PQ,-, P ' Q'- 
esiste una corrispondenza caratterizzata da una m atrice y dipendente da 
P , C , C ;: y =  y (P ; C , C '), caratterizzata d a ll’uguaglianza

( 0  p ' Qi- =  t p Q;- xf — xj  =  Ty/i y f — yi) »

ove con , x ÿ ï, y n  y(p si denotano le coordinate di P ', Qi-, P , Q,-, rispetto a 
un prefissato riferim ento trirettangolo levogiro <2L

Si consideri uno spostam ento infinitesimo (cioè, per il quale sia sufficiente 
la valutazione degli elem enti del prim o ordine delle quan tità  che intervengono) 
che porti da C ' a C "=  C '+  SCb Sia X =  y (P î C ', C ") la m atrice che ca rat
terizza tale spostam ento e Sy la corrispondente variazione di y (P ; C , C '). 
S arà

(2) T +  Sy =  Xy -> Sy =  (X —  1) y .

P ertanto , posto

(3) S ' Y ^ X —  i ,

si ha

(4) Sy =  8' Y y .

In  corrispondenza allo spostam ento da C ' a C" =  C' 8C', da (1), (3)
segue

(5) 8 Q ;=  8 P '+ 8 y P Q , =  S P '+ S 'Y P 'Q - .

(2) Si consideri la (1) per un s diverso da i:

<*) p ' q; =  y p q , .
Da (i), (*) segue

La (**) mostra che la deformazione è omogenea [con la medesima matrice] anche rispetto 
a ogni prefissata particella Qj •
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Se sul generico elemento W Q) agisce la forza esterna il corrispon
dente lavoro è espresso da

(6) S/w =  F, 8«, +  hrs M„ =  F, 8«, +  8' Wrs ,
n

ove 8us esprim e la com ponente di indice s di 8P ', F's =  2  K(o e le M rs ,
' *=i

sono le coordinate astatiche della sollecitazione F(*), pensata agente sui 
Q* e sui Q/ rispettivam ente:

n n

(7) M „ =  2 O'S0 — % )Fr(0  , M ^ =  2 ( ^  —  ^ )F r(0 -
*=1 *=1

Se con y si denota la m atrice coniugata della y, evidentem ente risulta
M ' = M Y .

Si ponga

(8) M> =  e r̂ / M fr , M > = e>r/Mi , .

D enotando con , M f„] la parte  sim m etrica e quella antisim m etrica
della m atrice M (e analogam ente per la M '), da (8) segue

(9) M lrl} =  \ z plrM p ,

Posto, inoltre

( 10) 8'<*>,*=-1 e *  8'

si ha pure

(11) =  sr/,8'cù, , S T ^ S ' Y w  +  ^ S ' o , .

Si riconosce cheM^, esprim e il m om ento risultante rispetto a P ' delle forze 
esterne agenti sulla molecola ri, m entre 8'co/, in base a (3), (io), può in ter
pretarsi quale rotazione di insieme di ri subordinata allo spostam ento infi
nitesimo 8C'. A ll’espressione (6) del lavoro delle forze esterne si può dare 
pertan to  l ’aspetto espressivo

(12) 8 /«  =  Fs8us +  8yr,M r, =  F 'M S +  8fY (rs)M[rs) +  M'r 8'c*r .

Vale la pena di osservare che se lo spostam ento da (ri a Cri è uno 
spostam ento rigido infinitesimo di rotazione di vettore 8'cor , da (2), (3), (4) 
segue per le com ponenti delle varie m atrici

( J3) Ks =  %is 8' « / +  Ks , =  zrlg Sw7 yis , S 'VF „ =  srls S 'w ,,

ove denota il simbolo di Kronecker.

(3) Nel seguito con ri, Q* mi riferirò anche alla generica molecola e alla generica parti- 
cella in C', oltre che alle loro posizioni. Analogamente per c e Q/.

(4) Rispetto alla terna di riferimento riportata in P o P'.
(5) Con erst si denota evidentemente l’indicatore di Ricci.
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2. E l e m e n t i  d i  C in e m a t ic a  d e l l e  m a sse . -  Nel m oto del sistema 
rispetto al prefissato riferim ento siano e v le velocità di Q* e P '. D a (1) 
segue

(14) v{i) =  v  +  t p Q*' .

Si deduce che le espressioni della quan tità  di moto, q , del m om ento 
delle quan tità  di m oto rispetto  a P ',* y , e della forza viva, T , per la generica 
molecola c’ sono rispettivam ente

(15) q — m ! v ,

n n

(16) kp, =  y ,  nii r  Q'i X Ü« =  X  m ’i YPQ> X ï p Q>- =  Srl» Y is inp A  sp cr ,

(17) T =  — W  M2 +  Ai„ r rì t . j  .

Nelle (15), (16), (17) [con m r m assa di cr], cr è il versore dell’asse di indice 
r, m entre A rs rappresenta il generico elemento della m atrice stru tturale 
d ’inerzia (indipendente dal tempo):

n

( 18) A rs =  x  m'i ( y ? — y r) (y ?  ~~ y )  ■i— 1

Vale la pena di osservare che se il moto di c' è rigido (Cosserat) e co è la sua 
velocità angolare, dalle (16), (17), tenuto conto che y è ora una m atrice di 
rotazione, segue

(19) kpt =  art (ùs cr , T  =  — [cr„ (ùr <x>s +  m! m2] , 

cori

(20) (ùr =  — Zpra Yog ìp?-

D ette A!rS le espressioni che si deducono dalle A rs, (18), m ediante la 
sostituzione delle xr alle y r , nelle (19) si deve intendere

(21) <5rs — * A rs =  &rln ®sqn Ylt T4Q -̂tQ

ove I esprim e il valore com une agli invarian ti lineari delle m atrici A  e A ',

3. S u l l a  d e f o r m a z io n e  d e l  s is t e m a . -  Il continuo classico è in defi
n itiva un  particolare schem a m atem atico dell’insieme dei baricentri P ' delle 
pariticelle che, alla fine, ignora del tu tto  la loro estensione. Ciò dà luogo a ben 
note espressioni delle caratteristiche dello strain. Volendo tenere conto nella 
definizione di queste ultim e dell’esistenza delle particelle Q ' presenti nelle 
molecole c \  non si può, tu ttav ia , prescindere dalla valutazione delle variazioni
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di d istanza tra  le Q ' e nella traduzione in uno schema continuo della micro- 
s tru ttu ra  considerata si dovrà prendere in esame [tem poraneam ente] il siste
m a [continuo] derivante dall’insieme delle particelle Q 7. In  tal modo alla 
distanza tra  due particelle Q ' [della m edesim a molecola o di due molecole 
distinte] può associarsi un  ds esprim ente la d istanza tra  due punti di un 
continuo nello stato attuale. Si viene così a costruire una varietà euclidea 
a sei dim ensioni la cui m etrica individuerà la deform azione del sistema.

Sia dQ 7 un vettore infinitesimo dello schema continuo corrispondente, 
nell’originario schem a particellare, al vettore che va dalla particella Q 7 a 
una ad essa vicinissim a [della m edesim a o di una diversa molecola].

D enotando (6) con a la m atrice delle xrtS e posto tj =  PQ, da (1) segue

(22) dQ 7 =  adP +  ydi] +  dytj .

A nalogam ente, per un  secondo vettore 3Q 7 pure spiccato da Q 7 si avrà

(23) 9Q 7 =  ad P -f- y drj -f- dyrj .

Nelle (22), (23) è, evidentem ente, da intendersi

(24) dy =  y it dì]t , 3y =  y t, dr}t .

D enotando con il soprassegno la m atrice coniugata di una data  matrice, 
da (22), (23) segue, per il prodotto interno,

(25) dQ 7 • 3Q f — da dP  • 3P -f- dy di] • 3P -f- dP  • +  ad yi] • 3P -f-

+  3ya dP  • r\ -f- yy  di] • dy -f- 3yy drj • i] -fi ydyrj • di] -fi dy dyr\ • r\ .

m entre, risultando nello stato di riferim ento

(26) a == d =  i , y =  y =  I dy =  dy =  o (in C)

si ha pure

(27) dQ • 3Q =  dP  • 3P -fi di] • 3P +  9ip d P  -fi dip  .

D a (25), (27), identificando dQ 7 con 3Q 7, si deducono le espressioni 
delle dilatazioni lineari, tenendoli invece distinti si ottengono le variazioni 
angolari e superficiali, considerando un  terzo vettore si deducono le variazioni 
di volum e [m ediante il prodotto m isto].

L a deform azione del co n tin u o , è, pertanto, caratterizzata dalla cono-
• •, 3y dy.

v =  d y  , v<*> =  d y , t ,
C7(0 =  ÿ y ìt , <&*) =  y ìP y tq

scenza dellè m atrici da , dy , • 
Posto

(28)
b =  da 

g — Yy

(6) Nel seguito denoterò con la virgola la derivazione rispetto alle ys .
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e tenuto conto di (25), (26), si ha

(29) L  == d Q '- 3Q ' — d Q - 3Q =  (J —  1) d P - a p  +  (v —  1) d*j-ap +
_|_ (9 — 1) dP • a?] -f- (a — 1) di] • drj -f- vW 7j • dPdjj/, fi- dP • r\ dyt +
-f- g^  • dì} dy t -f- dr\ • i] c>yt -f- i] • r\ dy^ dy q .

E opportuno m ettere in evidenza che le m atrici a , g^ , a^  si esprimono 
in definitiva m ediante le prim e tre m atrici (28). Infatti, tenuto conto dell’in 
vertibilità della a (il cui determ inante D è positivo), da (28) segue

(30) T =  ( V 1 v . Ï  ,t =  (à )-1 vV)

e, pertanto,

/ or =  vaT1 ( a y 1 v =  vb"1 v ,

(31) ' aw =  v e r1 ( ä y 1 v« =  vfr"1 vW,

( Ĝ <7) == 1 (æ)“ 1 .

Se lo spostam ento da C a C ' è rigido, risulta, a meno di u n ’inessenziale 
traslazione,

(32) a =  éH =  y , dy =  y,* dy, =  o ,

ove cR è una m atrice di rotazione indipendente da P. In  tal caso da (28), 
(31) si deduce

(33) 6 = 1  , v =  v =  I , a =  i ,

v<*> =  oW =  aWà =  v<*> =  =  ç =  o .

D a (29) segue allora L  =  o e si riconosce che il prodotto interno dQ- 3Q 
si m antiene inalterato  qualunque siano i vettori dQ , 3Q. Vale il viceversa. 
Ciò giustifica P interpretazione delle b —  i , v  — 1 , a —  1 , , g^  , g(&) ,
quali caratteristiche generalizzate di deformazione. Anzi, la deformazione 
del continuo e com pletam ente caratterizzata non appena siano note le m a
trici b i , v —  i , v<*> [in base a (31)] il cui annullarsi è necessario e suffi
ciente affinché lo spostam ento da C a C ' sia rigido. Queste sono, pertanto, 
le effettive caratteristiche dello strain  e viene spontaneo, per tale motivo, 
ritenere che Venergia libera del sistema, la cui variazione de ve risultare nulla 
in corrispondenza a ogni spostam ento rigido isotermo del continuo, in defi
n itiva sia da ritenersi funzione delle b , v , v(̂ , oltre, s’intende, che delle 
tem perature assolute degli stati C , CV

D a (25), in base a (28), si deduce che la trasform azione del continuo 
induce una m etrica di uno spazio a sei d im ension i(7), espressa da

(34) d j2 =  2 v % \  +  (<Jrs\ \ \ ] d y rd ys.+-<*n drirdris +

+  2 [v„ +  <y<;J Tiß] d y r d -^ .

(7) Di coordinate y r , r\s .
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Si in terpreti, per un  m om ento, la (34) come la form a caratteristica della 
deform azione di un  continuo a sei dim ensioni di tipo classico. Tale continuo 
è in realtà un  sottile iperstrato , d a ta  la piccolezza delle t), di fronte alle y r . 
L a deform azione del continuo, vista in sei dimensioni, è ben più complessa 
di quella precedentem ente considerata e le sue caratteristiche sono i coeffi
cienti della form a quadratica (34).

Com unque, la varietà di cui la (34) dà la m etrica è euclidea e l ’annullarsi 
del corrispondente tensore di R iem ann fornisce le condizioni di integrabilità 
per le b , v , v(*).1 rs 1 rs J rs

Vale la pena di osservare che nel caso dei continui di Cosserat risulta, 
in base a (28), cr =  1.
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