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Geom etria differenziale. —  Le varietà le cui superficie hanno 
spazi 2-osculatori di dimensione inferiore alla normale. Nota (*} del 
Socio E n r i c o  B o m p i a n i .

Sum m ary . — New proof of a theorem given by F. Speranza on manifolds whose 
surfaces possess everywhere osculating spaces of dim ensionality <  5.

I . I n t r o d u z io n e

In  un lavoro recente F. Speranza ha determ inato le varietà di uno 
spazio proiettivo P* le cui superfìcie non am m ettono spazi osculatori di 
dimensione regolare (cioè siano superfìcie i cui spazi osculatori hanno dim en
sione inferiore alla massima, ossia 4 0 3 ) .

Esse sono:
a) gli spazi proiettivi a 4 e a 3 dimensioni P4 e P3;
b) le V3 di P4;
c) le V3 luogo dei piani osculatori ad una curva (qualunque sia la 

dimensione dell’am biente) e casi degeneri (luogo dei piani che da un punto 
proiettano le tangenti ad una curva; luogo di oo1 piani per una retta);

d ) le superfìcie soddisfacenti ad almeno una equazione di Laplace 
(cioè le coordinate dei cui punti soddisfino ad almeno una equazione a deri
vate parziali lineare omogenea del 2° ordine).

R iprendo la trattazione del problem a risolto dallo Speranza ponendom i 
anzitutto da un punto di vista locale cioè esam inando le calotte superfi
ciali del 2° ordine appartenenti ad una calotta di dimensione più elevata, 
pure del 20 ordine.

In  questo indirizzo molte altre ricerche si presentano spontanee: m a 
non me ne occupo in questo lavoro.

»(*) Pervenuta a ll’A ccademia il io  settem bre 1970.
(1) F. Speranza, Le varietà le cui superficie non ammettono spazi osculatori d i dimensione 

regolare, «A tti Semin. Matern, e Fisico Univ. di M odena», vol. X V II (1968), pp. 247-251.
(2) Ricordo la  nozione di calotta di assegnata dimensione A e di determ inato ordine 

di uno spazio proiettivo P^ (n  >  E). Fissato un punto di P^ (che si dirà poi centro della 
calotta) si considerino le varietà Yh  di classe di differenziabilità almeno Cs passanti per il 
punto ed aventi ivi contatto d ’ordine s con una di esse. L a relazione così posta è una 
relazione d ’equivalenza (riflessiva, simmetrica, transitiva). U n elemento dell’insieme quo
ziente rispetto ad essa dell’insieme di tu tte  le Y k è una calotta di dimensione h  e d ’ordine

s ’ afr ' s . n
' In  coordinate proiettive non-om ogenee tu tte  nulle nel centro una ah di P si può

rappresentare con sviluppi di n — h  coordinate in funzione delle rim anenti, determ inati fino
ai term ini d ’ordine  ̂ inclusi: i term ini >  che rimangono arbitrari si diranno costituire
/ ’indeterminazione indicata con [>  s].
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2. C a l o t t e  d i  20 o r d i n e  s u p e r f i c i a l i  a p p a r t e n e n t i
AD UNA CALOTTA D I DIMENSIONE MAGGIORE

Sia una calotta a k  dimensioni e del 20 ordine di centro O appartenente 
ad uno spazio proiettivo P”. Assum iam o in questo coordinate proiettive non 
omogenee x  , y  , z$ , f  (con p =  1 , • • •, Æ — 2 e i =  1 , n —  k quindi
k >  3 5 n >  k) tali che O sia rappresentato da x  =  y  =  =  f  =  o e lo spazio
tangente Vk in O da t* — o. Con una scelta siffatta la g | è rappresentata 
da equazioni del tipo

(2.1) f  =  <p* (x , y  , z*) +  [>  2] , —  k

ove le 9* sono forme quadratiche nelle # , y  , (p =  1 , • • - , k —  2) e [> 2 ]  
è l’indeterm inazione nelle stesse variabili.

Per individuare una g|  C poniamo

(2.2) =  a®* +  ß®^ +  +  [> 2 ]  , p =  I , • • •, k —  2

(quest’ultim a indeterm inazione nelle x , y  e forma di 2° grado .in x  ,y).  
Per esam inare l’insieme delle o | in cr| converrà esplicitare la dipendenza 
delle 9* dalle z$ . Poniam o perciò

(2.3) <pl (x , y  , zQ) E= 02 (* , y) +  (aQx  +  b\y) zQ +  l ‘Qaz& za

con 02 (x , y)  forma quadratica in x  , y  (con t0Q — /q0).
Indichiam o con ^2 (fi > >0 la forma di 20 ordine in x  , y  che si ottiene 

sostituendo nelle 92 +  , .y , #e) le espressioni delle zQ date dalle (2.2), cioè

(2.4) €>2 (x , y)  =  02 (x , y)  +  ( 4  *  +  b\y)  (a® *  +  ße_y) +

+  l ‘a(xe x  +  ße_y) (a x  +  ß°_r)

= 02 (x , JK) +  (4 <*e 4- a9 °0 4- (b'q ß® +  l'qc ß® ß°) y 1 +
4" { <Zq ß® 4" bQ a® +  /g0 (ße a° -j~ a® ß°) } xy .

Lo spazio contenente la a | in esame (definita dalle 2.1, 2.2) è quello 
definito dal punto O e dai punti derivati prim i e secondi rispetto ad x  ed y  
delle zQ (2.2) e delle ^2 (x > y)  (2.4) calcolati in O: siccome si sono assunte 
coordinate non-om ogenee si può aggiungere per l’omogeneità u n ’ultim a coor
d inata — I (in O) le cui derivate, tu tte  nulle, si possono omettere. Sicché 
si ha il quadro dei punti derivati

X y f

dx I o oc6 o

dy o I ß® o

d
X X i o o ^xy 02 +  2  (fig  +  ?qg Ó

dxy o o dxy  02 +  4  ß Q +  4  aö  +  2 l \*  ß e a °

2yy o o dy A  2 d y y  02 +  2 ( Ò Q  ß Q +  l Q G  ß Ö ß ° )

14. — RENDICONTI 1970, Vol. XLIX, fase. 3-4.
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In  generale il rango della m atrice form ata con le coordinate scritte 
(matrice a 5 righe e n colonne), se n come supponiam o è >  5, vale 5 e la 
calotta o| si dice normale\ se vale 4 o 3 si dirà iponormale (e se vale 2 la 
calotta si dirà p iana o inflessionale).

Posto:

(2-5) % (x ,y )  =  aii0x 2 +  2 a[xxy  +  a‘02y 2

(2 .6) ( * , y )  =  T20 * 2 +  2 y*x xy  4- To2y 2

la norm alità o iponorm alità della dipende dall’essere la m atrice

/  Y20 • • • «20 +  4  +  /qo «e a0

(2.7) I Tu ■ ■ ■ 4 i  +  - ~ ( 4 ß e +  4 a®) +  4 * aeß0- ’ '

\  y® • • • 4 2 +  4 ß e + 4 ß eß°
di rango 3 ovvero < 2 .

3. Calotte d i varietà con sole calotte superficiali
IPONORMALI DEL 2° ORDINE

Proponiam oci ora di cercare quelle a | tali che tutte le loro g | siano 
iponormali. Per esse la m atrice (2.7) deve avere rango <  3 anali si siano
le a®, ße , Y®0 , , Yo2 •

Occorre ora distinguere vari casi secondo il valore di k.
Se k  >  5 quindi se p assume almeno tre valori diversi 1, 2, 3 (ed 

eventualm ente altri) già il determ inante del 30 ordine, o uno di essi, formato 
con le sole y dovrebbe essere sem pre nullo per tu tti i valori possibili delle y: 
ciò è evidentem ente assurdo, quindi deve essere k  <  4.

Se k  =  4 cioè p =  2, il determ inante formato con le due colonne delle y 
e una colonna residua deve esser nullo quali si siano le y, perciò occorre e 
basta che siano nulli tu tti i singoli elementi delle colonne residue e per valori 
qualsiansi di oc, ß. Ciò porta

(3.1) ^ ( x  , y  , 0Q) =  o
i

cioè t* =  [ >  2]. Le n —  4 equazioni t* — o rappresentano uno spazio P4 che 
contiene tu tta  la cr|. Questo caso è evidentemente possibile poiché o | C P4 
quindi è iponormale.

Se k  =  3, quindi p =  1 affinché la m atrice (2.7) sia di rango <  2 
(con le x , ß , y arbitrarie) occorre e basta che, per a e ß qualsiasi, il rango 
della m atrice
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Se vale zero si ritorna alle condizioni (3.1) e all’esistenza di un P3D a\ 
(poiché i  =  i , • • •, n — 3); caso evidente.

Se il rango di (3.2) vale 1 cioè se tu tti i determ inanti del 2° ordine 
estratti da essa sono nulli per valori arbitrari delle a e ß si ottengono facil
m ente le condizioni

# 20
r i  1k a20 i  r i  1&ìl =  tZ i  r i  1#02 — Æ #02

i r i  1aQ =  k aQ bi =  k l b\
con le k% costanti, ossia (scrivendo z  invece di

4  =  i l

**)
(3-3) % (x , y  , z) =  té ?  \ { x  , y  , z ) .

Sostituendo alle f  (i =j= 1) le coordinate f  —  k* t1, che indicheremo ancora 
con f  la a | risulta rappresentata da

tx =  +  [> 2 ]
^  =  [ > 2 ]  * =  2 , • • • , «  —  3.

Queste provano che la a | appartiene al P4 di equazioni f  =  o 
(̂ ‘ =  2 ,• • - , n —  3).

4. Passaggio dalle calotte alle varietà

Passiam o dai fatti locali, relativi a calotte, a fatti globali relativi ad 
una di cui tu tte  le g|  siano iponormali.

E  chiaro da quanto si è detto che bisogna escludere k  >  5.
Negli altri casi (k '=  4,3) riferiamoci a coordinate proiettive omogenee 

qualsiansi, funzioni di k  param etri, di classe C°°. Ricordiamo che lo spazio 
tangente in un punto è determ inato da questo e dai suoi punti derivati primi, 
quello 2-osculatore da questi e dai punti derivati secondi. Se lo spazio 2-oscu- 
1 at or e ha dimensione iponorm ale le coordinate sono soluzioni di una o più 
equazioni a derivate parziali del 2° ordine lineari omogenee; insieme a queste 
valgono tu tte  le loro conseguenze differenziali.

Nel caso k =  4 si è visto che una sta in un P4 che è quindi sia tangente 
sia 2-osculatore nel punto centro di <j| alla V4 . Ciò equivale a dire che tu tti 
i punti derivati secondi di un  punto di V4 sono legati linearm ente al punto 
e ai suoi derivati prim i. U lteriori derivazioni darebbero sempre punti appar
tenenti al P4 tangente: questo (o una regione di esso) è la V4.

Nel caso k =  3 se nella prim a (3.4) risultasse <pi(x ,y ,z )  =  o con lo stesso 
ra g io n a m e lo  ora fatto si concluderebbe che la V3 è un P4 o una sua regione.

Se invece (p^(x, y  } z) ^  o lo spazio 2-osculatore in un punto di V3 
differirebbe dal P 3 tangente solo per una dimensione: il che vuol dire che dei 
sei punti derivati secondi cinque sono legati linearmente ed omogeneamente al 
punto dato, ai; tre punti derivati prim i e al rim anente punto derivato secondo.

Ciò po rta ,ch e  l’insieme dei P3 tangenti è ad una dimensione: e siccome 
due P3 tangenti infinitam ente vicini stanno in P4 essi si tagliano in un piano; 
e due di questi piani infinitam ente vicini si tagliano in una retta.

Queste sono le V3 indicate in c) del teorem a di Speranza.


