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Analisi matematica. — Solutions presque périodiques d'une équation 
et d'une inéquation parabolique avec terme de retard non linéaire. Nota II 
di M a r c o  B ir o l i  presentata (**} dal Corrisp. L. A m e r i o .

R iassunto . ■— Si dim ostra il Teorem a I enunciato nella N ota I.

D ém ontrons le Théorèm e I, énoncé dans (I).
Considérons ^ (73) et écrivons

ä =  Sup ^ (yj) 
r0 <T]< -
ay

et indiquons avec c2 la valeur de la constante c2 du lemme I de (I), qui corre
spond à â. Soit q un nom bre réel tel que

(^ ■ A M + j )
0̂2 "y3

Puisque M <  —^  , il y a toujours un tel nombre. Considérons l’ensemble

Z C L loc( R ;H )

Z =  j ■s' 00 I -s100 6 LL* (R  ; H) , K 0 | < — >{ i
1 1

j l z ( t  +  y) T à r i < C !  , J*( \ z '  (t +  yj) ||*)2 dv) <  c2 
0 0

I Z (t 4- ff) —  z(t )  I < q  (Sup J\ f ( t  +  o) — /O ') II*) Vc 6 R  I

On peut facilem ent vérifier que Z est un ensemble com pact non vide de 
LlocCRîH ). Considérons z  (t) e Z et le problème

I u* (0  +  Aüc2 (t) 4- ß ( IZ ( t — t ) | )  uz{t) = f ( t )  
j u,(t )  e Ll„c(R ; V ) .

2 2Le problèm e (1.1) a une solution uz (t) e L loc (R ; V) C L Loc (R ; H). 
Considérons l ’application

T  : z  (t) -> u g (t)

D ém ontrons que T  est continue sur Z.

(*) Istituto matematico del Politecnico di Milano -  Lavoro eseguito usufruendo di una 
borsa di studio del C.N.R. presso PUniversità di Parigi.

(**) Nella seduta del 13 giugno 1970.
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Soit { z n (i)} une suite dans Z, qui converge à z(f )  dans L loc(R ; H). 
Pour le lemme I de (I) on a

(1-2) K ( 0 1 <  Ray

(1-3)

( 1-4)

/»
J +  ri)f dri <  C!
0

1

J  ( K  7 + T])!*)3 ày] < c 2 .

Pour (2.9) et (2.10) on peut extraire de { u Zn(t ) j  une sous-suite { ^ ( / ) }  
telle que

(i-S)

(ï.6)

(ï-7)

(ï.8)

D e (1.6) on a

lim u z (/) == u (f) dans L Loc (R ; H)
[X ->oo p
lim* uz (t) =  u (t) dans L l0C(R ; V)

[x - ^ o o  ^

lim* uz (t) =  u'(t) dans L loc (R ; V*)
[X —7- CO

2lim ^  (t) =  z (t) dans L Loc (R ; H) .
[X ->oo

lim* A  (t) =  x (0  dans LLoc (R ; V *).
\i ->oo p

De ( 1 .5) et (1.8) on a

lim P ( I a V — t ) I ) % ( 0  =  7)1) « ( 9(X ->oo ^

dans L loc( R ; H ) .
Pour affirmer u z (t) — u  (/), il suffit de dém ontrer que x (f) — A u (t). 
On a, V/i <  t2 ,

J (0 . % (9) d/ < — { I wv (#2) I2 — I % 0i) I2 } —

■ 0  —  T) I ) I %  (0 I2 àt  +  J  < /(9  , %  (9> d / .

Si on passe à la limite, on a p.p. dans R,

m ax lim (A u z (t) , uz (t)) d t <
[X -> 00 J  ̂ v

il

^  y  { I « ( * 0 12 — I « GO!2} — j" ß ( R G —  9 1 ) \ u ( t ) \2 &  +

12 /.

+ J  ( f ( t ) , u  (t)) di = J  (x (9 , u (9) di'.
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On a alors, [i],

A u  (t) =  X ( t ) .

Alors u z (t) =  u (f) et de l ’unicité de u z (f) on a

lim u,H(t) — u . ( t ) dans L l0C(R ; H) .
n —>oo

L a continuité de T  est aussi dém ontrée.
D ém ontrons m ain tenan t TZ C Z.
Pour le lemme I de (I) on a (1.2) (1.3) et (1.4). Fixons m aintenant g € R 

et posons

M (a) =  Sup j | / ( /  +  <7) — f ( t )  f* .
ifGR

On a

{uz ( /+  g) —  ug(t) , u z ( t +  g) —  uz (/)) +  (Aug( t +  g) — A u g(f) ,uz (7+g) —  uz(t)) +  

+  (ß (I 2 <0 +  O' —  e ) \ ) - u t (t +  o) — ß ( \ z ( t —  t ) | )  uz(t) , uz (t +  o) —  u z(t)) =  

=  ( f  O' +  °0 ---/  00 ; U, (t +  a) ---  U , (t)>

dont

1
2 77 !«*(* +  .<0 —  (0  |2 <  M (a) ||« ,(/ +  g ) —  ug(f)Il —■

—  a II uz (t +  a) —  u t  (t) jj2 —  (ß ( I z  (t +  g  — t ) I ) —

—  ß ( I ^ t ) I)) (uz (t +  a) , uz (t +  a) —  uz (/)> <  

<\\uz (t +  o) —  u,(t)\  I • M (a) — ay | uz(t +  a) — uz(t) \ +

R
a2 y■ M I z  (t -j- g —  t)  —  z (t —  t)  I j <

<  i| uz (t +  g) —  uz (t) Il M(g) — ay I uz (t +  g) —  uz (t) | +

M q • M (a) <

A  ocy J uz (t -j- g) uz (/) jj [y • M(g) \ttz (p -f- g) —  ug(/) | ].

Si on utilise alors la m em e procédé utilisé dans le lemme I de (I) pour prouver 
l’éstim ation (1.1), on dém ontre

\ u z (t -f~ — uz (/) J <Ç q • M(g) .

On a aussi ,dém ontré que TZ C Z.
L application T  a, au moins, un  point fixe, [ 1 ]. Nous pouvons, alors, 

affirmer q u ’il y a, au moins, une solution de notre problèm e telle que

(i*9) I u ( t  +  g) —  u ( t )  I < ç - M ( a )
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De (1.9) on a

~  \ u (( +  G +  rÙ —  u (.t  +  rÙ \2 <

< \ f  (t +  G +  V)) — /  (t +  7]) S* • ]| U (t +  7] +  ff) — u (t +  -q) Il +

— a II U O'+CT+T)) —  u 7 +  7)) f  +  M —  \u ( /+  a — t +  tj) —  u (t— t+ t) ) | <

<M (ct) \ u ( t + a  +  7]) —  u(t+ri)\\ — a \ \u(t+G+rì)  —  ^(/+7})j2 +  ay^-M(cr) .

E n in tégran t on trouve 

1

( i . 10) J  II u ( t  +  (J +  7]) —  u ( t  +  7]) S2 dv) <  9 (M (a )) .
0

où 9 (m) est une fonction continue telle que pour m -> o 9 (m) -> o.
De (1.9) et (1.10) on a que u (t) est presque périodique dans H et S2 -  

presque périodique dans V. L a thèse est aussi démontré.

B ib l io g r a p h ie

[1] BrÉZIS H., Equations et inéquations non linéaires dans les espaces en dualité, « Amn. 
Inst. Fourier», 18, 115-175 (1968).


