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Equazioni differenziali. —  Sulle tracce sulla varietà M delle solu
zioni in  M X (o ,-f-00) di una equazione omoge?iea di tipo parabolico (* (**)b 
N ota di L u ig i C er o fo l in i, presentata dal Corrisp. G. C im m ino .

Summary. The paper gives a characterization of the traces, that are indicated in the 
title, in the case of a compact manifold M.

Introduzione.

In  questa N ota si estendono al caso di una varietà qualsiasi M com patta 
e chiusa e di un operatore di tipo parabolico P =  A -+  3jdt su un fibrato 
di base M X (o , -f- 00), con A un operatore ellittico su un fibrato di base M, 
i risultati o ttenuti in [1] nel caso di M =  S 1 =  { x  e R 2 : | x  | =  1}, intesa 
come sotto varietà di R 2 e A =  (— i)wl+1D ,w, dove D è l’operatore di deriva
zione ordinario su S 1.

Già nel caso particolarissim o sopra citato si osservava come le tracce 
su M delle soluzioni in M X (o , -f- 00) dell’equazione omogenea di tipo para
bolico

u =  o

possono essere delle u ltra-distribuzioni più generali dei funzionali analitici 
su M nel senso di [2]. Lo stesso risultato vale anche nel caso generale che 
qui viene considerato.

§ o. N otazion i e richiami (cfr.: [4 ]).

Sia M una  varietà reale C°° com patta e chiusa, dx  una densità positiva 
di classe C°° e £ un fibrato vettoriale complesso ed ermitiano. R esta così asse
gnato, con regolarità di classe C00 dipendente dal punto x  eM ,  un  prodotto 
interno ( , ) x su ogni fibra Ç* di Se /  e g  e C°° (Ç) poniamo

(°> 0  ' ( / .< ? ) =  J  < /(* ) . g  0)>* dx
M

Se A  : C°°G) -*C°°(i;) è un operatore differenziale d ’ordine m  e A* il suo 
aggiunto formale allora, essendo M chiusa (3M =  0 ), si ha:

(°>2) (A/ ,g) — ( / ,  A*g) =  o
per ogni

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca per la Matematica del C.NR.
(**) Nella seduta del 15 novembre 1969.
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Inoltre se A  è ellittico positivo d ’ordine m e A  — A*, è noto che esiste 
una base ortonorm ale (<p^>0 in L 2 (£) , <p4 e C°° (£), ' di autosezioni tali che

(°»3) Açu =  X* <pz

e i corrispondenti auto valori Xk sono > 0 ,  e X* f  +  00.
CO

Inoltre /  e C°° (£) se e solo se ^  | ( / ,  <p̂ ) I X]! <  +  oo per ogni v intero
k = 0

positivo e se M è una varietà analitica allora /  e C°° (£) è analitica se e solo
00 m

se X  I ( /  > 9t) I p“* <  +  00 > 3p >  i, dove uk =  |/x* .Æ=0

§ i. O peratori parab olic i su f ib r a t i  v e t to r ia l i .

Sia A  : C°°(£) ->C°°(^) un operatore ellittico positivo d ’ordine m e auto ag
giunto, cioè A  — A*.

Sulla varietà M X (o , +  °°) consideriamo il fibrato vettoriale £ ® G(o,+oo) 
dove C(o,+oo) è il fibrato banale (o , oo) x  C ; sia P : C°°(E, ® C(0j+Oo)) -> 
-> C°° (Ç (x) C(0j+oo)) definita da:

p = A + i -

Indichiam o con X  lo spazio della u  e C°° (E, & C(o,+00)) tale che Fu =  o.
Si ha allora:

Proposizione i . Tutte le u  e 31 sono date da:
+ 00

C1-1) U (x , t) =  2  a.k % (x) e~Xk*
0

in corrispondenza a tu tte  le successioni ( a ^ > 0 tali che
+ OO

( r -2) 2 *  I **1 ?~li <  +  0 0 , v p  >  i.

Dimostrazione. Se ^  e /2 6 (° > +  oo) , <P e c°° (Ç) e X e R, allora si ha: 
t*

j  [(Pu , <peu ) — (u , P* (9^*))] d/ —
tx

2 tz
[(Au  ,9 )  —  (u , A* 9)] eu  dt +  f  —  [(& , 9) d / .

A

Se ora 9 e C°° (£) è tale che A 9 =  X9 e u  e 3C, tenendo conto di (0.2) pos
siamo affermare che

A
(« ( -i *1) > 9) — (p (• » 2̂) ,  9) e u ‘ =  I* — [(« , 9) <?*•*] d t  =  o

Jtx
per ogni e e (o , +  00).
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Allora se per ogni k  intero > 0  poniamo:

« * = ( « >  ^

dove A<pk =  \ k <pk, per ogni t >  o si ha che

<*k =  O  , 9*)

sono i coefficienti di Fourier di u (pc , /) rispetto alla base (9 ^> o  e quindi, 
data la regolarità di u e Ji si ha lo sviluppo (1-1).

Infatti poiché si ha: (A n u  , 9^) =  (u , A n 9^) =  7^(u , 9^), si può scrivere 
per ogni n  intero >  1

00 00
A” u  =  X  (A” « , <p*) <p* =  X  (« » 9k) A ” 9k

k=0 k=0

la convergenza delle serie intesa in norm a di L 2 (£), m a si ha anche la con
vergenza delle serie (1-1) per topologia di C°° (£) essendo A  un operatore 
ellittico. Per quanto detto in fondo al § o si ha subito la proprietà (1-2) per 
la successione (oc^>0 ponendo log p =  t.

Viceversa data  una successione ( a ^ > 0 che verifica (1-2) è im mediato 
vedere che lo sviluppo (1—1) verifica P u =  o ed è convergente nella topologia 
di C00 (£ <g> C(0;+Oo)).

Tracce delle soluzioni su  M.

Se 9^ e \ k sono tali che A y k =  \ k (pk per ogni intero k  >  o, poniamo:

( +00
0  =  L e C “ © ;  2  I (<p , 9i) ì pl* <  +  0 0 , 3p >  i

( 4=0

e

( +00 )
A  =  «p e C~ ®  ; X  I (9 - .?*) I PÌli  <  +  00., 3p >  i .

( k=0 )

Allora è noto (cf. : [4], [5]) che, nel caso analitico, A  è la to talità delle 
seziohì analitiche di £, ed in ogni caso si ha ovviam ente O C A .

E chiaro poi che per ogni u e X e / >  o l’applicazione:

L/ (<p) =  j (u (x , t) , q> (x))x dx
M

è un funzionale antilineare su O.
E quindi naturale dire che il funzionale antilineare L  è la traccia su M 

di u  j€ % se:

lim L t (9) =  L (9) 
t~+ 0

per ogni 9 6 $ .
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Se consideriamo adesso i due spazi di successioni:

i +°° )
<a =  ]a =  («^> 0  ; 2  I I P ~ X*  <  +  00 . Vp >  I (

' *=o )
e

( +°° ) 
gB =  jß =  (ß^>o ; i  I $k I 9%k <  +  00 > 3p >  I (

è noto (fc.: [3]) che il duale topologico d ' di d , per la sua topologia naturale 
di spazio di Fréchet, è cB e la form a sesquilineare canonica della dualità è 
data  da:

+°° _
<“ , ß> =  2

k = 0

la serie essendo assolutam ente convergente. Se trasportiam o a O la topologia 
naturale di cB, ottenuta dalla dualità con d, si ha subito:

P ro p o s iz io n e  2. Per ogni L e O '  esiste ed unica u e K :

lim L t (9) =  L  (9)
f-> 0

per ogni 9 G O.
+  o° _

Dimostrazione. Infatti se 9 =  ^  9i e L  G O' esiste ed unica una oc G d:
k = 0

<a , ß> =  L  (<p)
+ 00

Se allora u (oc , t) 9æ e~%k* S1 h a che per ogni t >  o
0
r +00
/ {u (x  , t )  , 9 (*)>* à* =  2 k $k ^ kt

J 0M

e quindi passando al limite per / o si ha:

lim L t (9) =  (a , ß> =  L (9). 
t -> 0
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