
La Matematica nella Società e nella
Cultura

RIVISTA DELL’UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Marina Popolizio

Tecniche di accelerazione per approssimare
l’esponenziale di matrice

La Matematica nella Società e nella Cultura. Rivista dell’Unione
Matematica Italiana, Serie 1, Vol. 2 (2009), n.2 (Fascicolo Tesi di
Dottorato), p. 275–278.
Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=RIUMI_2009_1_2_2_275_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per mo-
tivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali.
Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RIUMI_2009_1_2_2_275_0
http://www.bdim.eu/


La Matematica nella Società e nella Cultura. Rivista dell’Unione Matematica
Italiana, Unione Matematica Italiana, 2009.



�� ���������� 	�

� ������� � 	�

� ��
����
������� ��

��	��	� ���������� ���
��	�
����� �� ��
� ��� ������ ����� � !"� #

�������� �� ����	�
������ �

�
������
� 	����������	� �� ���
���

����$� %&%&��'�&

(����� 
����� �� ���� )� ���������� 
��	�
��� �� ���	��)� �� ����
���*��	� +��

��++�������*��	� ��

��*��	� ��

���+�	�	*��
� �� ������� �� �	 ��������

,��� �	� ������� -������� � � �	 ������� � �
 +��.
��� ��

��++�������*��	�
	������� ��

� � �/+ 0�1��2�
� �	3���� �	 ��+����	�� ������	�� ��

��	�
��� 	������� �� � ����� ��+����	��
�������� � +������ ���
� �		� �4��

���	������� ��������� �� -����� +��.
��� � +��	��+�
��	�� �������� ��

���"
+����	�� ���
� ��������� ��
 ������� � �	 021 �	 	������� �++
���*��	�� (����� ��+����
������3��� 
� ����� 
���������� �������� � -����� ������	�� � 
� ������� �� ��	���.��� ��
+���� �� ����������� �� ���� ��
�� ������� ��� ��� 
� 3������ 
��	���	���� � 
� �)������

�	� ��

� �++
���*��	� +�� ��+����	�� �	 ��� � ���)����� �
 ��
��
� �� 021 � 
� ����"

�*��	� �� �-��*��	� ��33���	*��
� ����	���� � �� �-��*��	� �

� �������� +��*��
��
��	��������� �� ����+�� 
��-��*��	�

��0�� �1

��
� ��0�� �1 � � �

�0�� �1 � ��� � � �

�0�� �1 � �0�1� � � ��� � � ��

�����
����

���

��	 � �+������� ��33���	*��
� ��
 ����	�� ����	� �� ��+� �

������ � � �	����� �+�����
��		���� � 
��������

,�������**�	�� 0�1 ���+���� �

� �����.�
� �+�*��
� �
 +��.
��� �� ������ �

��-��"
*��	� ��33���	*��
� ����	����

�	0�1

��
� �	0�1� 	0�1 � 	��


� ��� ��
�*��	� �

	0�1 � �/+ 0��1	��

��������	�� ���� �	 021�
�� ��	� ��	������� �
��� �����*��	� �)� ���)����	� �
 ��
��
� �� 0215 	�

� ������*��	�

�� ������� ��	������ 	�

� �++
���*��	� ��

� �+��������+�� 	��
����� �	 ������ ��

��	���

�� 	�

��	�
��� ��

� ����	� �� ���6�� ����



���� �	����+���� 
� �������� �+���� � �
 ����
���� �� �	� ��������**�*��	� � ������
�� ����

� �� +��.
��� ���
�5 +�� -����� ������ ���� � ��	���
��	�� �� ���	�� ��"
��	���	�� 7������� �+���� ����
�� +�������� �+���� � �� 3��-��	�� � ���������� �
0����1��3�	��� 	�������� ���� �� � ����	�� �	 -����� ����� (����� �������������)�
��	��	� 	��������� 
��++
���*��	� �� ������ 	������� �33����	��� ��� +�� -��	�� ��"
������ � ����� ���+���*��	�
� �)� +�� 
�����+�*��	� �� ��������

(����� ������� �	�
���� 
���� �� ���	��)� �� ����
���*��	� �� ���� )�		� ��+"
+����	���� 
�������	�� �� ��� �� � ��	��	����� 
��	�
��� ��

� �����

7�� � ������ +�� �++
����� +�� �
 ��
��
� �� 3�	*��	� �� ������� �� ���	�� ����	���	�
�+����	� � ������ �� ��+� +���������5 �
 +��	��+�� �

� .��� �� ��
� ���	��)� � +��������� �

+��.
��� �	 �+�*� �� ����	���	� +�� +����
� ���+���� �
 +��.
��� �� +����	*�� ��"
��
���� �
 +��.
��� +���������� �	 ��	���
� +�� ���+
��� �� -��

� �� +����	*�� � +��
����
��� �

� ��
�*��	� ��
 +��.
��� ���� +��
�	��	�� -��

� ��
��
����

�
���� �� ��������� � ������ ��	� �
��	� ��� ������ �� ��+� +��������� +�� 	����
8��� ��	� ����� ����� � +������ ���
� �		� ��� 	�

� �++
���*��	� ��

� �)����� � ��

�
3����� � ��
� �	 �	 ����	�� ����	�� �� �� � ����+��� ��

� ������ ��

� +��+����� ���"
���)�� ��� ��� 
��	�
��� ��

� ��	�����	*��

�� ���	��� ��	����� 	�
 ��������� �	� �++�������*��	� �� �/+ 0�1� 	�

� �+�*��

�
0�� �1 � �+�	������ � � � ��
�2���
%�� ��������� -����� �+�*�� �� +���� �� �2 � ��	�	 � �� ��	� +����  � �� � � � � �� ��"
���	�� �
 ������� � ����	��� �++
���	�� �
 +������� �� ����	����
�**�*��	� �� 9���"
��)���� ����2 ���+���� �� ������� +������	����	�� ��
��
���� ��	 -����� +��������
�� ����	��	� �

��� 
� ������� �
 � :�2� � � � � �
; � 
� ������� �
 �� ����	���	�



 � ��� �
���	�� ��	� � ���33����	�� ��
 +������� �� ����	����
�**�*��	��
�����	�� -����� ������� � +����.�
� ����	��� �	��++�������*��	� �� 021 ����

�/+ 0�1� � 	�	�
 �/+ 0�
1�2

����	�� �2 
� +���� ��
�		� ��

� ������� ���	���� �� ����	���	� 


�
�	� ��� +�	�� �� 3��*� �� -����� ���	��)� � �)� ��
�����	�� �	� ����	���	� 


+����
� +������� �� ������	���� �	������� �++�������*��	� ��

� ��
�*��	� � ��	-��
+�� �
 ��
��
� �� �/+ 0�
1 �� +�� ����
���� ��� ������� ������ �
�������

�3����	�����	��� ���� �������� �� <��).���6 � ��.��) :=;� 
� ��	�����	*� ���
������ ��� ������+�*� �� >�?
�� ��+�	�� ��

� 	���� ��

� ������� � �� �	 ��	���
� 
�
��	�����	*� �	�*�� +��
 +������� �

���������	�	�
� (����� ��	�� 
��++������ +������
����	��


�	��+��+��.
��� �	��� 
��������� �..���	��+�������
�����	��� ������
���+����
������ +�� 
� ������� ������	�� �� ��������**�*��	� �� �
��	� �+������� ��33���	*��
�� ��

�	��**� �� -����� �++����� )� �������	��� 
��	�������*��	� �� ���	��)� �� ����
���*��	��
�	� �� -����� � 
� ���	��� ��

� ��������������� +��+���� �� ����� � $����� :@; � �	"
��+�	��	����	�� �� ��	 ��	 8�)�3 � <��).���6 : ;� (����� ���	��� �� .��� ��� �����"
�+�*� �� >�?
�� �
00� � ��1�2� �1 +�� �	 �++����	� +�������� �� �)�3� � � 	�������
�++
���*��	� ������	� 
� ��+�������� �� -����� �++������ ���+���� �� ������ �� >�?
��
���	�������	��� �	3���� �)�+������	����	���������**� 3������ ���33����	���	� �+�*��
�� ����	���	���
�� +�� +����
� ���+���� � -��

� ���)����� ��� ������ �� >�?
�� �
�������

� 4 ����$� %&%&��'�&



���	�
��� ��

� ���� )� ���������� �	� ������ ������� ��

� ���
�� ��
 +�������� ��
�)�3� ������
�� �� � ����	��� 
��	�������	�� ����
���� �� +���� 3������ -����� +��������
� ����� �	��+�	��	����	�� ��

� �������������)� ��

� ������� ��

7�
� ���
�� � ����� +����.�
� �	-�����	�� �
 ������ ��������������� 	�

�������
��

� �++�������*��	� ��*��	�
� ��

��+������� ��+�	�	*��
�� �
 ������� �/+ 0�1�� �	"
3����� �� +�� �	�)� �++��������� �����	�� �
 ������� �0�1� �� � � �	� �+"
+�������*��	� ��*��	�
� ��

���+�	�	*��
�� �	 +������
���� �� ��++�	���� �)� �
 	�"
�������� � �
 ��	���	����� �� � ���	� +�
�	��� �� ����� � � �)� � +�
� �2� � � � � �� ���
���	� ���+
��� �

���� �	������ ��	 ��� � � � � �� � �������� �� )� �)�

�0�1� � ���
��

��2

��0�� ���1
�2���=�

�	� ��� ����
���� ��

� ���� � ���� �������� ���� 
� ���	��� ��

� ���������������
������+�	�� � +����	��*��	��� �++����	���	�� � ������� �	 0=1�

$�

� ���� �..���� �	�
��� ��	�������� 
� ���	��� +����	���� �� �/�
���	 �
>��)���� :2; +�� ����
���� ������� ���+
���� ���	�� ��
� ���������� ���
�5 �	 ��"
+����	�� ����
���� ������	�� � ���� ���������� ���� ���� �-����
�� �� �	 +������
���
+����	��*��	���	�� ��� ������� �	 0=1�

9��	 +���� ��

� ���� � ����� �������� �
 ��	3��	�� ��� ����� ���	��)� �� ����
�"
��*��	� +�� �
 ��
��
� �� �/+ 0�1�� ��	3��	�� �� -����� ��+� ���	� ���+
�����	�� ��"
��	�� �	 
����������� �
 �)� ��	���� +��������	�� ��+����.�
� ���.�
��� 
��33������ .�	��
��� ������� � ����
���� )�		� �������� 
� 
��� �33����	*�� �����
�	��	�� 
� ��33���	*�
���
� �++����� �
 ������� ��� +��.
��� � ��

� 
��� ����	���	��

7�� � ���� ������ ��	3��	���� �..���� ��	�������� �
 ������ �������� ������
+��+���� �� ,���6�	 � >	�*)	����	 :�; � ��+
���	���� �	 ���� �33����	�� ��
����	��	� :4; �	 ��� �� ��	������

���
0�� �1 � �+�	����2�� � � � ���2�� ����� � � � ��
�2���
���
���� +���� ��

� ���� � ����� �������� �

��	�����*��	� �� �	� �-��*��	� ��3"

3���	*��
� ����	���� ��
 ��+�

��

��
� ��� � � � �  

�0�1 � ���
�@�

�����	�� 
� ���	��� �
������ �� !�����"#����� � 
� ���	��� ���� �������� ���.�	���
��	 
� ���	��)��� ����
���*��	� �	�
�**���	�

� ����� �	+������ �..���� 3�������	+����
���+���
� �� � �..���� �������	��� � �������	� � ���	2� � � � �	" ��
� �)� 	" � �0 1�

%�� 
����� �������� 
����� 
� ���������	� �� 	 � ��3�	��� ��

� ��
�*��	�

	2 � �/+ 0�� �1	�

��	��� +�� �
 ������ �� !�����"#������
� � ��

�
�

	
	2 �

�
�  ��

�
�

	
	�

78�$��<8 ,� ���8�8��'�&$8 %8� �%%�&������8 8��� �  



�..���� ��	�������� �
 ���� �	 ���� � ��
� ������ ��

� ��������**�*��	� �+�*��
�
��

��+�������

�0�1 � 0�0�� �1��1�  $0�1���� �0�� �1 � 2 �� �� $0�1 � 2 � ��

��	 � � � �	 :�� 2;� ��	��*��	� �����	�� �� ,����)
�� +�� � � ��2 � ��	��*��	� �����	��
�� $����		 +�� � � �� 2� �� ��	��*��	� �	�*��
� � �	���� ����� ���
�� �	 ���� �)�
�� � 02� � � � � 21�

���
�

�
�

%�� � ���� 
� ����	���	� � � �!��� #2��� 2@@�� ��	� ����� ��	���������
9
� ��+�����	�� ��	����� )�		� �����	*���� �	 ���� 	���� 
� ��+�������� ��

�

���	��)� �� ����
���*��	� �������� 	�

� ���� ���+���� �
 ������ �� !�����"#�����
����	���	�� ����� +�� +��.
��� �� -����� ��+�� �
 ����
���� +�� ���+��	��	�� ���
�
��+�����	�� 	������� � �)� �++�������	�� ���������	�� �/+ 0 �1�� ��	 ���������
������ � ���	�� 0=1 ��	 �++����	� ���	��)� +�� 
� ����
�*��	� ��� ������� 
�	����
���	��
�� �� �����	� �	��
����� ��������**� � ���+� �� ��
��
� 	������	�� �	3������ �
-��

� ���)����� �� !�����"#����� +�� ������	���� 
� ������ ��������**�� (�����
����
���� ������	� ���� �
 ��
��
� �33����	�� �� ������� ��

� 3���� 021 +���� ���"
+
�3����� 
� ����
�*��	� �� +��.
��� ����	� �	 �++
���*��	� �	 ��� 
� ��
�*��	� �	�
�����
��� 	��� � +������

�� ������� +���� ��� ����
���� +����	���� 	�

� ���� ��	� ����� +�..
����� �	 :!;�
������� �	 ��

�.���*��	� ��	 
� +��3���� ��
���� ����	��	��

A�A��&9��B��

:2; �C8���&$ &� � >��<8�&� ��� %��� ������ ������� 
������ ��� �����& #�
����
��

���# ����� �����
�� $����� ��	��� �
��.�� �++
�� � 0����1� 2� "�2#�

:�; ,���>�$ �� � >$�'<$8���$ ��� �������� ������ ��$���#��' ������
���� �� ���

���� �(���� ���� ��� ������� ���#����� ���� D� �����/ �	�
?��� �	� �++
������	��
�� 02��#1�  !!"  2�

:=; <&�<A���> �� � ��A��< ��� )� ������ ��$���#� ������
����� �� ��� 
����
���������� ��������� ���� D���	�
 �	 $�������
 �	�
?���� �� 02�# 1� 2�22"2��!�

:@; �&�87 �� � $&��7� %�� %*�%������ ������
����� �� ��� +���� ����������� A�7�
$�������
 ���)�������� �� 0���@1� !�!"42!�

:!; %&%&��'�& �� � ���&$��$� ��� �##��������  �#��(��� ��� ������
���& ��� +����
���������� )�������� ���� D� �����/ �	�
?��� �	� �++
�� �� 0���#1� 4! "4#=�

:4; ���&$��$� ��� � ��	 ������� 
����� ��� �����& ���&���#��� �������� 
���� �(���
����� ���� D���	�
 �	 ����	��3�� ���+���	�� �� 0��� 1� 2�4#"2�##�

: ; ��$ ,8$ 8�<&B D� � <&�<A���> ��� ,��#�������& ���#��� ������
����� �� ���

���� ����������� ���� D���	�
 �	 ����	��3�� ���+���	�� �� 0���41� 2@=#"2@! �

,�+������	�� �� ����������� �	�������� �� A���
�"���
5 +�+�
�*��E����	�.����

,�������� �	 ����������
��	 ���� +����� 
��	�������� �� A��� " ���
� C�C

,�������� �� �������5 +��3���� ��
���� ����	��	�� �	�������� �� A�
��	�

� # ����$� %&%&��'�&


