
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Wenchang Chu

Jacobi’s Triple Product Identity and the
Quintuple Product Identity

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 10-B
(2007), n.3, p. 867–874.
Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2007_8_10B_3_867_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2007_8_10B_3_867_0
http://www.bdim.eu/


Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 2007.



���������� 	
�
 �

�� ���� ������ �������

�����	
� �	��� ������ �����	��

��� ��� ��	������ ������ �����	��

��	 ��������

������ � �� ������ �	
����� 	� ������ ������	���
 �� ���	���� ������ ��
�
 
��������
�����
 ���
 	�
 	������������ ��� �
������ 	����
 � ������ ����� 
 !���� ���"" #
$�������	� �� ��������� 	� ��	�����
 
	 �� �
��	� 	� 	���
�
��
 �����
% �� ��
���
������� �� ���	��
 ���� ������
��� 	
��
 	�
 ����
 �����
 	
��&�	
����� 	� ���	����
'��������#

������� � (�
 �����
�� ����� �� ������&� �����
 ���	��� �	
����� ���������� 	�
 ��
������ ����� ��	 !���� ���"" �� �
��
)
	# *� ��
 ���
 ������% )
 ����
 ��
�
��� �� ��	������ ��������
 ��	 �����
 	���
�
��
 �
���	% � �����
 ���� �� ��

'�������
 ���	��� �	
�����# +��������% ��
 ��	������ ��������
 )��� �
 ��
	 �� ���

� �
) ����� �� �����
� ���
����� �	
����� 	�
 �� !�� ��	 ,
�� �-../ % )���� ���
�
 �����	
�
	 �� �����
� �����
 ���� �� ��
 '�������
 ���	��� �	
�����#

�
 � �����	
� �	��� ������ �����	���

���  ���!"#��$ %# �!� �"�&�� &"�$' � �$�����( )�#��) ��#�

�'� 0� '�0� '�� �
���

1���
��*	1' 1

�� 	01 +�" 
'
� *�*	

,��"� ��� '�)��+��$ +# ��"�#� �) $�+���$ !(

0� '�� � * #�$ 0� '�� � *� 0�*� '0� � � � *� '��*0� +�" � � *� �� � � �
,��� ��� +����,��- #!!"�.�#��$ /'���&�� &#"#/���" ���#����

0�� �� � � � � �� '1� � �� '���� '�� � � � �� '���
���"� #"� )�.�"#� #�-�!"#� #�$  �/!��#��"�#� &"��+) )�� 0�� *�� *�� ��� �21� +�"

�3#/&��)�
 ��"� ,� &"�)��� ��� )�/&��)� &"��+ !( ')��- ���( ��� '�!���/�#�

����"�/� ,�� � �) �"�-��#��( $'� �� �#' �( *��4� #�$ �#')) *����
 ��,�.�"� ��

�#) ��� !��� ,��� ���� �$ '& �� ��,  +
 0�� 5 �2�1�




6� #�� ��#� ��� '�!���/�#� ����"�/ "�#$) #)

�0� '	� �
��

1��
��*	1 �

1

� �
'

1
�� 	01 ,��"�

�

1

� �
� �'� '	�
�'� '	1�'� '	��1

���	

���)  #� �#)��( !� �)�#!��)��$ !( ��$' ���� &"�� �&�� �� �


��, "�&�# ��- � #�$ 0 !( �� � #�$ 0'�� "�)&� ��.��(� #�$ ���� �����- ���

"��#����

�'��0� '	��� � �'��0� '	��0� '	� � ��*	�'�
*��
�� 	0��'�0� '	��0� '	��4	

,�  #� "�+�"/'�#�� ��� '�!���/�#� ����"�/ #)

0� '��'�0� '�� �
����

1��
� *�1�� �� �

1

� �
'

1��
�� 	01��

,�� � !� �/�)� '�$�" )'//#���� ��$�3 )'!)���'���� 1� �� 1� ��� +����,��-

+����� +�"/ �+ ��� %# �!� �"�&�� &"�$' � �$�����(

�0� '	��'�0� '	� �
��

1���

��*	1 �� �

�� 1

� �
'

1
�� 	01���	

7�����- ����� �� ��� ,� -�� *� �//�$�#���( �� .��, �+ ��/����- "��#����

�� �

�� 1

� �
� '� '����

'� '���1'� '���1
���������� *

'� '��
,��"� 
' � *
�

�
 � ��� ��	������ ������ �����	���

%')� ��8� ��� $�"�.#���� �+ %# �!�9) �"�&�� &"�$' � �$�����( +"�/ ��� '�!���/�#�

����"�/� ,� ,��� )��, ��#� ��� :'���'&�� &"�$' � �$�����( �) ��� ��/����- +�"/ �+

��� +����,��- #�-�!"#� �$�����(


���;6�� 0<����� +�"/ �+ ��� :'���'&�� &"�$' � �$�����(= �������'��' 0211


2�� � ������� ����
� � ��	 � �������
 0% ��
�
 ���	� �� ���
����� �	
�����3

��

1��
�*� 0'1	 �

1

� � �0� '	��*
�'10�� '	��*

01'1�  *��>	

5�"+�"/��- &#"#/���" "�&�# �/���) �� �� �� 0� �'��0 #�$

1� 1�� #�$ ���� )�/&��+(��- ��� "�)'�� ��"�'-� 4�� ,� /#( "�)�#�� ���

#�-�!"#� �$�����( $�)&�#(�$ �� ��� ����"�/ #) ��� +����,��- +����� !��#��"#�

��� ��	 ��������



�$�����(

��

1���

�*� 0'1	 �� �

�� 1

� � ��0� '	*����'�0� '	�
�0�� '	*���1�'�0�� '	��1

041'1�� 1
�� 	  *���	

7�����- ����� �� ���) �:'#���� #�$ #&&�(��- ��� "��#����

'� '��
0�� '��'�0�� '��

� 0� '��� '�0� '��
� 0'� 0� '�0� '1�0'0�� '�0�� '�1�

,� $�"�.� ��� +#/�') :'���'&�� &"�$' � �$�����(

���

1���
�*� 0'1	'4 1

�� 	�'04	1 � �'� 0� '�0� '���'0�� '�0�� '��� +�" 
'
� *���	

�
 � ������	�� ��� � ��� �������

�� ��"/) �+ !#)� �(&�"-��/��"� )�"��)� ��� �$�����( >�  #� !� $�"�.�$ #) ���

��/����-  #)� 4�� �+ ��� ��"/��#���- .�"(�,��� &��)�$ ��>�)�"��) �$�����(  +


0*2� ����*1�=

��>

0�� '0�

0�

�'0�

�0�

'���

'*��0��

0�

'0�

4

'0��4

���'�
'*��0

4

� �
� �'0

�� '	��'0�4� '	�
�'0� '	��'0��4� '	�

���	

<�" ���)� ,�� #"� ��� +#/���#" ,��� !#)� �(&�"-��/��"� )�"��)� ,� �++�" # .�"(

���/���#"( &"��+ �+ >� !#)�$ �� ��$' ���� &"�� �&�� �� �


���� � � �� �� �) �"�.�#� �� )�� ��#� >� �) �"'�
 ?'&&�)� ��#� >� ���$) +�" #

�#�'"#� �'/!�" �
 ���� ,� ���$ ��  �� 8 �� #�)� +�" �� *


6�&�# ��- 0 !( '0 #�$ ���� 1 !( 1� *� ,�  #� "�)�#�� >� #)

0 
�*��

1�*
�*� 0'1	 �

1� *

� � �'0� '	��*
�'*�10�� '	��*

01'1��1��2	

���� ��� ����#"  �/!��#����

*� 0'��*

*� 0�'��* �:>�� *� 0�'��*

*� 0�'��* �:2�

��#$) ') �� ��� +����,��-

*  *� 0'��*

*� 0�'��* �
�*� 0	0'��*

*� 0�'��*

�
�*��

1��
�*� 0'1	 *��

1

� � �0� '	���
�'10�� '	���

01'1�

� �*� '*���1	�*� 0�'*���1	 � '*���1�*� '1	�*� 0�'1	
�*� '��*	�*� 0�'��*	

%��;��9? �6�57� 56;@	�� �@�����A� ���
 ��2



,�� �  �""�)&��$) �� ���  #)� �� * �+ >� �� #  �'�� �+ ��� +# � ��#� ��� �#)�

"#����#��+# ��" "�$' �) �� ���
 �  �"$��- �� ��$' ���� &"�� �&��� ���)  ��+�"/) >�


!
 � "�������	�� ��� � ��� �������

<�" # �#�'"#� �'/!�" � #�$ # .#"�#!�� 0� ,� ,��� ��.�)��-#�� ��� +����� )'/

��0� -�.�� !(

���0	 ��
��

1��
�*� 0'1	 �

1

� � �0� '	��*
�'10�� '	��*

01'1�

��*�	

7�� �1 #�$ �1 !� �,� )�:'�� �) $�+���$ "�)&� ��.��( !(

�1 �� � *�101'
1�*
�� 	

*� 0'1
#�$ �1 �� � *�1

�� *

1

� �
0� '��

'1�*0�� '��
'

1�*
�� 	�

�� .��, �+ ��� !�'�$#"(  ��$����� ��* � �� � � #�$ ��� +����� $�++�"�� �)

�1 ��1�* � ��*	1 *� 0�'�1�*

�*� 0'1	�*� 0'1�*	 0
1'

1�*
�� 	

�1 � �1�* � ��*	1�*� 0�'�1� �

1

� � �0� '	��*
�'10�� '	��*

'
1
�� 	

,�  #� "�+�"/'�#�� ��� ��)'/ $�+���$ �� *�� #) +����,)=

���0	 �
��

1��
�1

��1 � �1�*
	 �

��

1��
�1�1 �

��

1�*
�1�1�*

�
���*

1��
�1�1 �

���*

1��
�1�*�1 �

���*

1��
�1

��1 ��1�*
	

,�� � ��#$) ') �� ��� +����,��- "��#����=

���0	 �
���*

1��

*� 0�'�1�*

�*� 0'1	�*� 0'1�*	
�� *

1

� � �0� '	��*
�'1�*0�� '	�

01'1��1��**	

<"�/ ���) �3&"�))���� ,�  #� $�"�.� ��� +����,��- ����"�)���- "�)'��


7���� 06� '""�� � "��#����1
 2�� ��
 �5�������� 	
���
	 �� *��� ��
�
 ���	�

��
 �
�������

���0	 � ���*�'0	 )�
�
 � � *� �� � � � ��*�	

��� ��	 ��������



56;;<
 � �� +'"���" $�+��� �,� )�:'�� �) �1 #�$ �1 "�)&� ��.��( !(

�1 �� �'
��1� '	1�0� '	��*
�0�� '	1���*

0�1'1��1

�1 �� �0
�� '	1��
�'� '	1

0�1

�*� 0	�*� 0'1�*	 �

�� .��, �+ ��� !�'�$#"(  ��$����� �� � ��* � � #�$ ��� +����� $�++�"�� �)

�1 � �1�* � �*� 0�'�1��� �'
��1� '	1�0� '	��*
�0�� '	1����

0�1'1��1

�1 ��1�* � *� 0�'�1�*

�*� 0'1	�*� 0'1�*	
�0�� '	1�*
�'� '	1

0�1

,�  #� /#��&'�#�� ��)'/ $�)&�#(�$ �� **� #) +����,)=

���0	 �
���*

1��
�1
��1 ��1�*

	 �
���*

1��
�1�1 �

���*

1�*
�1�1�*

�
���*

1��
�1�1 �

���*

1��
�1�*�1 �

���*

1��
�1

��1 � �1�*
	

�
���*

1��

�
*� 0'1�*	 �� *

1

� � �'0� '	�
�'��10�� '	�

01'1��1�

���) ��#$) ') �� ��� "� '")��� )�#��$ �� ��� ��//#
 �

���"#���- +�" ����/�) ��� "� '""�� � "��#����=

��0� � ���*'0�

,� +��$ ��� +����,��- #�-�!"#� �$�����(=

���0	 � ���*�'0	 � �����'�0	 � � � � � � ����'�0	 � *�*4	

,�� � ��#$) ') �//�$�#���( �� ��� #�-�!"#� �$�����( )�#��$ �� ��� ����"�/


��� ��+�"/�$ "�#$�" ,��� ���� � ��#� ��� &"� �$'"� B')� �/&��(�$ �) ��� )��

 #���$ CC�!��9) ��//# �� )'//#���� !( &#"�)99
 ���) /����$ �#) !��� )��,�

&�,�"+'� �� �.#�'#��  �#))� #� #�$ !#)� �(&�"-��/��"� )�"��)
 ��� ����"�)��$

"�#$�" /#( "�+�" �� ��' #�$ %�# 0**� *�� *4� *�1 +�" /�"� $��#��) #�$ +'"���"

$�.���&/���)


%��;��9? �6�57� 56;@	�� �@�����A� ���
 ��*



#
 � $����� %	�	�� %�� � ��� ��	������ ������ �����	���

�� # "� ��� &#&�" 04�1� �'� #�$ D��- +�'�$ #�����" +����� +�"/ �+ ��� :'���

�'&�� &"�$' � �$�����(
 ��) "�$' �$  #)� � � �� �#) #&&�#"�$ �� 5#'�� 0���

�: ��1


56;5;?���;� �'� #�$ D��- 04�� ����"�/ 2
*1 2�� � ������� ����
� � ��	

� �������
 0% ��
�
 ���	� �� ���
����� �	
�����3

��

1��
�*� 0�'*��1	 �

1

� � �'0� '	�
�'*�10�� '	��*

01'1�  *��*�	

�� ��"/) �+ !#)� �(&�"-��/��"� )�"��)� ��� �$�����( *��  #� !� $�"�.�$ #)

��� ��/����-  #)� 4�� �+ ��� ��"/��#���- .�"(�,��� &��)�$ ��>�)�"��) �$�����(

 +
 0*2� ����*1�=

��>

'0�� '4��0�

'*��0�

�'4��0�

�'*��0�

'���

'���0��

'0�

'0�

4

'�0��4

���'�
'*��0

4

� �
� '�0�� '��'0�4� '��

'0� '��'�0��4� '��
�

��#��-�')�(� #� ��$' ��.� &"��+ �+ *��  #� !� "�&"�$' �$ #) +����,)


���� � � �� �� �) �"�.�#� �� )�� ��#� *�� �) �"'�
 ?'&&�)� ��#� *�� ���$) +�" #

�#�'"#� �'/!�" �
 ���� ,� ���$ ��  �� 8 �� #�)� +�" �� *


6�&�# ��- 0 !( '0 #�$ ���� 1 !( 1� *� ,�  #� "�)�#�� *�� #)

0 
�*��

1�*
�*� 0�'*��1	 �

1� *

� � �'�0� '	�
�'��10�� '	��*

01'1��1��*>	

���� ��� ����#"  �/!��#����

*� 0'��*

*� 0�'��� �:*�� � *� '0�'��*

*� 0�'��� �:*>�

��#$) ') �� ��� +����,��-

*  *� 0'��*

*� 0�'��� �
�*� '0	0'��*

*� 0�'���

�
�*��

1��
�*� 0�'*��1	 *��

1

� � �'0� '	��*
�'*�10�� '	���

01'1�

� �*� '*���1	�*� 0�'����1	 � '*���1�*� '1	�*� 0�'*�1	
�*� '��*	�*� 0�'���	

��� ��	 ��������



,�� �  �""�)&��$) �� ���  #)� �� * �+ *�� �� #  �'�� �+ ��� +# � ��#� ��� �#)�

"#����#��+# ��" "�$' �) �� ���
 �  �"$��- �� ��$' ���� &"�� �&��� ���)  ��+�"/) *��


?�/��#" �� ��� �#)� )� ����� #  ��)�"' ��.� &"��+ �+ *��  #� !� &"�.�$�$ �����"


�� ��#.� �� �� ��� "�#$�" #) #� �3�" �)�


6���6E <�" ��� ��)��"� #� ���� #!�'� ��� :'���'&�� &"�$' � �$�����(� ���

"�#$�"  #� "�+�" �� 0�1
 ��"�  �/&"����)�.�  �.�"#-� �#) !��� &"�.�$�$ "��

 ����( !( ���&�" 0*>1
 ��/&#"�$ ,��� ��� 8��,� &"��+) �+ ���) �$�����( $'� ��

�#�)�� 0��� ��1 !#)�$ �� +'� ����#� �:'#����) #�$ ����&�� +'� ����)� ��8�� #�$

?,����"����@(�" 0>1 .�# +'� ���� ����"��� /����$)� ��"$#� 0��1 ��"�'-�

+'� ����#� �:'#����)� �#"���F #�$ ?'!!#"#� 0�1 !( /'���&�(��- �,� �"�&�� &"�$' �)

#) ,��� #) 5#'�� 0��1 !( ��� �D�/����$� ��� &"��+ &"�)����$ �� ���) &#&�" �)

/' � )�/&��" #�$ /�"� ���/���#"(� ,�� � "�:'�"�) ���( )�/� ��-� ) ���� #��

-�!"#


$�1��)�
	�
�
��= ��� #'���" ��#�8) �� 6� �#"$ �)8�( +�" �#.��- 8��$�(

&�����$ �'� ��� �"�-��#� &"��+ �+ ��� %# �!� �"�&�� &"�$' � �$�����( $'� �� �#' �(

����� #�$ �#')) ���"" 


6�<�6����?

0*1 E
 �77�@�� (�
 '�������
 ���	��� �	
����� ��	 �����
	 ��������� ���������� %

��/&'�
 �&&�
 �#��
� &' *22��� 4�*4


0�1 �
 �
 ��@6��?� $ �����
 ����� �� ������&� �����
 ���	��� �	
������ 5"� 
 �/�"

�#��
� �& *2�>�� 444�44�


041 �
 �
 ��@6��?� $����������� �� ����� ���
��
��
���� ���������� ?��� 6�.��,� �&
*2���� ��*����


0�1 �
 �
 ��@6��? � 6
 �?E�A � 6
 6;A� +�
���� 2��������� �#/!"�$-� 	��.�")��(
5"�))� �#/!"�$-�� ����


0>1 �
 ;
 7
 ��E�� � 5
 ?�����6�;��@A�6� +��
 ����
���
� �� ����������� 5"� 
 7��$��
�#��
 ?� 
� ! *2>��� ���*��


0�1 �
 �
 ���7�A� +
��
� �� ���
��
��
���� ���
 )���� ��
 �������
 �� ���� 	��
�������
G'#"�
 %
 �#��
 ;3+�"$� ( *24��� *�>�**>


0�1 �
 �
 ���7�A� 6� ��
 �������������� �� ���
 �	
�����
� �� ��
 7��
��57�����8��
���
� 5"� 
 7��$�� �#��
 ?� 
� � *2>*�� �*����*


0�1 7
 ��67��D � �
 H
 ?	���6�;� $ �����
 ����� �� ��
 '�������
 ���	��� �	
������ 5"� 

�/�"
 �#��
 ?� ���(� ��� * *2���� �����


021 �
 A
 �
 ���� � �
 ��	 � �
 ?
 ?
 �	� 2����
 ���� �� ��
 '�������
 ���	��� �	
������
%�'"�#� �+ ��/!��#��"�#� ����"( ?�"��) ��� ���� * ������ *�>�*��


0*�1 �
 ��	� 9���

 �
������
� ��	 ��
 ������ �����
 ���	��� �	
������ � �# �#��
 ?��� #
0��, ?�"��)1� )� * *224�� �����


0**1 �
 ��	� $�
�&� �
��� �� ��������� �� ����� ��	 7�����8��&� *�*5�
��
�
*	
������ ��:'#�����) �#���/#�� #�� (�� *I� ������ *���*��


0*�1 �
 ��	� $�
�&� 4
���	 �� ��������� �� ����� ��	 :��
��
��
���� +
��
�� %�'"�#�
�+ @�++�"�� � �:'#����) #�$ �&&�� #����)� ��� � ������ ��4��2�


%��;��9? �6�57� 56;@	�� �@�����A� ���
 ��4



0*41 �
 ��	� $�
�&� �
��� �� ��������� �� ����� ��	 ;���� :��
��
��
���� +
��
��
�$.#� �) �� �&&���$ �#���/#�� )� �)� � ������ �2��>*�


0*�1 �
 ��	 � �
 D
 %��� $�
�&� 4
���	 �� ��������� �� ����� ��	 (
��������� <
��5
=���
	 '5+
��
� *	
�����
�� %�'"�#� �+ ��/&'�#����#� #�$ �&&���$ �#���/#�� )� ��(�
� ������ 4���4��


0*>1 ?
 �;55�6� (�
 '�������
 ���	��� �	
������ ����"�#����#� %
 �+ �'/!�" ����"(� �� *
������ **>�*�*


0*�1 6
 %
 �H��?� (�
�� �������� �	
�����
�� %
 �#��
 ��#�
 �&&�
� �!(� * *22��� 2��*�*

0*�1 %
 �
 ���77� $� 
��� ����� �� ��
 �����
 ���	��� �	
������ �/�"
 �#��
 �����
� ''

*2�*�� �������

0*�1 �
 �
 <�6E�? � �6��� E6�� 6� ��
 '�������
 ���	��� �	
������ 5"� 
 �/�"
 �#��


?� 
� ��(� 4 *222�� ��*����

0*21 �
 ��?5�6 � �
 6������ ;���� :��
��
��
���� +
��
� ��$ �$������� �#/!"�$-�

	��.�")��( 5"�))� ����

0��1 �
 �;6@;�� +��
 �	
�����
� �� ������������� ��������� G'#"�
 %
 �#��
 ;3+�"$� ��

*2�*�� ��>��2�

0�*1 �
 @
 ��6?���;6� $ �
�
���������� �� ��
 '�������
 ���	��� �	
������ %
 �')�"#�


�#��
 ?� 
� $!! *2���� ����>

0��1 6
 5
 7���?� $ ������������� ����� �� ��
 �����
 ���	��� �	
������ �/�"
 �#��


�����
� )� *2���� ������4

0�41 7
 %
 �;6@�77� $� �	
����� �� ������������� ��������� 5"� 
 ��#)-�, �#��
 �))
� #

*2�*�� *2�����

0��1 5
 5�	7�� +���� ��	 
��� ������
� ������ �� ��
 7��
��57�����8�� �	
�����
� ��	

�� �	
�����
� �� ������� ���
� ��� �"��� %
 �+ ��/!��#��"� )� � *22��� 6J*�

0�>1 @
 �
 ?��6?� ()� �	
�����
� �� ;���
�� %
 7��$�� �#��
 ?� 
� �( *2>��� >*��>**

0��1 �
 H
 ?	���6�; � �
 H�@A�?���6� 6� <�����&� '�������
 ���	��� �	
������ 5"� 


�/�"
 �#��
 ?� ���(� �&� * *2���� �4���

0��1 �
 �
 ���?;�� (�
��
�� ����
	 �� 7�����8�� >**3 (�
��
�� �� �������
	

���������� %
 7��$�� �#��
 ?� 
� ! *2�2�� 42���

0��1 �
 �
 ���?;�� 7�����8��&� >
������� �?�
� ,
���������������
�� %
 6����

��-"�,
 �#��
� �() *24��� 2��*��

0�21 �
 �
 �6����� $� 
���
�����
 ����� �� �� �	
����� �� ������� %
 �+ 7��$�� �#��


?� 
� !� *2�>�� >>�>�

04�1 H
 %
 �
 �	; � %
 D���� +���� ������ �� ��������� ��	 �������������� �������� ���

����� ���
��
��
���� �
��
�� %�'"�#� �+ �#���/#�� #� ��#�()�) #�$ �&&�� #����)� ��(�
* ������ 4*��4�>


@�&#"��/���� $� �#��/#�� #� 	��.�")��#K $�-�� ?�'$� $� 7�  �
7�  ���"��)#��� 5
;
 ��3 *24� �4*�� 7�  � ��#�(�

��/#��=  �'
,�� �#�-L'����
��

@@@@@@@@

=
��
���� �� 7
	�����


�� -� ������ -.."

��� ��	 ��������


