BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

ANDREA MALCHIODI

Costruzione di spike-layers multidimensionali

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 8-B (2005),
n.3, p. 615-628.

Unione Matematica Italiana

<http://wuw.bdim.eu/item?id=BUMI_2005_8_8B_3_615_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non é consentito 'utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2005_8_8B_3_615_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 2005.



Bollettino U. M. 1.
(8) 8-B (2005), 615-628

Costruzione di spike-layers multidimensionali.

ANDREA MALCHIODI (*)

Summary. - We study positive solutions of the equation —e%Au +u = u? in Q, where
QcR", p>1and ¢ is a positive small parameter. Usually we put Newmann boun-
dary conditions. When € goes to zero, we prove the existence of solutions which con-
centrate on curves or varietis.

Sunto. - Si studiano soluzioni positive dell’equazione — e Au + u =u” in Q, dove Q¢
R”, p>1 ed ¢ é un piccolo parametro positivo. Si impongono in genere condizioni
al bordo di Neumann. Quando € tende a zero, dimostriamo esistenza di soluzioni
che si concentrano su curve o varieta.

1. - Introduzione.

Si dimostrano nuovi fenomeni di concentrazione per il seguente problema
ellittico con perturbazione singolare

—e2Au+u=u? in Q,

0

P, 2y on 89,
v
u>0 in Q,

dove 2 e un dominio limitato e regolare di R", n = 2, v & la normale (interna) al
bordo, p & maggiore di 1 ed € >0 e un parametro piccolo.
11 problema (P,) € motivato dallo studio di strutture create da alcuni siste-
mi di reazione-diffusione, che modellizano esperimenti di chimica o biologia.
Richiamiamo innanzi tutto il seguente risultato di Matano e Casten-Hol-

(*) Comunicazione presentata a Milano in occasione del XVII Congresso U.M.I.
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land, [3], [16]: sia % una soluzione (linearmente) stabile dell’equazione

ou

JutzAquf(u) in Q;
L_:O on 0% .

ov

Allora, se 2 & convesso, u deve essere costante. D’altro canto, come osservato
inizialmente da Turing, [21], se si considera un sistema di equazioni di reazio-
ne-diffusione, la situazione puo cambiare drasticamente. In particolare, quan-
do i coefficienti di diffusione dei reagenti sono molto diversi tra loro, si osserva
la formazione di una vasta gamma di strutture che comprende punti, linee,
curve, nido d’ape e perfino frattali.

Un esempio particolarmente studiato e il seguente modello introdotto nel
1972 da Gierer and Meinhardt, [8], per descrivere esperimenti di rigenerazio-
ne sull Hydra

' up
U=di4AU—-U+— in 2% (0, +x),
W
ur .
(GM) {0V, =d40-V+ in 2 x (0, +x),
) )
—Cu=—v=0 on 92 %X (0, + x),
ov v

\

Le funzioni U e © rappresentano rispettivamente le densita di un attivtore
chimico (che favorisce la rigenerazione) a lenta diffusione e un inibitore a dif-
fusione rapida. Quindi si assume che d;<< 1 e che d,>> 1. I numeri p, q, 7, s so-
no non-negativi e soddisfano le seguenti disuguaglianze

p—1 r

0<—< .
q s+1

Nel caso statico di (GM) e nel limite d,— + oo, considerando la seconda equa-
zione si vede che © é pressoché armonica, e poiche soddisfa la condizione di
Neumann al bordo, © deve essere vicina ad una costante. Quindi ’equazione
significativa in (GM) & la prima, e il sistema viene descritto dall’equazione sca-
lare (P,), di veda il survey [17] per i dettagli. In particolare quando ¢ tende a
zero, che corrisponde al caso d;<< 1, ci si aspetta che le soluzioni diventino for-
temente piccate vicino a punti o in generale insiemi di 2.

Molti lavori sono stati dedicati al problema (P,), per capire dove la concen-

trazione avviene e quale sia il profilo delle soluzioni. Numerosi contributi, a

+2 .
,esie

partire dai lavori [12], [18], [19], sono stati dati nel caso in cui p <
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provato che gia la struttura delle soluzioni che si concentrano su uno o pitt pun-
ti di Q, dette spike-layers, & molto ricca. Ad esempio uno dei risultati pitt gene-
rali, dovuto a Gui e Wei, [9], afferma che dati due interi arbitrari [, and [,, esi-
stono soluzioni che hanno [; piechi sul bordo di 2 e I, picchi nel suo interno. In
linea di massima, la concentrazione sul bordo avviene nei punti critici della
curvatura media mentre la concentrazione all'interno nei punti critici della di-
stanza dal bordo. Le tecniche di dimostrazione sono basate soprattutto su ri-
duzioni di Lyapunov-Schmidt, oppure su metodi di minimax o penalizzazione.

Per l'analogo problema di Dirichlet e per 'equazione di Schriédinger non li-
neare (onde stazionarie), che riprenderemo in seguito, valgono risultati analo-
ghi. Si vedano per esempio [7], [11] e le referenze in essi contenute.

Si & pero da subito congetturato, si veda [17], che (P,) ammetta anche solu-
zioni che si concentrano su insiemi k-dimensionali, per ogni intero ke
{1, ..., m —1}. Solo recentemente ci sono stati risultati di carattere generale
in questa direzione, che saranno descritti in questa nota. In collaborazione con
M. Montenegro la congettura e stata dimostrata in [13], [14] quando k=% — 1,
prima nel caso bidimensionale, e poi in quello generale. Il risulatato e il
seguente.

TEOREMA 1. — Sia 2 cR" limitato e regolare, e sia p > 1. Allora esiste una
successione € ;— 0 e una successione U, di soluzionni di (ng) con le proprie-
ta sequenti

i) u,, si concentra su 92 per j— + o, vale a dire per ogni r>0 si ha
J (& | Vu,, |>+u2)—0 per j— + o, dove Q"= {xeQ: dist(x, 92) =7r};
Qr : :

ii) se xye 92 e se v, denota la normale interna a 92 in x,, allora
per ogni ke N risulta

e, (g5 (x = 19)) = wy(-vg)  in Ciee(Vy),

dove Vo= {xeRY: x-vy>0}, e dove wy ¢ la soluzione del problema uni-
dimensionale

—v"+v=0v" in R,,
1)

v'(0)=0

OSSERVAZIONI. — (a) Si noti che nel teorema non si assumono condizioni
sull’esponente p allinfuori di p > 1. Questo include anche il caso superitico

diversamente dalle spikes ordinarie, per lesistenza delle quali Iipotesi

n+2 .. . . . N
¢ una condizione necessaria, si veda [4]. La differenza & dovuta

p<
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al fatto che il profilo delle soluzioni & unidimensionale, e infatti per il
problema limite (1) non esiste un esponente critico.

(b) La scelta di una successione specifica ¢; € fondamentale per il nostro
approccio, e non e usata per ottenere compattezza. Serve invece per ottenere
l'invartibilitd dell’equazione linearizzata in opportune soluzioni approssimate
u,,. Questa invertibilita ¢ falsa in generale, e ci si aspetta che genericamente la
concentrazione lungo una varieta k¥ dimensionale non possa avvenire per valori
arbitrari (e piccoli) di ¢ mantenendo lo stesso profilo, come nel caso di u,

(¢) Per construzione, I'energia di u., & molto grande se paragonata a quella
delle spike-layers ordinarie. Inoltre 1’1ndlce di Morse di u, tende a + o« quan-
do &£;—0. Questa & la ragione principale della mancanza d1 invertibilita dell’o-
peratore linearizzato per alcuni valori di ¢. Il fenomeno va anche messo in rela-
zione con un risultato di N.Dancer, si veda [5], dove si dimostra che ogni fami-
glia di soluzioni di (P,) con indice di Morse uniformemente limitato quando
e—0 si concentra in un numero finito di punti.

(d) La continua variazione dell'indice di Morse impedisce 1'uso dei classici
metodi di minimax o delle riduzioni finito-dimensionali. Nonostante cio, sotto
ipotesi di simmetria, & ancora possiblie applicare queste tecniche lavorando in
spazi di funzioni simmetriche. Si vedano ad esempio i risultati in [1], [2], [6],
[15], [20]. Nell'ultima sezione discuteremo alcuni di essi.

La dimostrazione del Teorema 1 & basata su argomenti di inversione locale.
Il primo passo consiste nel torvare una buona soluzione approssimata. Poi si
studiano le proprieta spettrali (e in particolare I'invertibilita) dell’equazione li-
nearizzata, il che richiede un’analisi piuttosto raffinata. La difficolta principale
sta nel fatto che lo spettro tende a riempire densamente ogni piccolo intorno di
zero sulla retta reale. Ottenuta l'invertibilita, si usa il teorema delle contrazio-
ni in spazi funzonali opportuni.

La prossima sezione contiene uno schema della dimostrazione del Teorema
1, i cui dettagli di trovano nei lavori [13], [14]. L’ultima sezione invece contiene
alcuni risultati nel caso di simmetria radiale, ottenuti in [1], [2], [15].

2. — Schema della dimostrazione.

Quando I’esponente p & critico o sottocritico, le soluzioni del problema (P,)
di classe H' si possono trovare come punti crtici del funzionale

1 1
@) I(w) = —f(82|w|2+u2) dw — —f|u|p+1doc, ue HY(Q),
29 p-l—lQ
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usando la seguente norma
Hu||2=f(82|Vu|2+u2) de, weHY Q).
Q

E utile richiamare alcuni risultati standard che riguardano il problema (1). E
ben noto che (1) ammette una sola soluzione positiva in H!(R_ ), che denotia-
mo con wy(r), e che soddisfa le seguenti proprieta

w, (r) <0, per ogni >0,
3) wq (r

lim e"wy(r) =a,>0, lim v _

r— © r— 0 wo(,'/.)

dove o, € una costante che dipende solo da p. Inoltre, riguardo alla linearizza-
zione di (1), vale il risultato seguente.

LEMMA 1. — Sia w, come sopra, e data feL?(R,) si consideri il
problema

[ —v"+v—pwf~tv=f in R,,
v'(0)=0.

@)

Allora (4) ammette un'unica soluzione v in H*(R. ), che soddisfa
ol s ) < Cllflleece, -

In virtd di questo Lemma, definiamo l'operatore L : L*(R,)—H(R,) che
associa ad f l'unica soluzione del problema (4).

2.1. Soluzioni approssimate.

Per trovare soluzioni approssimate di (P,), cioé funzioni %, per cui |1, (i)
¢ piceola, & conveniente introdurre alcune coordinate locali vicino al bordo di
Q. Per x' €92 e per x,e[0, 0], dove 6 e piccolo, definiamo

(e ,x,)=x"+x,v(x").

Si noti che questa trasformazione di coordinate non e lineare, quindi i coeffi-
cienti della metrica nelle nuove variabili dipendono da . Denotiamo con g;; =
9i;(€) 1 coefficienti del tensore metrico, e con g7 i coefficienti della matrice in-
versa. Le soluzioni approssimate si troveranno scrivendo I'equazione (P,) nelle
nuove coordinate e usando uno sviluppo formale in potenze di ¢. Pill precisa-
mente, ricordiamo che in un sistema di coordinate generico il Laplaciano assu-
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me la forma

. 1 iy
A,u= —Eg”uwr E@i(g”\/detg) u;.
’ 70 Vdetg '

Cercheremo una soluzione approssimata del tipo
(5) U, . =wo(x' /e) + ewy (', ' fe) + - + e wp (', x' [e) + o(e"),

dove k & un intero che sara fissato in seguito. Le funzioni wy, ..., w; si determi-
nano per ricorrenza mediante un’espansione formale di (P,) sulla funzione
Uy, .. Ad esempio, sviluppando (P,) al primo ordine in ¢, si vede che la funzione
w; soddisfa 'equazione

Lw;(x', ) =H(x") wy (), per ogni &' €9,

dove H(x') & la curvatura media di 0Q in «', e L & l'operatore definito in pre-
cedenza. Notiamo come la geometria del dominio giochi un ruolo fondamentale
nel determinare le proprieta delle soluzioni. In maniera analoga, dal termine i-
esimo dello sviluppo di (P,) si vede che la funzione w;, con 7 = 2, soddisfa un’e-
quazione del tipo

Lwi(x,a ) :Fi(x’a 'ap;wly'”awifl) per Ogni x'edf,

dove la dipendenza di F; dalle funzioni w;, j=1,...,%—1, pud coinvolgerne
anche le derivate.

Questi sviluppi, di carattere formale, possono essere giustificati rigorosa-
mente, e si pud scegliere una solutione approssimata #, nella forma (5) molti-
plicandola per una opportuna funzione cut-off nella variabile x,. Si ottiene in
questo modo il risultato seguente.

PROPOSIZIONE 1. — Per ogni k e N esiste una funzione u, = uy, .: 2 — R che
soddisfa le proprieta sequenti

Ey1-22L ~ aue

©) . @)l < Cre 2 w.=0 in Q;

=0 su 99,
14

dove C, dipende solo da Q, p e k.

2.2. Studio dell’operatore linearizzato.

Studiamo ora il differenziale secondo di I, in #,. Questo & dato dalla se-
guente formula

I @ )[u, v] = f(ezVu-Vv +uv —pul luv)de, w,veHY(RQ).
Q

Lo scopo ¢ di dimostrare che per una opportuna successione ¢;— 0 'operatore
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1! (u,) & invertibile, e che l'inverso soddisfa una limitazione quantificabile in .

Per un ¢ fissato, usando in un primo momento stime di confronto non si rie-
sce a studiare lo spettro di I, (#%,) con sufficiente precisione, poiché si ottengo-
no errori di ordine ¢ mentre la distanza media di due autovalori consecutivi vi-
cini a zero e di ordine &”, si vedano le formule (10) e (11). L’idea & dunque di
considerare gli autovalori come funzioni di ¢, e di studiarne il comportamento
al variare del parametro. Richiamiamo il seguente risultato dovuto a T. Kato, si
veda [10].

ProPOSIZIONE 2. — Sia T(x) una famiglia di operatori da uno spazio di
Hilbert H in sé, dipendente in maniera differenziabile da un parametro y
che appartiene ad un mtorno di zero. Sta T(0) un operatore autoaggiunto
della forma Identita-compatto, e sia £(0) =Cy#1 un autovalore di 7(0).
Allora l'autovalore &(y) e differenziabile in 0 rispetto a y. La derivata di
C (che pud essere una funzione a valori multipli) e data da
s aT
3 el
sull’autospazio H;, di T(0) corrispondente all’autovalore .

= {autovalom’ di P o 0) oPgo}, dove Py : H—H; ¢ la proiezione

Notiamo che per applicare questo risultato sono necessarie informazioni
sull'autospazio H; . Per ottenerle nel caso in questione, decomponiamo un’au-
tofunzione generica v di I/ (u,) in serie di Fourier nel modo seguente (usiamo
ancora le coordinate x', x, introdotte sopra)

(7) ,U(xr’ xn) = <§0¢i(%") @z(xn)a

dove le @; sono autofunzioni dell’operatore di Laplace-Beltrami su 909, cioe
soddisfano 'equazione

_Aqu?i:/li(;ﬂi su G.Q; Ozilsigssl]—)‘f'oo

Usando la formula di Weyl si ha la seguente stima asintotica
2

(8 Aj~in1 per i— + .

Vogliamo ora mettere in relazione gli autovalori 1; (e le autofunzioni ¢ ;) con
gli autovalori e le autofunzioni di I (#%,). Per far questo si deve considerare il
seguente problema agli autovalori. Sia w, come sopra e sia o > 0. Sia u, il pri-
mo autovalore (che risulta essere semplice) del problema

[ _vrr+(1+a)v_pw§_1’v:‘ua(—vﬂ+v); in R+,
v'(0) =0,

©)

con lautofunzione corrispondente v,. Allora, usando fondamentalmente una
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separazione di variabili, si ottiene che funzioni della forma
() ~@i(x') vz, (x,/e)

soddisfano 'equazione agli autovalori approssimata

(10) I/ (U,) Pi=u.2, @i+ 0(e).

Si pud anche dimostrare, usando la (8), che gli autovalori u,2;; si comportano
qualitativamente nel modo seguente

2
(1)  wj.~—-(p-1)+e* 1T +0(s) per e piccolo e j grande .

Viceversa, scrivendo le funzioni v; in (7) come combinazione lineare di v,2;, e
del suo ortogonale (in una opportuna norma dipendente da 1), si dimostra che se

I’w)v=A con A~0,
allora v & della forma seguente
v= ﬂjcﬁg—l—o(l), con p.2;,~0 per ogni jeJ,
jed

dove o(1)— per ¢—0, e dove (8;); sono coefficienti reali. A questo punto,
avendo caratterizzato gli autospazi di I, (u,) corrispondenti ad autovalori vicini
a zero, si pud applicare la Proposizione 2 e si ottiene il seguente risultato.

LEMMA 2. — Sia T un numero positivo sufficientemente piccolo. Allora esi-
ste una funzione positiva e continua F tale che, se A é un autovalore di 1] (i),
st ha

oA

= (FQ) +o(1)),
de

o | =

dove 0o(1) =0 per ¢—0.

Si ragiona poi nel seguente modo. Dalla formula asintotica per u,2;, in (11)
si trovano in [ —7, 7] degli intervalli dove non ci sono autovalori di I (u,). La
loro posizione, data la scarsa accuratezza di (11), non si puo stimare con preci-
sione. Pero, variando il valore di ¢ opportunamente, si possono portare questi
intervalli vicino a zero. Usando il Lemma 3 si vede inoltre che la loro ampiezza
non cambia in maniera apprezzabile per piccole variazioni di ¢. Si ottiene dun-
que il seguente risultato di invertibilita.

PROPOSIZIONE 3. - Sta u, data dalla Proposizione 1. Allora per una oppor-
tuna successione €;— 0, Uoperatore I g”j (ﬁs],) cHY(Q)— HY(Q) ¢ invertibile e il
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suo inwverso soddisfa la stima

7 i)~ <

— per ogni jelN .
J

OSSERVAZIONE. — Seguendo la dimostrazione precedente, si pud dimostrare
che l'insieme dei valori di ¢ per cui I/ (u,) € invertibile (e per i quali il nostro
metodo produce soluzioni di (P,)) non e solo una successione, ma ha una densi-
ta che in misura converge a 1 in intorni destri di zero via via pili piccoli.

2.3. Esistenza di un punto fisso.
Sia (e;); data dalla Proposizione 3. Per semplicita, scriveremo ora solo ¢ al

. . . n+2 < .
posto di &;. Assumiamo per il momento p < — A questo punto é sufficiente
n—
applicare il teorema delle contrazioni, cercando una soluzione u, della
forma

u. =, +w, weHY Q).
Poiché 1, (u,) & invertibile (per & =¢)), & lecito scrivere
12 LG+w=0 < w=-/0@) [L @)+ 6w,
dove
Gw) =1/ @, +w) - I, ) — I U, )w].

Notiamo che

Gl = — [l +wy —@ —pig " wlo  veH'(Q),
Q

quindi G(w) e fondamentalmente superlineare in w. Definiamo I'operatore
F.: HY(Q)—H'(2) nel modo seguente

F.w) = -1 @) [ G+ Gw)], weHY(Q).

Dimostreremo che F, ¢ una contrazione in un opportuno insieme chiuso di
H'(Q). Dalla Proposizione 1 e da alcune disuguaglianze di tipo standard si de-
duce che

f41- 2L
Ce—-D(" 1" 4 ||w||”> per p<2,

kE+1-22L

13)  [IF.(w)] <
Cs‘““”(s 2 +Hw||2) per p>2,

leell <15
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[ Ce= Doy P + oo lP =) oo — o]l p<2,

14)  |IF.(wy) — F.(wy)|| <
Ce ="~V (llowy | + llwz]) [lwy — w2 p>2,

per |lwi|l, [lws]| <1. Ora scegliamo degni interi d and k tali che

"
P2l per pse,
(15) i>d p-1 PP k+1>d+§m—1%

n—1 per p>2,
e poniamo
B={weH (Q): |ul<e}.

Dalle stime (13) e (14) si vede che F, &€ una contrazione in B per ¢ piccolo, e
quindi ne segue l'esistenza di una soluzione u,. Questa funzione, per costruzio-
ne, ha le proprieta asintotiche richieste, e si verifica facilmente che deve esse-

o . . n+2 .
re positiva. Questo conclude la dimostrazione per p < " Per il caso super-
critico si veda il paragrafo seguente. "

1l caso supercritico. La dimostrazione & nello stesso spirito, ma richiede
alcune modifiche. Si usano troncature nella parte non lineare del funzionale, in
modo da renderlo ancora sottocritico per |u| grande. Poi I'argomento delle
contrazioni viene eseguito in un intorno di zero in H L@)N L*(R). Usando
stime ellittiche di regolarita, si ottengono limitazioni in L * indipendenti dalla
troncatura. Quindi i punti critici di questi funzionali modificati saranno effetti-
vamente soluzioni di (P,).

3. — Alcuni risultati con simmetria radiale.

Consideriamo ora alcune situazioni con simmetria radiale. In questo caso,
lavorando in spazi di funzioni invarianti per rotazione, & possibile usare metodi
di riduzione finito-dimensionale del problema, si veda la Proposizione 3, e tro-
vare soluzioni che si concentrano su sfere. Si trovano in questo modo numerose
soluzioni di tipo nuovo, le quali suggeriscono altri possibili fenomeni di concen-
trazione anche nel caso non radiale.

3.1. Nuove soluzioni per (P,).

In [2] e dimostrata 1'esistenza di soluzioni di (P,) che hanno il profilo di spi-
kes interne (diversamente dal Teorema 1) e che si avvicinano al bordo di Q
quando questo & una palla (o al bordo esterno quando questo & un anello). Que-
sto fenomeno si puo spiegare euristicamente come segue. L’energia di una so-
luzione concentrata su una sfera e proporzionale alla superficie di essa, la qua-
le tenderebbe a ridursi se non ci fossero ulteriori forze o vincoli. D’altro canto,
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il bordo del dominio tende ad attirare le soluzioni a sé (questo si puo dedurre

da analoghe considerazioni energetiche). Quindi ci si puo aspettare che si pos-

sa ottenere un equilibrio di forze per certi valori del raggio della sfera.
Estendendo la funzione w, in modo pari a tutto l'asse reale, definiamo

1
z@(r)=wo(7ﬂ Q); per Qe[g,l],re[o,l],

oo foeef2])

Il metodo di riduzione finito-dimensionale di (P,) & basato sulla seguente
proposizione.

e la varieta

PROPOSIZIONE 4. — Esiste un numero positivo u (sufficientemente grande)
N . 1 .
con la proprieta sequente. Per ¢—0 e per ogni o e [5, 1- su] esiste una
Sfunzione w(e, z,) =w, che soddisfa
- I
D) I/ (z, + w(z,)) = a, a—QzQ,
i) w(zl') L Tz;vZN,

dove a,eR e C ¢ una costante positiva che dipende da n, p e u. Inoltre, se per
qualche e <1, 0, é un punto critico di ¥ ,.(0) = I.(z, + w,), allora U, =z,, +
w, ¢ un punto critico di I,.

Q¢
Per il funzionale ¥, vale il seguente sviluppo.

LEMMA 3. — Sia z, come sopra, e sia w, come nella Proposizione 4. Allora
st ha

2 2
I.(z, +w,) = eg"‘l[Cl —Cse _?(1_9)] + 0(e?) + olee _?(1_0)),

per ogni o € [%, 1- €ﬂ:|. C; e C, rappresentano due costanti positive che di-

pendono soltanto da n e da p.

Si vede facilmente che ¥, ha un punto critico per |0 — 1| ~ ¢|loge|, da cui
si deduce il seguente risultato.

TEOREMA 2. — Sia 2 la palla unitaria By o Uanello A, = {r < |x| <1}. Al-
lora esiste una famiglia di soluzioni radiali u, di (P,.) che si concentrano vi-
cino a |x| =1. Piu precisamente, u, possiede un massimo locale r. <1 per
cut vale 1 —r,~ e|loge] .
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Il teorema precedente puod essere esteso al caso di soluzioni con piu creste
che ancora si avvicinano al bordo dell’insieme.

TEOREMA 3. — Sia N un intero positivo fissato. Allora esiste € y > 0 tale che
per ogni € < €y, il problema (P,) su By o su A, ammette una soluzione radiale
u, con la proprieta seguenti: u, si concentra su N sfere {|x|=rf}, j=
1,..., N con

(16) 1-7rf~e¢|loge|, ri_y—rf~e|loge|, j=2,...,N.

3.2. Il problema di Dirichlet.

Consideriamo ora il seguente problema con condizioni di Dirichlet.

[ —e?Au+u=u? in Q,

D,) )
u=0 su 09, u>0 in Q.

In questo caso, valgono considerazioni euristiche analoghe a quelle fatte in
precedenza per il problema di Neumann. Stavolta pero I'effetto del bordo di 2
€ opposto, cioé respinge le soluzioni. In maniera simile si ottiene allora il se-
guente risultato.

TEOREMA 4. - Sia r <1, e sia Q =A, = {r < |x| <1}. Allora esiste una fa-
miglia di soluziont radiali di (D,) che si concentrano vicino a |x| =r. P
precisamente, u, possiede un massimo locale r<r, <1 per cui vale r—
r,~¢|loge]|.

3.3. Equazione di Schridinger nonlineare.

Con il metodo di riduzione descritto sopra, si ottengono anche risultati di
concentrazione su sfere per il seguente problema

(NLS,) —efAu+V(w) u=uP in R p>1,

cioe 'equazione di Schrédinger nonlineare nel limite semiclassico. Consideria-
mo qui potenziali radiali, V(x) = V(r), r=|x|, che soddisfano anche le se-
guenti condizioni

(V1) VeC*(R*, R), VIl »rn) < + o;
(V2) Vo :=inf{V(r): reR*} > 0.

La combinazione di energia potenziale e di volume & espressa da un potenziale
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ausiliario M(r)
M(r) =r""1(V(r))’; 0= —— ——.

Vale il seguente risultato.

TEOREMA 5. — Sia p > 1, e supponiamo che il potenziale radiale V(x) =
V(r) soddisfi le ipotesi (V1)-(V2). Allora la condizione M'(r) =0 fornisce
condiziont necessarie e sufficienti per la concentrazione su sfere di soluzioni
del problema (NLS,).

Nonostante la simmetria permetta di trascurare i fenomeni di risonanza
dovuti alla concentrazione multidimensionale, questi tuttavia persistono se si
considerano spazi di funzioni non radialmente simmetriche. Usando questo
fatto e applicando metodi di biforcazione, si ottiene esistenza di soluzioni non
radiali vicine a quelle ottenute tramite il Teorema 5.

TEOREMA 6. — Supponiamo che il potenziale radiale V(x) = V(r) soddisfi le
ipotest (V1)-(V2), e sta 7 >0 tale che M'(7) =0 e

M@ =0.

Allora esiste €¢y>0 e una famiglia di soluzioni di (NLS,) tale che linsie-
me

A={u, & una soluzione radiale di (NLS,): 0<e<egy}

e una, curva, regolare. Inoltre esiste una successione €;— 0 tale che da ogni
ue; € A si biforca una famiglia di soluzioni non radiali di (NLS,).
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