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Bollettino U. M. I.
(8) 7-B (2004), 563-591

Moltiplicatori spettrali per l’operatore
di Ornstein-Uhlenbeck.

GIANCARLO MAUCERI (*)

Summary. – This is a survey of some recent results on spectral multipliers for the
Ornstein-Uhlenbeck operator, a natural Laplacian on the Euclidean space en-
dowed with the Gauss measure. The results are discussed in the framework of the
general theory of spectral multipliers for generalized Laplacians.

Sunto. – Questa è una rassegna di alcuni risultati recenti sui moltiplicatori spettrali
dell’operatore di Ornstein-Uhlenbeck, un laplaciano naturale sullo spazio euclideo
munito della misura gaussiana. I risultati sono inquadrati nell’ambito della teo-
ria generale dei moltiplicatori spettrali per laplaciani generalizzati.

1. – Introduzione.

In questa conferenza presenterò alcuni risultati recenti sulla limitatezza
L p dei moltiplicatori spettrali per l’operatore di Ornstein-Uhlenbeck, un La-
placiano «naturale» sullo spazio euclideo munito della misura gaussiana, in-
quadrandoli nella problematica generale del calcolo funzionale L p per Lapla-
ciani generalizzati.

Consideriamo un operatore autoaggiunto nonnegativo A su L 2 (X , m), dove

(X , m) è uno spazio di misura e sia A 4 s
0

Q

ld P(l) la sua risoluzione spettrale.

(*) Conferenza tenuta a Milano il 12 settembre 2003 in occasione del XVII Congres-
so U.M.I.
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Per il teorema spettrale se M è una funzione Boreliana limitata su [0 , Q)
l’operatore

M(A) »4s
0

Q

M(l) d P(l)

è limitato su L 2 (m).
Diremo che M è un moltiplicatore spettrale di L p per A (1 GpEQ) se

M(A) si estende da L p OL 2 (m) a un operatore limitato su L p (m).
Lo spazio Mp (A) dei moltiplicatori spettrali di L p per A è un’algebra di Ba-

nach rispetto al prodotto puntuale e alla norma

VMVMp (A) 4NNNM(A)NNNp ,

dove NNNM(A)NNNp denota la norma di M(A) come operatore su L p (m). Il proble-
ma dei moltiplicatori spettrali consiste nel cercare condizioni necessarie e con-
dizioni sufficienti perché una funzione limitata su [0 , Q) appartenga a
Mp (A).

Per il teorema spettrale l’algebra di Banach M2 (A) si identifica isometrica-
mente con lo spazio L Q ( [0 , Q), P) delle funzioni su [0 , Q) essenzialmente li-
mitate rispetto alla misura spettrale P. Pertanto la classe dei moltiplicatori
spettrali di L 2 (m) dipende solo dalla classe di equivalenza della misura P. In
particolare M2 (A) non dipende da alcuna proprietà dello spazio di misura
(X , m). Ad esempio, le algebre dei moltiplicatori spettrali di L 2 per il Laplacia-
no su due spazi molto diversi come lo spazio euclideo e lo spazio iperbolico coin-
cidono entrambe con lo spazio L Q ( [0 , Q) ) delle funzioni essenzialmente limi-
tate rispetto alla misura di Lebesgue. Quindi, se da una parte il calcolo funzio-
nale L 2 è uno strumento molto flessibile, che si applica a spazi e operatori con
proprietà geometriche e algebriche molto diverse, d’altra parte, proprio per-
ché spazi differenti sono indistinguibili da questo punto di vista, parafrasando
Hegel, possiamo dire che come l’Assoluto di Schelling il calcolo funzionale L 2 è
«la notte in cui tutti i gatti sono grigi».

Dal punto di vista dell’analisi geometrica, che studia come le proprietà ana-
litiche di uno spazio sono influenzate dalla sua geometria, il calcolo funzionale
L p per pc2 è molto più interessante, perché l’algebra Mp (A) riflette proprie-
tà geometriche e algebriche dello spazio (X , m) e dell’operatore A in modi che
ancora non sono del tutto compresi.

Negli ultimi trent’anni questo problema è stato studiato per vari Laplaciani
generalizzati: operatori di Laplace-Beltrami su varietà Riemanniane, subla-
placiani invarianti su gruppi di Lie, operatori di Schrödinger...

Prima di iniziare a discutere questi risultati, devo però rispondere a una
domanda fondamentale: a chi interessa? Nel resto di questa introduzione cer-
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cherò di fornire alcune motivazioni: i moltiplicatori spettrali hanno utili appli-
cazioni alle equazioni differenziali, alla teoria degli sviluppi in autofunzioni, in
teoria del potenziale.

Equazioni differenziali. La soluzione di diversi problemi di Cauchy
astratti si esprime mediante funzioni dell’operatore applicate ai dati iniziali.
Consideriamo ad esempio il seguente problema di Cauchy per «l’equazione
delle onde» omogenea associata a A: determinare una funzione t O u(t) da R a
L 2 (m), che soddisfa

.
/
´

¯ 2
t u1 A u40, t�R

u(0) 4 f

¯t u(0) 4g

Se f è nel dominio di A e g è nel dominio di A1/2, una semplice applicazione del
teorema spettrale mostra che la soluzione è data da

u(t) 4cos (t A1/2 ) f1 t
sin (t A1/2 )

t A1/2
g (t�R .

Perché questa formula risolutiva valga anche quando i dati iniziali sono in

L p (m), pc2, occorre che gli operatori cos (t A1/2 ) e
sin (t A1/2 )

t A1/2
si estendano a

operatori limitati su L p (m), cioè che le funzioni l O cos (tl 1/2 ) e l O
sin (tl 1/2 )

tl 1/2

siano in Mp (A).
Considerazioni analoghe si applicano ad altre equazioni classiche della fisi-

ca matematica, come l’equazione del calore o l’equazione di Schrödinger.
Sommabilità di sviluppi in autofunzioni. Il problema è di ricostruire una

funzione f in L p (m) a partire dalle sue proiezioni spettrali P( [0 , R) ) f . Se f è in
L 2 (m) il teorema spettrale ci dice che

lim
RKQ

P( [0 , R) ) f4 f in L 2 (m) .

Si noti che il proiettore spettrale è una funzione dell’operatore A. Infatti
P( [0 , R) ) 4x R (A), dove x R (l) 4x(l/R) e x è la funzione indicatrice dell’inter-
vallo [0, 1).

Se f�L p (m), pc2, in generale P( [0 , R) ) f non è nemmeno definito, perché
l’operatore P( [0 , R) ) non è limitato su L p (m), a causa della discontinuità della
funzione indicatrice x . Per ovviare a questo inconveniente si sostituisce x con
una funzione più regolare F , tale che F(0) 41. Se F e le sue dilatate F R 4
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F(Q/R) sono in Mp (A) le F-medie F R (A) f , RD0, sono definite per ogni fun-
zione f in L p (m).

Se

lim
RKQ

F R (A) f4 f in L p (m)(1.1)

si dice che lo sviluppo di f in autofunzioni di A è F-sommabile in L p (m).
Per dimostrare che lo sviluppo di ogni funzione in L p (m) è F-sommabile, è

sufficiente, e in molti casi anche necessario, provare che la (1.1) vale per ogni f
in un sottospazio denso di L p (m) e che

sup
RD0

VF R VMp (A) EQ .(1.2)

Teoria del potenziale. Gli spazi funzionali che vengono utilizzati nello stu-
dio delle equazioni alle derivate parziali ellittiche (spazi di Sobolev, di Besov...)

possono essere definiti mediante funzioni del Laplaciano D42!
1

d

¯ 2
j . Ad

esempio, lo spazio di Sobolev W s , p (R)d, sF0, è lo spazio di tutte le funzioni f in
L p (Rd ) tali che

VJs (D) f Vp EQ ,(1.3)

con Js (l) 4 (11l)s/2. Lo spazio di Besov B s
p , q (R)d è lo spazio di tutte le funzio-

ni f in L p (Rd tali che

gVF(D) f V

q
p 1 !

k41

Q

2ksq
VC(22k D) f V

q
ph1/q

EQ ,(1.4)

dove F e C sono una coppia di funzioni liscie a supporto compatto su [0 , Q) ta-
li che il supporto di C è disgiunto da 0 e

F(l 2 )1 !
k41

Q

C(22k l 2 ) 41 (lF0 .
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Se Js , F e C sono in Mp (A), possiamo sostituire il Laplaciano con A in (1.3) e
(1.4), definendo così spazi di Sobolev e di Besov «adattati» allo studio dell’ope-
ratore A .

2. – Calcolo funzionale differenziabile e calcolo funzionale olomorfo.

Negli ultimi trent’anni il problema dei moltiplicatori spettrali è stato stu-
diato in una grande varietà di contesti e oggi nella letteratura vi è una notevole
messe di risultati disponibili. Da tutti questi risultati sembra emergere una dico-
tomia: da una parte vi sono spazi e operatori che hanno un calcolo funzionale dif-
ferenziabile su L p , pc2, dall’altra spazi e operatori di p-tipo olomorfo.

DEFINIZIONE. – Diremo che l’operatore autoaggiunto A su L 2 (m) ha calcolo
funzionale differenziabile su L p(m) se ogni funzione in C Q

c ( [0, Q) ) è un molti-
plicatore spettrale di L p(m). Diremo invece che A è di p-tipo olomorfo se esiste
un punto non isolato l 0 dello spettro L 2 di A e un intorno complesso U di l 0 tale
che ogni funzione M in Mp(A) si estende a una funzione olomorfa in U.

Per illustrare le differenze tra queste due classi di operatori, considererò
due casi modello: il Laplaciano sullo spazio euclideo e sullo spazio iperbolico.

Il Laplaciano sullo spazio euclideo. Denotiamo con D42!
1

d

¯ 2
j il Lapla-

ciano sullo spazio euclideo Rd, munito della misura di Lebesgue l , e sia F la
trasformata di Fourier su L 2 (l), definita da

F f (j) 4 (2p)2d/2s
Rd

e 2ix Qj f (x) dl(x) .

Sia M una funzione limitata su [0 , Q). Dall’analisi di Fourier si ha che coniu-
gando con F l’operatore M(D) si ottiene l’operatore di moltiplicazione per la
funzione j O M(NjN2 ); cioè

F M(D) f (j) 4M(NjN2 ) F f (j) (j�Rd (f�L 2 (l) .

Pertanto l’operatore M(D) è un moltiplicatore di Fourier radiale e possiamo
applicare la teoria classica di Mihlin-Hörmander per studiarne la limitatezza
su L p (l).

DEFINIZIONE. – Sia a un intero positivo. Si dice che la funzione M soddisfa
una condizione di Mihlin di ordine a se M�C a (R1 ) e

VMVMa
4 sup

lD0
max

0 G jGa
Nl j D j M(l)NEQ(2.1)

Grosso modo, possiamo dire che una funzione soddisfa la condizione (2.1) se fi-
no all’ordine a «si comporta come una funzione omogenea di grado 0». Deno-
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tiamo con Ma (R1 ) l’insieme delle funzioni che soddisfano la condizione di
Mihlin di ordine a su R1 . L’insieme Ma (R1 ) è uno spazio di Banach rispetto
alla norma definita da (2.1).

Il classico teorema di Mihlin per i moltiplicatori di Fourier [53], specializza-
to ai moltiplicatori radiali, si enuncia nel modo seguente.

TEOREMA 2.1. – Se M�Ma (R1 ) con aDd/2 allora M� Mp (D) per ogni p in
(1 , Q).

Hörmander in [36] ha dato una formulazione più debole della condizione di
Mihlin, in cui l’estremo superiore su R1 è sostituito dalla norma L 2 su interval-
li diadici. La condizione può essere formulata in modo più preciso (ma più tec-
nico), sostituendo la norma L 2 delle derivate con una norma di Sobolev di ordi-
ne reale positivo a . Per ogni numero reale positivo a denotiamo con H a (R) lo
spazio di Sobolev di ordine a su R, cioè lo spazio di tutte le funzioni f in L 2 (R)
tali che

V f VH a 4g s
R

(11NjN2 )a N F f (j)N2 dl(j)h1/2

EQ ,

dove F f denota la trasformata di Fourier di f . Sia W : RK [0 , 1 ] una funzione
liscia, con supporto in [1/4, 4] che è identicamente uno su [1/2, 2].

DEFINIZIONE. – Diremo che una funzione M : R1KC soddisfa una condi-
zione di Hörmander di ordine a se

sup
tD0

NNNW(Q) M(t Q)NNNH a EQ .(2.2)

Non è difficile verificare che la condizione (2.2) non dipende dalla scelta del
cut-off W e che una funzione che verifica la condizione (2.1) per a intero verifica
anche la (2.2).

Utilizzando la condizione di Hörmander, possiamo formulare il Teorema 2.1
nel modo seguente, più preciso: se la funzione M soddisfa una condizione di
Hörmander di ordine non intero aDd/2 allora M� Mp (D) per ogni p in
(1 , Q).

L’operatore M(D), al pari di D , commuta con le traslazioni. Quindi è un
operatore di convoluzione con un nucleo k , che, per il teorema del nucleo di
Schwartz, è una distribuzione temperata su Rd. Il punto principale nella dimo-
strazione del Teorema 2.1 consiste nel dimostrare che k è un nucleo di Calde-
rón-Zygmund; cioè una funzione localmente integrabile nel complementare
dell’origine che soddisfa la stima

s
NyND2NxN

Nk(x2y)2k(x)Ndl(x) (y�Rd .(2.3)
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Nella dimostrazione di questa stima gioca un ruolo essenziale il fatto che il vo-
lume della palla di centro l’origine e raggio R cresce polinomialmente;
precisamente

l(BR (0) ) GCR d (RD0 .(2.4)

Il Teorema 2.1 implica (banalmente) che ogni funzione in Cc
Q ( [0 , Q) ) è un

moltiplicatore spettrale di L p (l) e quindi D ha un calcolo funzionale differen-
ziabile.

DEFINIZIONE. – Diremo che un operatore autoaggiunto A su L 2 (m) ha un
calcolo funzionale di tipo Mihlin (o di tipo Hörmander) su L p (m) se ogni fun-
zione M che soddisfa una condizione di Mihlin (o di Hörmander) di ordine op-
portuno è un moltiplicatore spettrale di L p (m).

Oltre al Laplaciano sullo spazio euclideo molti altri operatori hanno
calcolo funzionale di tipo Hörmander su L p, per ogni p in (1 , Q). Ad
esempio, consideriamo un gruppo di Lie G a crescita polinomiale di volume,
per cui cioè vale una stima analoga alla (2.4) in cui la misura di Lebesgue
è sostituita dalla misura invariante per traslazioni sinistre l G (la misura
di Haar sinistra), la palla BR (e) dalla palla di raggio R e centro l’identità
e rispetto a una qualunque struttura Riemanniana invariante sinistra e
la dimensione d da un intero positivo Q (che in genere è maggiore della
dimensione di G come varietà differenziabile). Siano X1 , R , Xk dei campi
vettoriali invarianti rispetto alle traslazioni destre, che soddisfano la con-
dizione di Hörmander, cioè che generano con i loro commutatori lo spazio
tangente a G in ogni punto. L’operatore differenziale del secondo ordine

L 42 !
j41

k

X 2
j

è detto un «sublaplaciano» su G ; L è ipoellittico e autoaggiunto su L 2 (l G ).
Esempi ben noti sono il sublaplaciano sul gruppo di Heisenber, o più
in generale sui gruppi di Carnot-Caratheodòry. Teoremi di moltiplicatori
analoghi al Teorema 2.1 sul gruppo di Heisenberg sono stati dimostrati
da L. De Michele e G. Mauceri [21], [22], da Mauceri [45] [46], da A.
Hulanicki e E. Stein [25]. Più recentemente un risultato ottimale per quanto
riguarda l’ordine critico di differenziabilità è stato ottenuto indipenden-
temente da D. Müller e E. Stein [54] e da W. Hebisch [31] (si veda
anche [18], per un approccio diverso). Il teorema di moltiplicatori sui gruppi
di Carnot-Caratheodóry è stato dimostrato indipendentemente da M. Christ
[12] e da G. Mauceri e S. Meda [47]. Successivamente A. Sikora ne ha
dato una dimostrazione semplice ed elegante, sfruttando la proprietà di
velocità di propagazione finita per l’equazione delle onde [60], [61]. Infine,
G. Alexopoulos ha dimostrato un teorema di moltiplicatori per sublaplaciani
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invarianti su un qualunque gruppo di Lie a crescita polinomiale di volume
[1].

Il Laplaciano sullo spazio iperbolico. Per semplicità di esposizione mi li-
mito a considerare lo spazio iperbolico bidimensionale sui reali H2 (R), anche se
i risultati di cui parlerò valgono per gli spazi iperbolici di dimensione arbitraria
sui reali, sui complessi, sui quaternioni e sugli ottetti di Cayley (molti dei risul-
tati valgono più in generale sugli spazi simmetrici Riemanniani non compatti).
Un modello del piano iperbolico H2 (R) è il semipiano superiore ](x , y) �R2 :
yD0(, munito della metrica Riemanniana ds 2 4y 22 ( dx 2 1dy 2 ). La misura
Riemanniana corrispondente è dm(x , y) 4y 22 dx dy . L’operatore di Laplace-
Beltrami D H2 42div grad è essenzialmente autoaggiunto su L 2 (m) e la sua
espressione nelle coordinate (x , y) è

D H2 42y 2g ¯ 2

¯x
1

¯ 2

¯y
h .

Il piano iperbolico è un modello della geometria di Lobatchevski. È uno spazio
a curvatura costante negativa e a crescita esponenziale di volume; infatti si ha

m(BR (x , y) ) Ape r per rKQ ((x , y) �H2 (R) .

La monografia [35] di S. Helgason è un buon riferimento per l’analisi sullo spa-
zio iperbolico e più in generale sugli spazi simmetrici Riemanniani.

L’analisi di D H2 è molto diversa dall’analisi del Laplaciano sullo spazio eu-
clideo. Ad esempio, mentre lo spettro s p (D) del Laplaciano euclideo, conside-
rato come operatore chiuso su L p (l), coincide con la semiretta [0 , Q) per ogni
p in [1 , Q], lo spettro del Laplaciano iperbolico varia con p. In particolare, per
pc2, s p (D H2 ) è una regione del piano complesso che ha interno non vuoto.
Questo fatto si riflette nelle proprietà dei moltiplicatori spettrali.

TEOREMA 2.2. – (i) Lo spettro s 2 (D H2 ) su L 2 è la semiretta [1 /4 , Q). Se
pc2

s p (D H2 ) 4{x1 iy�C : xF
y 2

(2 /p21)2
1

1

pp 8
} .

(ii) Sia M� Mp (D H2 ). Se pc2 allora M è la restrizione a [1 /4 , Q) di una
funzione olomorfa e limitata nell’interno di s p (D H2 ). Quindi il Laplaciano
iperbolico è un operatore di p-tipo olomorfo per ogni pc2.

Il primo enunciato del Teorema 2.2 è un caso particolare di un teorema
di N. Lohoué e T. Rychener [44]. il secondo enunciato è un caso particolare
di un risultato di J. L. Clerc e E. Stein, che riguarda il Laplaciano (e
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più in generale i moltiplicatori della trasformata di Fourier sferica) sugli
spazi simmetrici Riemanniani non compatti [11].

Recentemente sono stati trovati altri esempi di operatori di p-tipo olomorfo
[10], [42], [34]. Tutti questi esempi riguardano operatori su spazi a crescita
esponenziale di volume.

Per quanto riguarda condizioni sufficienti per moltiplicatori spettrali di L p

su varietà a crescita esponenziale di volume esiste una letteratura piuttosto
ampia. Già nell’articolo citato [11], Clerc e Stein hanno dimostrato che, se lo
spazio simmetrico X è di tipo complesso, esiste un intero a4a(X) tale che ogni
funzione M olomorfa e limitata su s p (D X ) che soddisfa la condizione

max
j40, R , a

(11NzN) j N¯ j
z M(z)NGC (z�s p (D X )(2.5)

è un moltiplicatore spettrale di L p, per 1 EpEQ. Anche in questo caso il ri-
sultato è conseguenza di un teorema più generale che riguarda i moltiplicatori
di Fourier sferici sullo spazio X . Successivamente il risultato di Clerc e Stein è
stato dimostrato per altri spazi simmetrici da R. Stanton e P. Thomas [62], N.
Lohoué e J. P. Anker [4], [2], [3]. Forme precise della condizione (2.5) sono sta-
te date da S. Giulini, G. Mauceri, S. Meda [28] e da A. Ionescu [37], [38].

In questo contesto è degno di nota anche un risultato di M. Taylor sui mol-
tiplicatori spettrali del Laplaciano su una varietà Riemanniana completa X con
geometria limitata [65]. Taylor suppone che la crescita del volume soddisfi una
stima del tipo

Vol (BR (p) ) GC(11R)m e kR (RD0

per qualche m , kF0 e che lo spettro L 2 del Laplaciano D X sia contenuto nel-
l’intervallo [a , Q), per qualche aF0. Posto W4kN2/p21N , con p in (1 , Q),
Taylor dimostra che, se M è una funzione olomorfa e limitata nella regione

V p 4{x1 iy�C : xD
y 2

(2W)2
1a2W 2} ,

che soddisfa ivi una condizione del tipo (2.5), allora M è in Mp (D X ).
In quasi tutti i lavori sulle condizioni sufficienti si sfrutta l’olomorfia del

moltiplicatore M per «addomesticare» la crescita esponenziale del volume. A
grandi linee, l’argomento è il seguente: per il teorema del nucleo di Schwartz
l’operatore M(D X ) è un operatore integrale singolare con un nucleo k che è
una distribuzione su X3X , che coincide con una funzione localmente integra-
bile nel complementare della diagonale. Con una partizione dell’unità si spezza
l’operatore in una parte locale, ottenuta localizzando il nucleo k in un intorno
della diagonale, e nella parte restante, che chiameremo parte globale. Poiché
localmente la varietà X è euclidea, la limitatezza su L p della parte locale si ot-
tiene utilizzando la teoria classica degli integrali singolari di Calderòn-
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Zygmund sugli spazi di tipo omogeneo [13]. Per trattare la parte globale,
sfruttando l’olomorfia del moltiplicatore si dimostra che quando il punto (p , q)
si allontana dalla diagonale il nucleo k(p , q) decade abbastanza rapidamente
da compensare la crescita esponenziale del volume delle palle. Quindi la parte
globale dell’operatore è limitata su L 1. Il risultato desiderato segue per inter-
polazione con la stima L 2, per 1 EpE2, e per dualità per pD2.

3. – Calcolo funzionale, crescita di volume e spettro L p.

Tutti gli esempi precedenti di operatori con calcolo funzionale differenzia-
bile su L p riguardano varietà a crescita polinomiale di volume. Viceversa tutti
gli esempi di operatori di p-tipo olomorfo sono su varietà a crescita esponenzia-
le; anzi, come abbiamo osservato, su questa varietà l’olomorfia del moltiplicato-
re gioca un ruolo nel compensare la crescita esponenziale del volume delle pal-
le geodetiche. Agli inizi degli anni novanta queste osservazioni avevano indot-
to gli specialisti a ritenere che la dicotomia tra operatori con calcolo funzionale
differenziabile e operatori di p-tipo olomorfo corrispondesse alla dicotomia tra
spazi a crescita polinomiale e spazi a crescita esponenziale di volume. Fu quin-
di abbastanza sorprendente la scoperta da parte di W. Hebisch di un particola-
re Laplaciano invariante destro L su dei gruppi di Lie a crescita esponenziale
di volume che aveva un calcolo funzionale differenziabile su L p [30]. Successi-
vamente M. Cowling, S. Giulini, G. Mauceri e A. Hulanicki [17] hanno esteso il
risultato di Hebisch, ottenendo un calcolo funzionale su L p di tipo Hörmander
per un Laplaciano invariante destro su una classe più ampia di gruppi a cresci-
ta esponenziale e F. Astengo ha dimostrato lo stesso risultato per gli spazi ar-
monici di Damek-Ricci [6]. Recentemente W. Hebisch e T. Steger, hanno otte-
nuto una versione più precisa del calcolo di Mihlin-Hörmander, per una classe
meno generale di gruppi [25].

L’esempio più semplice di gruppo in questa classe è il gruppo affine della
retta, cioè il gruppo moltiplicativo delle matrici della forma

gy

0

x

1
h x�R , yD0 .

Il «Laplaciano» L è l’operatore ¯ 2
x 1 (x¯x 1y¯y )2. L’operatore L è invariante

destro ed è quindi autoaggiunto rispetto alla misura di Haar sinistra
dm(x , y) 4y 22 dx dy.

Il gruppo G si identifica in modo naturale come varietà Riemanniana con il
piano iperbolico H2 (R). In questa identificazione la misura Riemanniana su
H2 (R) corrisponde alla misura di Haar sinistra l G su G e il Laplaciano D H2 cor-
risponde a un operatore invariante sinistro e autoaggiunto su L 2 (l G ), che per
semplicità denoterò ancora con D H2 . Esiste una relazione molto stretta tra
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questo operatore e l’operatore L: in un senso tecnico preciso e a meno di una
traslazione dello spettro, L è la versione invariante destra di D H2 (1).

Questo risultato mostra che la classe dei moltiplicatori spettrali di un La-
placiano non è determinata unicamente dalle proprietà geometriche dello spa-
zio; anche le proprietà algebriche dell’operatore (in questo caso il fatto di com-
mutare con le traslazioni destre piuttosto che con quelle sinistre) giocano un
ruolo.

Recentemente Ludwig, Müller e Hebisch, negli articoli già citati [42] e [34],
hanno esplorato le relazioni tra calcolo funzionale di p-tipo olomorfo per La-
placiani invarianti destri su certi gruppi di Lie G a crescita esponenziale e una
proprietà dell’algebra di Lie del gruppo, introdotta da J. Boidol [8] in un con-
testo differente, che caratterizza l’asimmetria dell’algebra di convoluzione
L 1 (l G ).

Un’altra domanda naturale è la seguente: che relazioni esistono tra il
calcolo funzionale su L p e lo spettro L p di un operatore? Per rispondere a que-
sta domanda restringiamo la nostra attenzione a una classe particolare di ope-
ratori. Supponiamo che A sia un operatore autoaggiunto e non negativo. Allora
2 A genera un semigruppo fortemente continuo di contrazioni ]e 2t A : tD0(

su L 2 (m), definito spettralmente da

e 2t A 4s
0

Q

e 2tl d P(l) (tD0 .

Si dice che 2 A genera una famiglia coerente di semigruppi sugli spazi L p (m)
se per ogni p in [1 , Q) la restrizione di e 2t A a L p OL 2 (m) si estende a un ope-
ratore limitato Rp (t) su L p (m) tale che sup

0 E tET
VRp (t)Vp EQ per ogni TD0. La

famiglia ]Rp (t) : tD0( è allora un semigruppo fortemente continuo su L p (m)
per ogni p in [1 , Q). Denotiamo con 2 Ap il suo generatore infinitesimo. Per
uniformità di notazione poniamo R2 (t) 4e 2t A e A2 4 A. L’operatore Ap è chiu-
so e densamente definito su L p (m). Denotiamo con A*p il suo aggiunto, cioè l’o-
peratore su L p 8 (m) definito da

sA*p fg dm4s f Ap g dm ( f�L p (m), g�L p 8 (m) .

Osserviamo che poiché ]R2 (t) : tD0( è autoaggiunto su L 2 (m), si ha che
R*p (t) 4Rp 8 (t), per ogni tD0, e quindi A*p 4 Ap 8 , per 1 EpEQ . Nel seguito,
se 2 A genera una famiglia coerente di semigruppi sugli spazi L p (m), denote-

(1) Gli operatori L e D H2 2
1

4
I sono l’immagine di uno stesso elemento dell’algebra

inviluppante di G , sotto l’azione delle rappresentazioni regolari sinistra e destra, rispet-
tivamente. Si veda [16] per una discussione della relazione tra i due operatori nel conte-
sto più generale degli spazi dimmetrici Riemanniani non compatti.
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remo con s p (A) e con r p (A) lo spettro e l’insieme risolvente dell’operatore Ap ,
rispettivamente.

PROPOSITION 3.1. – Sia A un operatore non negativo su L 2 (m). Se 2 A ge-
nera una famiglia coerente di semigruppi su L p (m) e r p (A)Or 2 (A) è con-
nesso allora s 2 (A) ’s p (A).

DIMOSTRAZIONE. – Osserviamo che anche r p (A) è connesso, perché s 2 (A) ’
[0 , Q). Per un teorema di Phillips [66], l’insieme risolvente di Ap coincide con
l’insieme risolvente di A*p 4 Ap 8 , ovvero r p (A) 4r p 8 (A). Quindi r p (A)O
r p 8 (A) 4r p (A) è connesso. Pertanto, per [5, Prop. 2.2], se l�r p (A) i risolventi
R(l , Ap ) e R(l , Ap 8 ) coincidono su L p OL p 8 (m). Quindi, l’operatore R(l , Ap ) è
limitato su L 2 (m) per il teorema di interpolazione di Riesz-Thorin. Inoltre,
R(l , Ap ) coincide con R(l , A2 ) su L p OL 2 (m), perché r p (A)Or 2 (A) è connes-
so. Per [5, Prop. 2.3] ne segue che l�r 2 (A). Questo dimostra che s 2 (A) ’
s p (A). r

TEOREMA 3.2. – Se A ha un calcolo funzionale di tipo Hörmander allora
2 A genera una famiglia coerente di semigruppi sugli spazi L p (m) e
s 2 (A) ’s p (A) % [0 , Q).

DIMOSTRAZIONE. – Per ogni tD0 la funzione l O et (l) 4e 2tl soddisfa delle
condizioni di Hörmander di ogni ordine, uniformemente rispetto a t . Pertanto
]et : TD0( è un sottoinsieme limitato dello spazio di Banach Mp (A). Quindi, le
restrizioni a L p OL 2 (m) degli operatori et (A), tD0, si estendono a degli opera-
tori uniformemente limitati Rp (t) su L p (m) per ogni p in (1 , Q). Questo dimo-
stra che 2 A genera una famiglia coerente di semigruppi sugli spazi
L p (m).

Sia l 0 un numero complesso che non è in [0 , Q). La funzione l O Ml 0
(l) 4

(l 0 2l)21 soddisfa delle condizioni di Hörmander di ogni ordine. Quindi la re-
strizione dell’operatore Ml 0

(A) a L p OL 2 (m) si estende a un operatore limitato
M (p)

l 0
su L p (m). Per il teorema spettrale, M (p)

l 0
coincide con il risolvente

R2 (l 0 , A) di A su L p OL 2 (m). Pertanto, per [5, Prop. 2.3], l 0 �r p (A) e
Ml 0

(p) (A) 4 Rp (l 0 , A). Questo prova che s p (A) % [0 , Q). Quindi r p (A)Or 2 (A)
è connesso e s 2 (A) ’s p (A) per la Proposizione 3.1. r

TEOREMA 3.3. – Sia A un operatore autoaggiunto e non negativo su L 2 (m),
che genera una famiglia coerente di semigruppi su L p (m). Supponiamo che
r p (A)Or 2 (A) sia connesso. Se A è di p-tipo olomorfo e V è un intorno aperto
complesso di un punto non isolato di s 2 (A) tale che ogni moltiplicatore M in
Mp (A)OCQ (R) si estende analiticamente a una funzione olomorfa su V , al-
lora V%s p (A).
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DIMOSTRAZIONE. – Sia z in V0s 2 (A) e consideriamo il moltiplicatore M defi-
nito da M(l) 4 (z2l)21. Allora M(A) 4R(z , A2 ). Supponiamo, per assurdo,
che z�r p (A). Per la Proposizione 3.1 abbiamo che r p (A) ’r 2 (A). Quindi
r p (A)Or 2 (A) 4r p (A) è connesso. Per [5, Prop. 2.3], R(z , Ap ) 4R(z , A2 ) 4

M(A). Questo prova che M� Mp (A)OCQ (R). Pertanto M si estende per conti-
nuazione analitica a una funzione olomorfa su V . Ma questo è impossibile, per-
ché M ha un polo in z che appartiene a V . La conclusione segue, perché s p (A)
è chiuso. r

OSSERVAZIONE. – La dimostrazione del Teorema 3.3 si trova in [42], senza
l’ipotesi che r p (A)Or 2 (A) sia connesso. Tuttavia, il seguente controesempio
mostra che non si può fare a meno di tale ipotesi nei Teoremi 3.1 e 3.3. Sia m la
misura su R definita da dm(x) 4e 22x dx . Sia A 42D 2 12D l’operatore su
L 2 (m) il cui dominio è lo spazio delle funzioni f in L 2 (m) tali che A f , inteso nel
senso delle distribuzioni, è in L 2 (m). L’operatore A è autoaggiunto su L 2 (m) e
genera una famiglia coerente di semigruppi di contrazione su L p (m), perché è
l’operatore associato alla forma di Dirichlet

Q( f ) 4sNDfN2 dm .

In [33] è stato dimostrato che A è di p-tipo olomorfo per ogni p in [1 , Q). Più
precisamente, se pc2 ogni moltiplicatore spettrale in Mp (A) ha continuazione
analitica a una funzione olomorfa e limitata nella regione parabolica

PN2/p21N4{(x , y) �R2 : xD
y 2

4 sin2 f*p
1cos2 f*p} ,

dove f*p 4arcsin (N2/p21N). Per ogni p in [1 , Q) sia Up : L p ( dx) KL p (m) l’i-

sometria definita da Up f (x) 4exp g 2

p
xh f (x) e denotiamo con A

A
l’operatore

Up
21 A Up . Allora

A
A

42D 2 12g12
2

p
h Df1

4

pp 8

è un operatore chiudibile su L p ( dx) e s p (A) 4s p (A
A

). Inoltre

F (A
A

f )(j) 4gj 2 12g12
2

p
h ij1

4

pp 8
h F f (j)

per ogni funzione f nello spazio di Schwartz. In particolare, per p42, F A
A

è l’o-
peratore di moltiplicazione per il polinomio j 2 11. Quindi s 2 (A

A
) 4 [1 , Q).

Inoltre, con una semplice applicazione del teorema di Hörmander al moltipli-
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catore di Fourier gj 2 12 g12
2

p
h ij1

4

pp 8
h21

si vede che

s p (A
A

) 4mj 2 12g12
2

p
h ij1

4

pp 8
: j�Rn4¯PN2/p21N .

Questo dimostra che se pc2 allora r p (A)Or 2 (A) non è connesso, s 2 (A)
non è contenuto in s p (A) e s p (A) non contiene la regione PN2/p21N di olomorfia
dei moltiplicatori spettrali di L p (m).

I Teoremi 3.2 e 3.3 mostrano che le proprietà spettrali dell’operatore su L p

sono influenzate dal tipo del suo calcolo funzionale su L p. Viceversa, è naturale
chiedersi se è possibile dedurre dalle proprietà dello spettro L p di un operato-
re delle informazioni sul calcolo funzionale su L p. Ad esempio, se s p (A) 4

s 2 (A) per ogni p in (1 , Q), possiamo dire che A ha un calcolo funzionale di tipo
Mihlin-Hörmander? In generale questo non è vero, come vedremo esaminando
il caso dell’operatore di Ornstein-Uhlenbeck. Tuttavia il problema rimane
aperto per Laplaciani invarianti su gruppi di Lie.

4. – L’operatore di Ornstein-Uhlenbeck.

Consideriamo lo spazio euclideo finito-dimensionale Rd, munito della misu-
ra gaussiana dg(x)4p2d/2 e 2NxN2

dx . Per i nostri scopi l’operatore di Ornstein-
Uhlenbeck è l’operatore L associato alla forma di Dirichlet rispetto alla misura
gaussiana (2). In altri termini L è definito come l’operatore autoaggiunto su
L 2 (g) tale che

aL f , f b 4s
Rd

N˜f (x)N2 dg(x) (f�Cc
Q (Rd ) .

Quindi L è un «laplaciano» naturale sullo spazio di misura (Rd , g). Una sempli-

(2) È opportuno osservare che, nella letteratura sull’argomento, con le parole «ope-
ratore di Ornstein-Uhlenbeck» si intende un’intera classe di operatori, a cui L appartie-
ne, che sono definiti come i generatori dei semigruppi delle probabilità di transizione as-
sociate alla perturbazione di un sistema dinamico lineare mediante un moto Browniano.
Questo, unito al fatto che essi possono essere definiti anche nel contesto di uno spazio di
Hilbert gaussiano di dimensione infinita, spiega perché da diversi anni questi operatori
sono al centro dell’interesse di molti ricercatori. Poiché la letteratura sull’argomento è
molto vasta, mi limito a rinviare il lettore interessato alla monografia di G. Da Prato e J.
Zabcyk [19], per diversi aspetti dell’analisi dell’operatore di Ornstein-Uhlenbeck inteso
in questo senso più generale. La scelta qui fatta di considerare solo l’operatore L è det-
tata dall’esigenza che l’operatore sia autoaggiunto rispetto alla misura gaussiana. Infat-
ti, si può dimostrare che un operatore di Ornstein-Uhlenbeck, inteso nel senso generale,
che sia autoaggiunto rispetto al prodotto interno definito dalla misura invarainte, può
essere ridotto essenzialmente alla forma (4.1) mediante coniugazione con un cambia-
mento di variabile [9], [51].
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ce integrazione per parti mostra che

L f42
1

2
Df1x Q˜f (f�Cc

Q (Rd ) .(4.1)

Poiché L è un operatore autoaggiunto e non negativo, esso genera un semi-
gruppo fortemente continuo di contrazioni e 2t L, tF0, su L 2 (g), detto semi-
gruppo di Ornstein-Uhlenbeck. Il semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck è un se-
migruppo simmetrico di diffusione; cioè

1) ciascun operatore e 2t L è autoaggiunto su L 2 (g);

2) la restrizione del semigruppo a L p OL 2 (g) si estende a un semigrup-
po di contrazioni su L p (g), per ogni p in [1 , Q], che preserva la positi-
vità e le costanti ed è fortemente continuo per pEQ .

La monografia di N. Bakry [7] è un buon riferimento per queste e molte al-
tre proprietà del semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck. Il generatore Lp del se-
migruppo su L p (g) coincide con la chiusura della restrizione di L allo spazio
delle funzioni lisce a supporto compatto. Pertanto, con un piccolo abuso di no-
tazione, denoteremo con L sia l’operatore definito da (4.1) su Cc

Q (Rd ) sia le sue
chiusure in L p (g), per ogni p in [1 , Q).

Lo spettro di L su L 2 (g) è discreto e l’insieme dei suoi autovalori è l’insie-
me N dei numeri interi non negativi, mentre le autofunzioni di L sono i polino-
mi di Herminte in d variabili. La risoluzione spettrale di L assume quindi la
forma

L 4 !
n40

Q

n Pn ,

dove Pn è il proiettore ortogonale sullo spazio generato dai polinomi di Hermi-
te di grado n . In particolare P0 è il proiettore sulle costanti ed è limitato su
L p (g) per ogni p in [1 , Q]. Invece i proiettori Pn , nF1, sono limitati su L p (g)
solo per p in (1 , Q).

Le proprietà spettrali di L, come operatore chiuso su L p (g) sono riassunte
dal seguente teorema (vedi [20]).

TEOREMA 4.1. – Se 1 EpEQ lo spettro di L come operatore su L p (g) è N.
Lo spettro di L come operatore su L 1 (g) è il semipiano destro ]l�C : Re lF0(;
ogni numero complesso l con Re lD0 è un autovalore.

Recentemente G. Metafune, D. Pallara e E. Priola hanno esteso questo ri-
sultato, determinando lo spettro sugli spazi L p rispetto alla misura invariante
di operatori di Ornstein-Uhlenbeck più generali [50].
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Se M : NKC è una funzione limitata allora

M(L) f4 !
n40

Q

M(n) Pn f (f�L 2 (g) .

La diseguaglianza di Minkowski,

NNNM(L)NNNp G !
n40

Q

NM(n)NNNN Pn NNNp(4.2)

fornisce una semplice condizione sufficiente per l’appartenenza di M allo spa-
zio dei moltiplicatori spettrali di L p (g) per L. Infatti, se il membro destro di
(4.2) è finito M� Mp (L). Tuttavia questa condizione è lungi dall’essere ottima-
le, perché richiede che la successione M decada esponenzialmente. Infatti, poi-
ché Pn f4 a f , hn b hn , dove hn è l’n-esimo polinomio di Hermite normalizzato in
L 2 (g), per il teorema di Hahn-Banach e la stima delle norme in L p (g) di hn

(vedi [41])

NNN Pn NNNp 4

F

Vhn Vp Vhn Vp 8

C(p) n 21/2 (p 821)n/2 .

Quindi le norme dei proiettori spettrali Pn su L p(g) crescono esponenzialmente.
Una condizione sufficiente più precisa, che si applica anche a funzioni che

non si annullano all’infinito, può essere ottenuta sfruttando le proprietà di olo-
morfia e di ipercontrattività del semigruppo generato da L. Dalla risoluzione
spettrale di L si vede facilmente che il semigruppo e 2t L , tF0, si estende ana-
liticamente a un semigruppo e 2zL , Re zF0, di contrazioni su L 2 (g), definito da

e 2z L f4 !
n40

Q

e 2zn Pn f (f�L 2 (g) .

La funzione zKe 2z L è olomorfa nel semipiano destro Re zD0 ed è fortemente
continua nel semipiano chiuso Re zF0.

Per descrivere la regione di olomorfia del semigruppo di Ornstein-Uhlen-
beck su L p (g) per pc2 definiamo f p 4arccosN2/p21N per ogni p in (1 , Q) e
denotiamo con Ep l’insieme

]x1 iy�C : xF0, Nsin yNG ( tan f p ) sinh x( .(4.3)

Se p42 allora f p 4p/2 . In tal caso definiamo tan p/2 4Q , sicché E2 4

]Re zF0(. Osserviamo che Ep è un sottoinsieme ip-periodico di C che contie-
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Fig. 2. – La regione Ep .

ne il settore

Sf p
4 ]z�C : Narg zNGf p (

e che le semirette [0 , e 6if p Q) sono tangenti alla frontiera di Ep nell’origine
(vedi Fig. 2). Inoltre Ep 4Ep 8 se 1 /p11/p 841 e Ep %Eq se 1 EpEqG2.

TEOREMA 4.2. – Supponiamo che 1 EpEQ .

1) L’operatore e 2z L si estende a un operatore limitato su L p (g) se e solo
se z�Ep , nel qual caso è una contrazione. Inoltre l’applicazione
z O e 2z L da Ep allo spazio degli operatori limitati su L p (g) è forte-
mente continua e la sua restrizione all’interno di Ep è olomorfa.

2) Se 1 EpE2 l’operatore e 2z L è limitato da L p (g) a L 2 (g) se e solo se
Re zF2log kp21; in tal caso è una contrazione.

Il punto (1) è dovuto a J. B. Epperson [24]. Il punto (2) è il ben noto risulta-
to di ipercontrattività di E. Nelson [55].

Una prima facile conseguenza del Teorema 4.2 è la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 4.3. – L’operatore di Ornstein-Uhlenbeck non ha un calcolo
funzionale di tipo Mihlin-Hörmander.

DIMOSTRAZIONE. – Se Re zD0 la funzione l O Mz (l) soddisfa condizioni
di Mihlin di ogni ordine, perché è a decrescenza rapida con tutte le sue
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derivate. Tuttavia, se zcEp l’operatore Mz (L) 4e 2z L non è limitato su
L p (g), per il Teorema 4.2. r

5. – Condizioni sufficienti.

Le condizioni sufficienti sono formulate mediante uno spazio di funzioni
olomorfe e limitate in un settore del piano complesso, che verificano una condi-
zione di tipo Hörmander sul bordo del settore. Per definire questo spazio ci oc-
corre un po’ di notazione.

Se c� (0 , p) denotiamo con Sc il settore aperto definito da

Sc4 ]z�C : Narg zNEc( ,

e con H Q (Sc ) lo spazio delle funzioni olomorfe e limitate su Sc . Per il teorema
di Fatou [23], una funzione M in H Q (Sc ) ammette limite non tangenziale in
quasi ogni punto del bordo di Sc , che denotiamo ancora con M. Siano M1 e M2

le funzioni definite quasi ovunque su R1 da

M1 (l) 4M(le ic ) , M2 (l) 4M(le 2ic ) (l�R1 .

In altri termini, M1 e M2 sono i valori al bordo di M sul lato superiore e sul la-
to inferiore del settore, considerati però come funzioni su R1 .

DEFINIZIONE. – Lo spazio H Q (Sc ; a) è lo spazio di Banach di tutte le fun-
zioni M in H Q (Sc ) tali che M1 e M2 soddisfano una condizione di Hörmander
di ordine a , munito della norma

VMVc ; a4max msup
tD0

VW(Q) M1 (t Q)VH a , sup
tD0

VW(Q) M2 (t Q)VH an .

A questo punto possiamo enunciare la prima condizione sufficiente per i molti-
plicatori spettrali dell’operatore di Ornstein-Uhlenbeck. Ricordiamo che f p 4

arccosN2/p21N è l’angolo che interviene nella definizione della regione di olo-
morfia del semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck (vedi la (4.3)).

TEOREMA 5.1. – Supponiamo che 1 EpE2 e poniamo f*p 4p/22f p . Sia
M : NKC una successione limitata e supponiamo che esista una funzione
MA in H Q (Sf*p ; a), per qualche aD1, tale che

MA(n) 4M(n) , (n41, 2 , 3 , R .

Allora M� Mq (L) ed esiste una costante C4C(d) tale che

VMVMq (L) GCVMVf*p ; a (q� [p , p 8 ] .

Il Teorema 5.1 è stato dimostrato in [27] per aD4. La dimostrazione che aD1
è sufficiente si trova in [48].
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La dimostrazione del Teorema 5.1 si basa su un elegante teorema di Meda
sui moltiplicatori dei generatori di semigruppi simmetrici di diffusione, che
mette in relazione l’ampiezza del settore di olomorfia e l’ordine della condizio-
ne di Hörmander con la crescita delle norme delle potenze immaginarie dell’o-
peratore [49] (vedi anche [27, Theorem 2.2] e [48, Theorem 2.1]).

TEOREMA 5.2. – Sia G il generatore di un semigruppo simmetrico di diffu-
sione tale che il proiettore sul nucleo di G è nullo. Sia 1 EpEQ . Supponia-
mo che esistano delle costanti positive C e s e una costante u in (0 , p/2 ) tali
che

NNN Giu NNNp GC(11NuN)s exp (uNuN) (u�R .

Se M�H Q (Su ; a) per qualche aDs11 allora M� Mp (G) e

NNNMNNNMp (G) GCVMVu ; a .

Poiché nel caso dell’operatore di Ornstein-Uhlenbeck il proiettore spettra-
le P(0) non è nullo, non è possibile applicare il Teorema 5.2 direttamente all’o-
peratore L, ma occorre considerare gli operatori perturbati L 1e I e dimostra-
re che la stima

NNN(L 1e I)2iu NNNp GC exp (f*p NuN) (u�R

vale uniformemente per 0 EeE1. Poiché NNN(L 1e I)2iu NNNp 4NNN(L 1e I)iu NNNp

per la simmetria dell’operatore L, è sufficiente provare la stima suddetta per
ogni uD0. Il punto di partenza per la dimostrazione di questa stima è l’espres-
sione delle potenze complesse dell’operatore in funzione del semigruppo

(L 1e I)2w 4
1

G(w)
s
0

Q

t w e 2et e 2t L
dt

t
(w�C , Re wD0 ,(5.1)

che è una facile conseguenza della rappresentazione spettrale dell’operatore
L. Regolarizzando opportunamente l’integrale è possibile dare un senso alla
(5.1) anche quando Re w40. Dalla (5.1) si deduce la seguente relazione tra il
nucleo di Schwartz r2iu dell’operatore (L 1e I)2iu e il nucleo ht del semigruppo
e 2t L :

r2iu (x , y) 4
1

G(iu)
s
0

Q

t iu e 2et ht (x , y)
dt

t
(x , y�Rd , xcy .(5.2)

Utilizzando questa espressione e la conoscenza esplicita del nucleo ht è possibi-
le stimare il nucleo r2iu e le sue derivate sia rispetto a x sia rispetto a y, otte-
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nendo la stima

NNN(L 1e I)2iu NNNp GC expg p

2
uh (uD0 .(5.3)

Poiché f*p Ep/2 questa stima non è sufficiente per dimostrare il Teorema 5.1.
Tuttavia, sfruttando l’olomorfia del semigruppo nella regione Ep è possibile ot-
tenere una stima migliore. Infatti, poiché il nucleo ht è olomorfo in Ep possiamo
spostare il cammino di integrazione in (5.2) dal semiasse [0 , Q) alla semiretta
z4 te if p , tD0, ottenendo che

r2iu (x , y) 4
1

G(iu)
s
0

Q

(te if p )iu e 2ete if p hte if p (x , y)
dt

t
(5.4)

4
e 2f p u

G(iu)
s
0

Q

(te if p )iu e 2ete if p hte if p (x , y)
dt

t
.

per ogni x , y in Rd, xcy. Abbiamo così guadagnato il fattore e 2f p u che, com-
binato con il fattore e

p

2
u

che avevamo nella (5.3), ci dà e (p/22f p )u 4e f*p u , come
volevamo. Il prezzo da pagare per questo miglioramento è che ora dobbiamo
stimare l’integrale (5.4), che è più complicato di (5.2), perché nell’integranda
compare il nucleo ht per valori complessi di t. Rinviamo il lettore all’articolo
[27] per i dettagli della dimostrazione.

Nella letteratura i moltiplicatori spettrali dei semigruppi simmetrici di dif-
fusione sono stati molto studiati, a partire dalla classica monografia di E. M.
Stein [63]. Per un risultato classico di M. Cowling [14, Theorem 2], se G è il ge-
neratore di un tal semigruppo e cDu p 4pN1/p21/2N le funzioni in H Q (Sc )
sono in Mq (G) per ogni q in [p , p 8 ]. Poiché l’angolo f*p è strettamente minore
di u p per ogni p in (1, 2), il Teorema 4.1 dà una condizione più precisa per l’ope-
ratore di Ornstein-Uhlenbeck (3). Tuttavia, mentre il risultato di Cowling si
applica anche all’operatore di Ornstein-Uhlenbeck in dimensione infinita, la
dimostrazione del Teorema 5.1 data in [27] vale solo in dimensione finita, per-
ché la costante C(d) che compare nella stima della norma dell’operatore M(L)
su L q (g) tende all’infinito al crescere della dimensione d. Sarebbe interessan-
te sapere se il Teorema 5.1 vale anche per l’operatore di Ornstein-Uhlenbeck
in dimensione infinita. Ricordiamo che altri operatori importanti associati al
semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck, come le trasformate di Riesz, hanno stime
su L p (g) indipendenti dalla dimensione [52], [56].

(3) Recentemente Kunstmann e Strkalji [40] hanno migliorato il risultato di
Cowling, dimostrando che l’inclusione H Q (Sc ) % Mq (G) vale se c è maggiore di un an-
golo c p , strettamente minore di u p , ma pur sempre maggiore di f*p .
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Nel Teorema 5.1 il settore di olomorfia è ottimale, come mostra il seguente
risultato (vedi [27, Theorem 2]).

TEOREMA 5.3. – Siano p e f*p come nel Teorema 5.1. Se cEf*p esiste una
funzione M a decrescenza rapida e in H Q (Sc ; a) per ogni aD0, tale che
M� Mp (L).

Il Teorema 5.1 non vale per p41. Un controesempio è dato dalla fun-
zione

M(l) 4
.
/
´

l i ,

0 ,

se lD0

se l40 .

Si noti che f*1 4p/2 ; quindi il settore Sf*1 è il semipiano destro Sp/2 la cui fron-
tiera è l’asse immaginario. È facile verificare che M è in H Q (Sf*1 ; a) per ogni a
in [0 , p). tuttavia l’operatore M(L) non è limitato su L 1 (g). Per vederlo basta
applicare l’operatore a una successioni ( fn ) di funzioni in L 1 (g) che approssima
la delta di Dirac nell’origine. Usando l’espressione del nucleo dell’operatore
come in [26, Theorem 6.1], non è difficile vedere che la successione delle norme
di M(L) fn in L 1 (g) diverge.

Una condizione sufficiente per moltiplicatori spettrali di L 1 (g) è la seguen-
te ([33])

TEOREMA 5.4. – Se M è la restrizione a N1 di una funzione MA in H Q (Sp/2 )
il cui valore al bordo l O MA(il) è la trasformata di Fourier di una misura fi-
nita su R , con supporto in [0 , Q), allora M� M1 (L).

È ben noto che, nel contesto dei moltiplicatori di Fourier, la condizione di
Hörmander non implica la limitatezza su L 1 del moltiplicatore, ma solo una sti-
ma di tipo debole (1, 1). Anche per i moltiplicatori spettrali dell’operatore di
Ornstein-Uhlenbeck esiste una condizione sufficiente per la limitatezza debole
(1, 1), che si applica a funzioni che sono di tipo trasformata di Laplace, cioè
funzioni M della forma

M(l) 4ls
0

Q

e 2lt c(t) dt (lD0 ,

dove c è una funzione misurabile e limitata in (0 , Q). Le funzioni di tipo tra-
sformata di Laplace sono in H Q (Sf ) per ogni f in (0 , p/2 ). Il teorema seguen-
te è stato dimostrato in [26].
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TEOREMA 5.5. – Se M è di tipo trasformata di Laplace allora l’operatore
M(L) soddisfa la stima debole

g(]x�Rd : NM(L) f (x)NDr() GC
V f V1

r
(rD0, (f�L 1 (g) .

Risultati analoghi ai Teoremi 5.1-5.5 sono stati dimostrati da E. Sasso per il
semigruppo di Laguerre [58], [59].

DEFINIZIONE. – Se M è una funzione continua su [0 , Q) e tD0 poniamo
M(t) 4M(tl). Diremo che M è un moltiplicatore uniforme di L p (g) se M(t) �
Mp (L) per ogni tD0 e

sup
tD0

VM(t) VMp (L) EQ .(5.5)

Come abbiamo già osservato nell’introduzione, la condizione di uniformità (5.5)
compare nello studio della sommabilità degli sviluppi in autofunzioni.

Si noti che tutte le condizioni sufficienti negli enunciati dei Teoremi 5.1, 5.4
e 5.5 sono invarianti per dilatazioni. Quindi questi teoremi forniscono in realtà
condizioni sufficienti per moltiplicatori uniformi.

Per moltiplicatori che non siano necessariamente uniformi sembra eccessi-
vo richiedere l’olomorfia in un intero settore. Infatti, se M è una successione li-
mitata possiamo scrivere

M(L) 4 !
n40

N

M(n) Pn 1 !
nDN

M(n) Pn(5.6)

per ogni intero positivo N . Il primo addendo è un operatore limitato su L p (g)
per ogni p in (1 , Q), perché è una combinazione lineare finita dei proiettori
spettrali Pn , che sono limitati. Quindi dovrebbe essere possibile formulare una
condizione sufficiente che faccia intervenire solo il comportamento di M all’in-
finito. Per un risultato di P. A. Meyer [52], se M è la restrizione a N di una fun-
zione olomorfa in un intorno dell’infinito allora M� Mp (L) per ogni p in
(1 , Q) (4). Quindi sembra ragionevole congetturare che per ottenere la limita-
tezza di M(L) su L p (g) sia sufficiente richiedere che M sia olomorfa nell’inter-
sezione di Sf*p con un intorno dell’infinito e che soddisfi una condizione di Hör-
mander al bordo. In realtà vale un risultato migliore. Per ogni aF0 denotiamo
con Sf*p il settore traslato ]z�C : Narg (z2a)NEf*p ( e con H Q (Sf*p 1a ; a) lo
spazio delle funzioni olomorfe e limitate su Sf*p 1a che soddisfano una condi-
zione di Hörmander di ordine a sul bordo di Sf*p 1a .

(4) Questo risultato segue anche facilmente applicando il calcolo funzionale di Dun-
ford al secondo addendo in (5.6).
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TEOREMA 5.6. – Supponiamo che 1 EpE2. Sia M : NKC una successio-
ne limitata e supponiamo che esista una funzione MA in H Q (Sf*p 1a ; a), per
qualche aF0 e qualche aD1, tale che

MA(n) 4M(n) , (n41, 2 , 3 , R .

Allora M� Mq (L) per ogni q in [p , p 8 ].

Il Teorema 5.6 è dimostrato in [48].

6. – Condizioni necessarie.

Tutte le condizioni sufficienti enunciate nella sezione precedente richiedo-
no l’olomorfia del moltiplicatore M in qualche aperto del piano complesso. È
naturale chiedersi se l’olomorfia è realmente una condizione necessaria per la
limitatezza di M(L) su L p (g) quando pc2. La risposta è: si, ma per ragioni
che in un certo senso sono banali! Infatti, consideriamo l’aperto V , immagine
del disco unità mediante la mappa biolomorfa z O2F(z) 4 log (12z). È facile
vedere che V è un intorno convesso della semiretta [0 , Q), contenuto nella
striscia ]z�C : Re zD2log 2 , NIm zNEp/2(, che all’infinito tende asintotica-
mente alla striscia. La successione dei numeri naturali è l’immagine mediante
la mappa F della successione (12e 2n ), che è una successione interpolante
universale per lo spazio H Q (D) delle funzioni olomorfe e limitate sul disco uni-
tario D [23]. Pertanto, la successione dei numeri naturali è una successione in-
terpolante universale per lo spazio H Q (V), cioè per ogni successione limitata
M esiste una funzione MA in H Q (V) tale che MA(n) 4M(n) per ogni n in N. Ne
segue facilmente che ogni moltiplicatore spettrale M� Mp (L) si estende a una
funzione olomorfa e limitata su V . Infatti, se M(L) è limitato su L p (g) allora,
per dualità, M(L) è limitato anche su L p 8 (g), dove p 8 denota l’esponente coniu-
gato di p . Per interpolazione, M(L) è limitato su L 2 (g) e quindi la successione
M è limitata per il teorema spettrale. Quindi M è la restrizione ai naturali di
una funzione MA in H Q (V).

Si noti che l’aperto V è «piccolo all’infinito» perché è contenuto in una stri-
scia. Una domanda più significativa è la seguente: è vero che ogni moltiplicato-
re di L p (g), pc2, ammette continuazione analitica a una funzione olomorfa e
limitata in un aperto «grande all’infinito», per esempio un settore Sf o un suo
traslato Sf1a? La risposta è nota solo per moltiplicatori uniformi.

TEOREMA 6.1 ([33, Theorem 3.5]). – Sia M : [0 , Q) KC una funzione con-
tinua e limitata.

(i) Se M è un moltiplicatore uniforme di L p (g), per p in (1 , Q)0]2(

allora M si estende a una funzione olomorfa e limitata nel settore
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Sf*p e

VMVH Q (Sf*p ) G sup
tD0

NNNM(t L)NNNp ;

(ii) se M è un moltiplicatore uniforme di L 1 (g) allora M si estende a
una funzione olomorfa e limitata nel semipiano Sp/2 , il cui valore al
bordo M(i Q) è la trasformata di Fourier di una misura finita m su
R , con supporto in [0 , Q); inoltre

VmVM(R) 4 sup
tD0

NNNM(t L)NNN1 ;

Per il Teorema 5.4, il punto (ii) del Teorema 6.1 è una caratterizzazione dei
moltiplicatori uniformi di L 1 (g). Si noti l’analogia di questo risultato con il
classico teorema di Wendell [64, Theorem 3.19], che caratterizza i moltiplicato-
ri di Fourier di L 1 (Rd ) come trasformate di Fourier di misure finite su Rd.

OSSERVAZIONE. – È interessante osservare che, a differenza delle condizio-
ni sufficienti che sono state dimostrate solo nel caso di dimensione finita, il
Teorema 6.1 vale anche per l’operatore di Ornstein-Uhlenbeck in dimensione
infinita.

Il Teorema 6.1 vale per una classe più ampia di operatori ellittici su Rd, che
sono autoaggiunti sullo spazio delle funzioni di quadrato integrabile rispetto a
una misura della forma dm W4e 2W dl , dove l è la misura di Lebesgue e W è un
peso ammissibile, cioè una funzione di classe C 2 su Rd tale che

(i) esiste un vettore di norma uno u e una costante positiva b0 tale che
˜W(au) c0 for aDb0 ;

(ii) per ogni bD0

lim
aKQ

sup
NxNGb

˜2 Wgau1
x

N˜W(u)N
h

N˜W(au)N2
40 ,(6.1)

dove ˜2 W denota l’Hessiano di W.

La classe dei pesi ammissibili è abbastanza ricca. Ad esempio ogni polino-
mio reale non costante su Rd è un peso ammissibile. Nella classe dei pesi am-
missibili vi sono anche funzioni che crescono molto rapidamente all’infinito, co-
me x O e x su R e x O exp (NxN2 ) su Rd. Invece, non sono pesi ammissibili le
funzioni

x O arctant x , x O exp (2(11x 2 )1/2 ), x O (11x 2 )2a/2 (a�R1 .
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Dato un peso ammissibile W , consideriamo la forma di Dirichlet

Q W ( f ) 4s
Rd

N˜fN2 dmW (f�Cc
Q (Rd ) .

È ben noto (vedi ad esempio [Davies, Thm 1.2.5]) che Q W è la forma associata a
un operatore autoaggiunto LW su L 2 (m W ), nel senso che

s
Rd

N˜fN2 dmW4sLW f f dm W , (f�Dom LW .

Con una integrazione per parti si vede facilmente che

LW f42Df1˜W Q˜f (f�Cc
Q (R) .

Osserviamo che se W(x) 4NxN2 allora l’operatore 1

2
LW coincide con l’operatore

di Ornstein-Uhlenbeck.
Il seguente risultato estende il Teorema 6.1 agli operatori della forma

LW ([33]).

TEOREMA 6.2. – Sia p in [1 , Q)0]2(. Supponiamo che M : [0 , Q) KC sia
limitata e continua su R1.

(i) Se p è in (1 , Q)0]2(, e

sup
tD0

NNNM(t LW )NNNL p (mW ) EQ ,

allora M si estende a una funzione limitata e olomorfa nel settore
Sf*p e

VMVH Q (Sf*p ) G sup
tD0

NNNM(t LW )NNNL p (mW ) ;

(ii) sup
tD0

NNNM(t LW )NNNL 1 (mW ) EQ se e solo se M si estende a una funzione

limitata e olomorfa nel semipiano Sp/2 , e M(i Q) è la trasformata di
Fourier di una misura finita m M su R , con supporto in [0 , Q);
inoltre

Vm M
VM(R) 4 sup

tD0
NNNM(t LW )NNNL 1 (mW ) .

7. – Considerazioni conclusive.

Nello studio del problema dei moltiplicatori spettrali si può dire che, grosso
modo, vi sono due linee di ricerca: una prima linea si propone di determinare
condizioni sufficienti per la limitatezza su L p di ampie classi di operatori, come,
ad esempio, i generatori dei semigruppi simmetrici Markoviani o la classe an-
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cora pià ampia degli operatori settoriali. Alcune pietre miliari in questa linea di
ricerca sono la monografia di Stein [63] e i lavori [14], [15], [39] e [40]. Un’altra
linea di ricerca si occupa di determinare condizioni sufficienti quasi ottimali,
cioè il più possibile vicine alle condizioni necessarie, per operatori specifici. I
nostri risultati per l’operatore di Ornstein-Uhlenbeck appartengono a questa
seconda linea di ricerca. Confrontando gli enunciati dei Teoremi 5.1 e 6.1 si ve-
de infatti che, almeno per moltiplicatori uniformi, la condizione sufficiente dif-
ferisce dalla condizione necassaria solo per i valori al bordo del settore di olo-
morfia del moltiplicatore.

Naturalmente, una volta ottenute condizioni sufficienti quasi ottimali per
un operatore specifico, ci si può chiedere se queste condizioni siano sufficienti
per qualche classe più ampia di operatori. Ad esempio, alla luce del risultato
ottenuto per l’operatore di Ornstein-Uhlenbeck, è naturale chiedersi se i gene-
ratori dei semigruppi simmetrici Markoviani hanno un calcolo funzionale H Q

su L p in un settore Sc , non appena l’angolo c è maggiore dell’angolo critico
f*p . Vi sono alcune indicazioni che il settore Sf*p potrebbe essere il settore
«giusto» di olomorfia per i moltiplicatori spettrali di L p anche nel caso genera-
le dei semigruppi simmetrici Markoviani. Ad esempio, V. A. Liskevich e M. A.
Perelmuter in [43] hanno dimostrato che se G è il generatore di un tal semi-
gruppo allora il semigruppo generato da G è un semigruppo olomorfo di con-
trazioni nel settore Sf p

. Utilizzando questo risultato, in un lavoro in prepara-
zione in collaborazione con W. Hebisch e S. Meda, siamo riusciti a dimostrare
che se M è una funzione olomorfa nel settore Sf*p i cui valori al bordo M1 e M2

verificano una condizione di Hörmander rafforzata, in cui nella (2.2) l’estremo
superiore su R1 è sostituito dall’integrale su (R1 , dt/t), allora M è un moltipli-
catore spettrale di L p per G.
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