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Calcolo funzionale e operatori massimali
per il semigruppo di Laguerre.

EMANUELA SASSO

Nella tesi abbiamo studiato il calcolo funzionale per l’operatore di Laguerre
La e la limitatezza di una classe di operatori massimali associati all’estensione olo-
morfa del semigruppo di Laguerre ]Ma

z 4e 2z La : DzF0(.
L’operatore La è il «Laplaciano» autoggiunto su L 2 (Rd

1 , m a ), dove m a è la mi-
sura di probabilità di Laguerre di tipo a su Rd

1 . È ben noto che la risoluzione
spettrale di La è

La4 !
n41

Q

n Pa
n ,

dove Pa
n è la proiezione ortogonale sullo spazio generato dai polinomi di Laguerre

di grado n e tipo a in d variabili. Supponiamo che M : NKC sia una successione
limitata. Per la teoria spettrale, l’operatore M(La ) definito da

M(La ) 4 !
n41

Q

M(n) Pa
n ,

è limitato su L 2 (Rd
1 , m a ) con norma NNNM(La )NNN2 4VMVQ . Diciamo che M(La ) è

l’operatore spettrale associato al moltiplicatore spettrale M . Un problema classi-
co è determinare condizioni necessarie e sufficienti su M , che implichino la limita-
tezza L p (Rd

1 , m a ) dell’operatore M(La ). In questo contesto una linea di ricerca si
concentra nell’individuare condizioni generali per amplie classi di operatori, quali
gli operatori settoriali, i generatori di semigruppi di diffusione, gli operatori di
Laplace-Beltrami sulle varietà. Un’altra linea di ricerca, alla quale appartiene
questo lavoro, punta a trovare condizioni ottimali per operatori specifici. Si può
menzionare in merito il lavoro di J. Garcìa-Cuerva et al. [2] sull’operatore di Or-
nstein-Uhlenbeck, che è stato il punto di partenza per la nostra ricerca. Esiste,
infatti, una ben nota relazione tra l’operatore di Laguerre di tipo a semi-intero e
quello di Ornstein-Uhlenbeck, cioè l’operatore autoaggiunto

L 42
1

2
D1x Q˜

su L 2 (Rn , g), dove g è la misura Gaussiana. In [1], gli autori dimostrano e utiliz-
zano questa relazione per ottenere nel caso di Laguerre, con particolari valori del
parametro, risultati già noti per Ornstein-Uhlenbeck . Con questa tesi abbiamo
esteso i risultati sul calcolo funzionale per ogni multi-indice a a componenti
positive.
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In particolare, abbiamo provato che, se pc2, non esiste l’analogo dei teoremi
classici di Hörmander sui moltiplicatori. Infatti per ogni pc2, esiste un moltipli-
catore spettrale Mp , tale che Mp (La ) non si estende a un operatore limitato su L p ,
pur essendo la restrizione di una funzione analitica in un intorno del semiasse po-
sitivo e che soddisfa condizioni di tipo Hörmander sulle derivate. Noi abbiamo
mostrato che se l’estensione olomorfa del moltiplicatore soddisfa condizioni di ti-
po Hörmander sulla frontiera di un fissato settore, la cui scelta dipendente dalla
regione di olomorfia del semigruppo, allora Mp (La ) è limitato su L p . Indichiamo
con H Q (Su ) lo spazio delle funzioni olomorfe e limitate sul settore Su4

]z : Narg zNGu( e con H Q (Su , J) lo spazio delle funzioni olomorfe nel settore Su e
che soddisfano condizioni di tipo Hörmander sulla frontiera del settore, cioè tali
che

sup
RD0

s
R

2R

Nl j D j Mu (l)N2 dl

l
GC 2 (j� ]0, 1 , R , J(.

Il nostro risultato principale è riportato nel seguente teorema.

TEOREMA 1. – Supponiamo aF0. Sia f*p 4arcsinN2/p21N , per 1 EpEQ ,
pc2 e M una successione limitata. Assumiamo che esista una funzione olo-
morfa e limitata MA tale che

MA(k) 4M(k), (k�N0]0( .

Allora

(i) se MA �H Q (Sf*p , 4 ), allora M(La ) si estende ad un operatore limitato
su L q (m a ), pGqGp 8;

(ii) se MA �H Q (Sf*p ), allora M(La ) si estende ad un operatore limitato su
L q (m a ), pEqEp 8;

(iii) se cEf*p , allora esiste una funzione M , che decresce esponenzial-
mente all’infinito, che appartiene a H Q (Sc , J), per ogni JF0, tale che M(La )
non si estende ad un operatore limitato su L p (m a ).

La dimostrazione del teorema si riduce all’analisi della norma delle potenze
immaginarie dell’operatore di Laguerre, collegandole al semigruppo di Laguerre
(v. [4]). Uno degli strumenti utilizzati per la dimostrazione è stata una variazione
della teoria classica di Calderón-Zygmund sugli integrali singolari applicata agli
spazi di misura polinomiale.

Inoltre, è stato necessario dimostrare l’ipercontrattività del semigruppo di
Laguerre, riportata nel seguente risultato.

TEOREMA 2. – Sia aF0. Valgono i seguenti risultati

(i) per ogni p in (1 , 2 ], l’operatore Ma
t è limitato da L p (m a ) in L 2 (m a ) se e

solo se tFNlog (p21)N;
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(ii) per ogni p in [1 , Q) l’operatore Ma
z è limitato in L p (m a ) se e solo se z�

Ep , con

Ep 4mx1 iy�C : Nsin
y

2 N G tan f p sinh
x

2
n .

Si può notare che la regione di olomorfia per il semigruppo di Laguerre coinci-
de con quella del semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck a meno di una costante di
dilatazione. Infatti, la dimostrazione del teorema si basa sulla relazione fra due
semigruppi per i valori semi-interi del parametro a .

Per completare l’analisi del calcolo funzionale associato all’operatore di La-
guerre, abbiamo studiato i moltiplicatori tipo trasformata di Laplace. Diciamo che
M è una funzione tipo trasformata di Laplace se

M(k) 4ks
0

Q

f(t) e 2kt dt , kD0,

dove f è una funzione olomorfa e limitata sul semiasse positivo. Dalla teoria gene-
rale di Littlewood-Paley per i semigruppi segue che M(La ) è limitata su tutti gli
spazi L p (m a ), con 1 EpEQ . Noi abbiamo ottenuto anche la stima debole
(1 , 1 ).

Infine abbiamo ottenuto che l’olomorfia nel settore è risultata una condizione
necessaria per i moltiplicatori, la cui norma è invariante rispetto alle dilatazioni.

Nella seconda parte della tesi abbiamo studiato su alcune classi di operatori
massimali associati al semigruppo di Laguerre olomorfo. Per enunciare più preci-
samente il risultato ottenuto, occorre premettere alcune notazioni. Come abbiamo
già notato, il semigruppo di Laguerre Ma

t si può estendere per i valori complessi
del parametro t e l’operatore risultante Ma

z è ben definito e limitato su L 2 (m a ),
per ogni z con DzF0 e aF0. Inoltre, per il Teorema 2, è ben definita la famiglia
di operatori massimali

Ma , p f (x) 4 sup
z�Ep

N Ma
z f (x)N .

Lo scopo della nostra ricerca è stato quello di studiare la limitatezza L q (m a ) di
questi operatori. Siccome Ep 4Ep 8 , quando p e p 8 sono coniugati, è sufficiente ri-
dursi a 1 GpG2. I risultati si riferiscono, però, solo al caso uni-dimensionale. Ab-
biamo ottenuto che

TEOREMA 3. – (i) L’operatore Ma , 1 è di tipo debole 1 e di tipo forte q , per ogni
q in (1 , Q].

(ii) Se 1 EpE2, allora Ma , p è di tipo forte q , con pEqEp 8 . Mentre è di

tipo debole p , se pE
2a12

a13/2
, ma non è di tipo debole p , se pD

2a12

a13/2
.

(iii) Se a�
2N21

2
, l’operatore Ma , 2 non è di tipo debole 2.
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Per migliorare i risultati precedenti bisogna considerare l’operatore massima-
le associato alla regione Ep privata di un intorno del punto critico appartenente
alla frontiera di Ep con parte immaginaria ip .

Anche in questo caso il punto di partenza sono stati i risultati ottenuti per la
classe corrispondente di operatori massimali associati al semigruppo di Laguerre
(v. [3]), anche se non è stato possibile utilizzare metodi di interpolazione
complessa.
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