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Algoritmi per problemi di programmazione stocastica
a numeri interi.

GUGLIELMO LULLI

Molte applicazioni relative a problemi di finanza, scheduling, instradamento,
localizzazione e pianificazione della produzione, solo per citare alcuni esempi, so-
no formalizzate come problemi di ottimizzazione combinatoria. Nella realtà, al
momento di prendere le decisioni, questi problemi si avvalgono di parametri inde-
terminati (e.g. domanda, tempi di esecuzione, etc.) ed il loro valore è rilevato nel
tempo, quando alcune decisioni sono già poste in essere. L’impossibilità di preve-
dere il valore di tali parametri ha portato allo sviluppo di modelli di programma-
zione stocastica a numeri interi (SMIP) ovvero problemi di programmazione li-
neare a numeri interi in cui alcuni parametri del problema sono incerti. Il ricorso
a tale classe di modelli è sempre più comune. In molte applicazioni (vedi Birge [1])
è stata dimostrata la superiorità delle decisioni indicate da modelli stocastici ri-
spetto a quelle indicate dai corrispondenti modelli deterministici, inoltre lo svi-
luppo di nuovi algoritmi, la scoperta di proprietà teoriche e la disponibilità di po-
tenti risorse di calcolo hanno reso possibile la soluzione di tali problemi di
ottimizzazione.

In conformità con molti lavori presenti in letteratura, assumiamo che il vetto-
re delle variabili casuali j (che descrivono i parametri incerti del problema) ha un
insieme di supporto finito, ovvero che J4 (j 1 , R , j r ) con probabilità p 1 , R , p r.
Questa ipotesi consente di rappresentare l’incertezza per mezzo di scenari s� S 4

]1, R , r(. Uno scenario è la realizzazione del vettore delle variabili casuali corri-
spondente ad un atomo elementare j�J. La relazione tra scenari è rappresenta-
ta per mezzo di un albero degli scenari, che cattura l’evoluzione di tutte le infor-
mazioni nel tempo (vedi Rockafellar e Wets [5]). I problemi di programmazione
stocastica hanno l’obiettivo di individuare delle decisioni che devono essere im-
plementate prima di conoscere il valore assunto dalla variabile casuale ottimiz-
zando il valore atteso della funzione obiettivo. Queste decisioni sono indicate in
letteratura come decisioni «here-and-now». Come in altre aree dell’ottimizzazio-
ne i requisiti di interezza sulle variabili decisionali hanno rilevanti implicazioni
sulle proprietà strutturali del problema e di conseguenza sulla progettazione di
algoritmi.

Ad ogni scenario s� S (insieme degli scenari) è associato un vettore delle deci-
sioni x(j s) 4 (x1 (j s), R , xT(j s) ). Definendo xt(j s) 4 (x1 (j s), R , xt(j s) ) come il
vettore di tutte le decisioni prese dallo stadio 1 allo stadio t, e js

t 4 (j s
1 , R , j s

t ) come
il vettore dei valori assunti dalla variabile casuale nello stesso intervallo, un prototi-
po di problema di programmazione stocastica multistadio può essere rappresentato
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come un problema di programmazione lineare a numeri interi (problema di pro-
grammazione matematica deterministico equivalente) del seguente tipo:
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s.t.

!
s� S

p sk!
t41

T

ct (j
s
t ) xt (j

s )l
W1 x1 (j s ) Gh1 (j s

1 )

Tt11 (js
t11 ) xt (j

s )1Wt11 xt11 (j s ) Ght (j
s
t11 )

xt (j s ) 4 k !
u� Bs

t

p u xt (j u )l / !
u� B

s
t

p u

xt (j s ) �Xt

(s� S.

(s� S, (t�R .

(s� S, (t�R .

(s� S, (t�R .

(1)

dove Bs
t è l’insieme di scenari indistinguibili dallo scenario s allo stadio t, cioè l’in-

sieme di tutti gli scenari u per cui j u
t 4j s

t per tutti t41, R , t. L’insieme Xt defi-
nisce l’insieme di restrizioni che richiedono ad alcune o tutte le variabili decisio-
nali di essere intere. Supponiamo che Tt (jt ), Wt , ct (j t ), ht (jt ) siano matrici e vet-
tori razionali di dimensioni appropriate per tutte le realizzazioni di j e per tutti gli
stadi del problema. Se la matrice di ricorsione Wt non dipende dal vettore delle
variabili casuali, cioè è determinata per ogni stadio t, come nella formulazione ri-
portata, allora il problema di programmazione stocastica è detto con ricorsione
fissa. Se inoltre, il problema è ben posto a prescindere dalle decisioni prese nel
primo stadio ed dai valori assunti dalla variabile casuale allora il problema si dice
con ricorsione fissa completa. La presenza dei vincoli (1), detti di «non anticipa-
zione» in quanto assicurano che le decisioni dipendono soltanto dall’informazione
disponibile senza anticipare il futuro (i valori che assumerà il vettore delle varia-
bili casuali), è ciò che contraddistingue i problemi di programmazione stocastica
dal loro corrispondente problema deterministico. È importante notare, che rilas-
sando i suddetti vincoli, possiamo risolvere ogni problema (deterministico) relati-
vo a ciascun scenario indipendentemente dagli altri.

In questa tesi, studiamo problemi SMIP generici, in cui possono esserci un nu-
mero qualsiasi di variabili intere in qualsiasi o in tutti gli stadi di decisione e sen-
za restrizioni sul numero e sul tipo dei parametri incerti del problema. Il contri-
buto di questa tesi è triplice. Proponiamo tecniche sia esatte che euristiche per ri-
solvere questa classe generale di problemi. Forniamo una trattazione unificata
che consente di formulare problemi multistadio di tipo ricorsivo che problemi con
vincoli probabilistici ed infine in questa tesi vengono considerati per la prima vol-
ta problemi stocastici di dimensione dei lotti in cui l’incertezza è presente sia sulla
domanda che sulla struttura dei costi.

1. – Algoritmi di risoluzione.

Per risolvere i problemi stocastici all’ottimo abbiamo progettato un algoritmo
che utilizza la metodologia branch-and-price, combinazione del metodo di decom-
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posizione di Dantzig-Wolfe (anche noto come metodo per generazione di colonne)
e del metodo di branch-and-bound. L’applicazione della metodologia branch-and-
price a problemi SMIP è un approccio nuovo in quest’area di ricerca. Diverse mo-
tivazioni hanno spinto all’uso di tale metodologia, tra le altre, consente di decom-
porre il problema in una collezione di sottoproblemi deterministici, uno per cia-
scun scenario, coordinati da un problema cosiddetto «master». Nel problema ma-
ster, oltre ai canonici vincoli di convessità (la soluzione è una combinazione con-
vessa delle colonne) abbiamo i vincoli di non anticipazione e le condizioni di inte-
rezza sulle variabili. I sottoproblemi sono indipendenti l’uno dall’altro ed eredita-
no ogni particolare struttura associata al problema deterministico. Inoltre, que-
sto tipo di approccio consente di trattare problemi con vincoli probabilistici del
tipo

!
s� S

ps Qm s Fq .

allo stesso modo di problemi con ricorsione completa. Dove q rappresenta il livello
di servizio o il grado di affidabilità richiesta della soluzione e m s è una variabile bi-
naria, che assume valore 1 se lo scenario s è incluso nella soluzione e 0 altrimenti.
Nel risolvere problemi con vincoli probabilistici, questi sono considerati nel pro-
blema master. I risultati computazionali ottenuti dimostrano la qualità della me-
todologia proposta per risolvere problemi SMIP con particolare struttura.

Per risolvere esempi di problemi di grandi dimensioni, in termini di numero di
scenari considerati, abbiamo proposto una procedura euristica che risolve proble-
mi SMIP con ricorsione completa. Questo algoritmo implementa una procedura di
approssimazione del problema basata sulla considerazione di un sottoinsieme de-
gli scenari. Tale euristica è stata chiamata «metodo di aggiornamento degli sce-
nari». Il sottoinsieme degli scenari che approssima il problema è aggiornato ad
ogni iterazione aggiungendo quegli scenari che determinano una variazione si-
gnificativa della funzione obiettivo. Questa procedura ha trovato ispirazione dal
metodo di contaminazione proposto da Dupačová [2] per problemi di programma-
zione stocastica lineari. A differenza dei lavori sul metodo di contaminazione, ab-
biamo applicato la procedura a problemi a numeri interi, progettato ed implemen-
tato l’algoritmo e fornito dei risultati computazionali.

2. – Il problema di dimensionamento dei lotti.

Le procedure proposte, sia esatte che euristiche, sono state applicate al pro-
blema di dimensionamento dei lotti. Il problema di dimensionamento dei lotti ri-
copre un ruolo importante nell’ambito della pianificazione della produzione ed in
quanto tale, è stato ampiamente studiato in letteratura. In questa tesi, abbiamo
affrontato la versione stocastica del problema, in cui sia la domanda che i costi di
produzione, di magazzino ed i costi fissi sono parametri incerti del problema.
Inoltre, nella versione studiata la produzione è un multiplo del lotto minimo. Il
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problema è stato formulato utilizzando sia le variabili di Manne [4] che quelle di
Krarup-Bilde [3] utilizzate per formulare il problema di dimensionamento dei lot-
ti nel caso deterministico. Contrariamente a quanto avviene nel caso determini-
stico in cui le variabili di Krarup-Bilde descrivono il guscio convesso delle soluzio-
ni, in ambiente stocastico le due formulazioni risultano equivalenti. Inoltre aspet-
ti più strettamente gestionali sono stati studiati analizzando il trade-off esistente
tra costi di produzione e/o magazzino e la possibilità di non evasione della doman-
da. In particolare, per apprezzare maggiormente i metodi proposti che consento-
no di risolvere problemi sia con ricorsione completa che con vincoli probabilistici
abbiamo effettuato un’analisi sul trade-off esistente tra costo e livello di servizio o
affidabilità della soluzione.
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