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Algoritmi di Computer Algebra per curve proiettive.

MARGHERITA GUIDA

Tra i problemi che sono oggetto di studio della Computer Algebra assume ri-
levanza il calcolo della funzione di Hilbert e del minimo numero possibile di gene-
ratori di una varietà proiettiva.

In questa tesi si considera il problema per curve non-speciali di Pr .
Il primo approccio computazionale a tale questione, è stato presentato per curve

razionali in [1], dove si descrive un algoritmo polinomiale che riduce il calcolo della
funzione di Hilbert e dei generatori minimali di una curva razionale C a quello della
funzione di Hilbert e dei generatori minimali di un insieme di punti di C.

Questo algoritmo è stato implementato nel software POINTS («http://cds.uni-
na.it/Aorecchia/gruppo/EPoints.html»), che risulta un utile strumento per lo stu-
dio della generazione naturale di curve non-speciali.

Per «generazione naturale» di una curva si intende che le due seguenti pro-
prietà sono soddisfatte: la proprietà di «rango massimo» e la proprietà di «gene-
razione minimale».

DEFINIZIONE 1. – Sia V una sottovarietà chiusa (possibilmente riducibile) di
Pr

K e r V (n) l’applicazione naturale:

r V (n) : H 0 (Pr
K , OPr

K
(n) ) KH 0 (V , OV (n) )(1)

Diciamo che V ha rango massimo se, per ogni intero nD0, r V (n) ha rango mas-
simo come applicazione tra spazi vettoriali, cioè, è iniettiva o suriettiva.

È importante osservare che la proprietà del rango massimo è aperta nello
Schema di Hilbert [4], nel senso che se vale per una curva C, allora vale per la
curva generale C nella stessa componente irriducibile.

DEFINIZIONE 2. – Una curva non-speciale C di Pr
K è generata minimalmente

se l’applicazione

s(t) : H 0 (IC (t) )7H 0 (OPr
K
(1) ) KH 0 (IC (t11) )

ha rango massimo per ogni tF0. In tal caso, se C ha rango massimo un insie-
me minimale di generatori omogenei di I(C) ha cardinalità:

dimK (I(C)a )1dimK (I(C)a11 )2min ](r11) dimK (I(C)a ), dimK (I(C)a11 )(

e C si dice generata naturalmente.
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Esistono molti risultati sul rango massimo, ma pochi sulla generazione
naturale di curve non-speciali.

In questa tesi si presentano dei risultati sulla generazione naturale di partico-
lari curve non-speciali, che sono unioni nodali di rette: Bamboo e Bamboo
chiusi.

Partendo da un lavoro di Ballico-Orecchia [2], prima introduciamo la definizio-
ne di curve dismantled e poi focalizziamo la nostra attenzione su quelle dette al-
beri e Bamboo.

DEFINIZIONE 3. – Sia T%Pr (rF3) una curva ridotta e connessa di grado
deg(T) e genere g. Diciamo T un albero di grado d (o di d rette) se deg(T)=d, g4

0, T ha solo nodi come singolarità ed ogni componente irriducibile di T è una
retta.

Tra gli alberi, che risultano essere delle curve dismantled di genere zero e
quindi curve non-speciali, distinguiamo i Bamboo.

DEFINIZIONE 4. – Un Bamboo aperto (o Bamboo) Y%Pr (rF3) di grado d, è
un albero Y%Pr di grado d tale che esiste un ordinamento delle rette A1 , R , Ad

di Y tale che Ai OAj c¯ se e solo se Ni2 jNG1. A1 (risp. Ad ) è detta la retta ini-
ziale (risp. finale) del Bamboo Y.

Uno dei risultati della tesi è che un Bamboo di grado d , per dG100 e 3 GrG

10 è sempre generato naturalmente tranne che nei seguenti casi: 5 rette in P3 e P4

(Teorema 3.2.2, Teorema 3.2.5 e Teorema 3.2.7).
Per provare ciò abbiamo costruito e implementato in C++ un algoritmo (Al-

gorithm 5), che dati d ed r calcola un Bamboo di grado d di Pr e verifica usando il
software POINTS se é generato naturalmente.

Ovviamente tale tecnica dimostrativa non risulta sufficiente per i casi eccezio-
nali, che sono stati provati con considerazioni teoriche.

I risultati ottenuti ci suggeriscono di congetturare che un Bamboo generale di
grado d di Pr è generato naturalmente se e solo se la coppia (d , r) è diversa da
(5,3), (5,4). È interessante studiare i Bamboo perchè abbiamo provato (Teorema
3.2.1) che la generazione naturale dei Bamboo determina quella di una curva ge-
nerale liscia di genere zero in Pr .

Pertanto i risultati ottenuti sulla generazione naturale dei Bamboo ci permet-
tono di generalizzare quelli sulle curve lisce di genere zero di Pr .

TEOREMA 1. – Una curva C di Pr , generale non-speciale liscia irriducibile di
genere zero e grado d, è generata naturalmente per dG100 e 3 GrG10 tranne
che nei seguenti casi d45, r43 e d45, r44.

Un risultato simile si ottiene per i Bamboo chiusi.
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DEFINIZIONE 5. – Si dice Bamboo chiuso Y%Pr (rF3) di grado d, una curva
ridotta connessa nodale di grado d tale che ogni componente irriducibile è una
retta ed esiste un ordinamento delle rette A1 , R , Ad di Y tale che Ai OAj c¯ se e
solo se Ni2 jNG1 oppure Ni2 jN4d21.

Abbiamo dimostrato che un Bamboo chiuso di grado dG100 è generato natu-
ralmente in Pr, per ogni 3 GrG10 (Teorema 3.3.1).

Anche in questo caso per provare il risultato abbiamo costruito e implementa-
to in C++ un algoritmo (Algorithm 6) che dati d ed r calcola un Bamboo chiuso di
grado d di Pr e verifica la generazione naturale usando il software POINTS. Da
ciò segue la congettura che ogni Bamboo chiuso è generato naturalmente.

Inoltre, abbiamo dimostrato che la generazione naturale dei Bamboo chiusi de-
termina quella di una curva ellittica generale irriducibile di Pr (Teorema 3.3.2).

Da qui l’interesse di studiare Bamboo chiusi, poichè sulla generazione natura-
le di curve ellittiche sono noti risultati solo per curve di grado dG30 [3].

Pertanto, il risultato ottenuto ci permette di estendere quelli sulla generazio-
ne naturale di [3].

TEOREMA 2. – Una curva C di Pr , generale non-speciale liscia irriducibile di
genere uno e grado d, è generata naturalmente per dG100 e 3 GrG10.

Nell’ultima parte della tesi si analizza brevemente il caso delle unioni disgiun-
te di Bamboo chiusi, e si trova un risultato analogo a quello provato in [3] sulla ge-
nerazione naturale di unioni disgiunte di curve ellittiche di Pr .
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