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Stati KMS e stati quasi-liberi del campo scalare libero.

PAOLO CAMASSA

Il risusltato principale della tesi consiste nella dimostrazione della proprietà di
dualità di Haag per una classe di stati quasi-liberi del campo scalare libero in qual-
siasi dimensione. Tale classe include gli stati KMS, che sono di particolare interesse
per le possibili applicazioni in teoria di campo conforme (cf. Th. 3.3 in [1]).

1. – La teoria quantistica algebrica dei campi.

La formulazione algebrica della teoria quantistica dei campi consiste nel definire
la corrispondenza che ad una regione dello spazio-tempo associa la sottoalgebra
(nell’algebra di tutte le osservabili) delle osservabili localizzate in quella regione. In
questo approccio, il ruolo fondamentale è giocato dalle algebre «locali» di osservabi-
li; i campi sono dei generatori di queste algebre e scelte diverse dei campi che gene-
rano le stesse algebre dal punto di vista fisico descrivono lo stesso sistema. Pertan-
to, l’idea centrale dell’approccio algebrico è che la corrispondenza tra regioni e alge-
bre locali contenga tutte e sole le informazioni fisiche della teoria.

Più specificamente, una teoria quantistica algebrica di campo è definita da un
«net» di algebre, cioè una mappa O O �(O) %� che ad ogni regione O, apparte-
nente ad una certa classe di regioni dello spazio-tempo, associa l’algebra locale
�(O), sottoalgebra dell’algebra di tutte le osservabili �. Si assume che tutte le
algebre considerate siano C*-algebre.

Uno stato del sistema è matematicamente definito da un funzionale lineare
positivo normalizzato sull’algebra delle osservabili �. Fissato uno stato v, ad
esso corrisponde, tramite la costruzione GNS, una rappresentazione p v dell’al-
gebra astratta delle osservabili � come algebra di operatori su uno spazio di
Hilbert Hv. La chiusura delle algebre locali nella topologia debole della rappre-
sentazione definisce un net di algebre di von Neumann O O Dv (O) »4

p v (�(O) )9.
Due principi fondamentali della Fisica relativistica (nessun effetto si può pro-

pagare a velocità superiore a quella della luce) e quantistica (due osservabili com-
mutano, cioè sono compatibili, quando la misura di una non influenza la misura
dell’altra) portano al principio di località, secondo il quale algebre locali associate
a regioni spazialmente separate commutano. Se indichiamo con O 8 il complemen-
to spaziale di O (l’insieme dei punti che non possono essere raggiunti né possono
raggiungere O con una curva di tipo tempo) e con �(O)8 il commutante di �(O)
(insieme degli elementi dell’algebra � che commutano con tutti gli elementi di
�(O)), il principio di località è espresso da: O1 %O28¨�(O1 ) %�(O2 )8.
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2. – Campo libero, stati quasi-liberi e stati KMS.

Ad un qualsiasi spazio simplettico (H , s) è canonicamente associata la C*-al-
gebra �(H , s), detta algebra delle relazioni di commutazione canoniche (algebra
CCR), che pu ò essere definita come l’unica (a meno di isomorfismi) C*-algebra
generata dagli unitari W( f ), al variare di f in H, soddisfacenti le seguenti due
condizioni: 1) W(2f ) 4W( f )*; 2) W( f ) W(g) 4W( f1g) e 2

i

2
s( f , g). Tali unitari

sono detti operatori di Weyl e, sotto opportune ipotesi, corrispondono, tramite la
relazione W( f ) 4e iF( f ), al campo F, inteso come distribuzione a valori operatoria-
li; la seconda condizione sugli operatori di Weyl corrisponde alle relazioni di com-
mutazioni canoniche tra i campi: [F( f ), F(g) ] 4 is( f , g).

In teoria quantistica algebrica dei campi l’algebra delle osservabili del campo
scalare libero in uno spazio-tempo minkowskiano di dimensione d11 è data dal-
l’algebra CCR �(H , s), dove H»4 S(Rd11 ) /A è lo spazio simplettico delle fun-
zioni test in d11 dimensioni, modulo le funzioni di seminorma nulla, con forma
simplettica s(Q , Q) »4Im(Q , Q) data dalla parte immaginaria del prodotto scalare
(semidefinito positivo) definito integrando in trasformata di Fourier rispetto al-
l’unica misura Lorentz-invariante, ( f , g) »4 s f×(p) g×(p) u(p0 ) d(p 2 2m 2 ) dp.

La struttura locale dell’algebra è definita attraverso la struttura locale di H
(funzioni test) nel modo naturale: le funzioni localizzate in una certa regione co-
stituiscono un sottospazio «locale» di H, H(O) »4 ]f�H : supp f%O(, e le algebre
locali sono le sottoalgebre generate dagli operatori di Weyl W( f ) con f a supporto
in O, cioè �(O) »4�(H(O) ) 4 span ]W( f ) : f�H(O)(. Questo net di C*-algebre
soddisfa il principio di località poiché s( f , g) 40 se f e g hanno supporti spazial-
mente separati.

Gli stati quasi-liberi sull’algebra CCR �(H , s) (cf. [3]) sono quegli stati per i
quali le funzioni a n punti troncate sono tutte nulle eccetto la funzione a due punti
v(F( f ) F(g) ). Dato che uno stato è univocamente definito quando è assegnato il
suo valore sugli operatori di Weyl, si può dimostrare che gli stati quasi-liberi sono
tutti e soli gli stati che hanno la forma v S (W( f ) ) 4e 2

1

4
S( f , f ), con S prodotto sca-

lare reale qualsiasi (soddisfacente Ns( f , g)NGV f VS VgVS).
Una classe speciale di stati quasi-liberi è costituita dagli stati di Fock. La rap-

presentazione GNS associata ad uno stato quasi libero v S può essere ricondotta
ad una rappresentazione di Fock attraverso il seguente procedimento: esiste una
immersione W : H %KK dello spazio simplettico reale H in uno spazio di Hilbert
complesso K, canonicamente associato alla tripla (H , s , S), tale che W(H)1

iW(H) sia denso ed il pull-back del prodotto scalare di K coincida con la forma bili-
neare S(Q , Q)1 is(Q , Q) su H, e risulta p v S

(W( f ) ) 4p K (W(W( f ) ) ), dove p K è la rap-
presentazione di Fock dell’algebra CCR �(K , Im(Q , Q)K ).

Gli stati KMS sono stati le cui funzioni a due punti soddisfano una propriet à di
analiticità (rispetto ad una fissata evoluzione temporale) che, nei casi in cui è pos-
sibile definire gli stati di Gibbs, è soddisfatta esattamente da quegli stati. Per



STATI KMS E STATI QUASI-LIBERI ECC. 453

questo ed altri motivi, uno stato è considerato di equilibrio termodinamico quando
soddisfa la condizione KMS, che risulta ben definita anche quando non lo sono gli
stati di Gibbs (tipicamente, nel limite termodinamico). Gli stati KMS del campo li-
bero sono noti e possono essere decomposti in stati quasi-liberi.

3. – Dualità di Haag.

La dualità di Haag è la proprietà di massimalità di un net di algebre locali ri-
spetto al principio di località; esprime sostanzialmente il fatto che un’algebra lo-
cale, associata ad una data regione, contiene tutte le osservabili che commutano
con ogni osservabile localizzata in una regione spazialmente separata da quella
data. In realt à, è ragionevole aspettarsi che questa proprietà valga non per le C*-
algebre ma per le algebre di von Neumann Dv (O) ottenute come chiusura debole
delle algebre locali in una data rappresentazione associata ad uno stato. Pertanto,
la dualità di Haag, espressa dall’equazione Dv (O 8 )c 4Dv (O), dove Dv (O 8 ) )c 4

Dv (O 8 )8ODv è il commutante relativo in Dv4p v (�)9, è una proprietà che pu ò
essere o non essere verificata per una scelta di un net di algebre locali �(O), di
una specifica classe di regioni O e di uno stato v (nel caso particolare di stati puri
l’equazione diventa Dv (O 8 )84Dv (O)).

La dualità di Haag è stata ampiamente studiata e provata in molti modelli; il
più celebre teorema di questo tipo (Bisognano-Wichmann) stabilisce che la dualit
à di Haag vale per il net di algebre (di von Neumann) locali generate da un campo
di Wightman (cioè una distribuzione a valori operatoriali soddisfacente gli assio-
mi di Wightman) per le regioni di tipo «wedge». Nel caso del campo libero esisto-
no diverse dimostrazioni nella rappresentazione di Fock per le regioni di tipo
«doppio cono». La dimostrazione più elegante procede in due passi (cf. e.g. [4] e
[2]), che nella tesi sono stati generalizzati alla famiglia degli stati quasi-liberi.

Il primo passo è la dimostrazione della dualità di Haag astratta, che connette
il commutante in D al complemento simplettico in H e si applica ad una qualunque
algebra CCR �(H , s) per qualunque stato quasi-libero.

TEOREMA 1. – (Dualità di Haag astratta) Sia v S uno stato quasi-libero sul-
l’algebra CCR �(H , s) associato al prodotto scalare reale S, allora per il net di
algebre di von Neumann Dv (M) »4p v (�(M) )9 vale la proprietà

Dv (M)c 4Dv (M 8 )

dove M è un qualsiasi sottospazio reale di H, HS è la chiusura di H ripsetto alla
topologia indotta da S e M 84 ] f� HS : s( f , g) 40 (g�M( il complemento sim-
plettico di M in HS.

La dimostrazione si basa sul fatto che la rappresentazione GNS p v si ricondu-
ce ad una rappresentazione di Fock nel modo descritto sopra. Si osservi che la
scelta dello stato v S interviene sia nella definizione delle algebre di von Neu-
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mann, attraverso la rappresentazione GNS p v , sia nella definizione di comple-
mento simplettico, attraverso la S-chiusura di H. L’equazione precedente non sa-
rebbe valida se al posto di M 8 avessimo considerato il complemento simplettico di
M in H, cioè M 8OH; si può verificare che in generale M 8OHS

cM 8.
Il secondo passo è la dualità nello spazio ad una particella, che mette in rela-

zione la struttura simplettica di H4 S(Rd11 ) con la sua struttura locale. In casi
significativi è possibile stabilire l’uguaglianza degli spazi H(O 8 )8 e H(O) a meno
di chiusure rispetto alla norma indotta da un prodotto scalare S; la proprietà ri-
sulta pertanto dipendente dalla scelta di S. Per un S della forma S( f , g) 4

Re( f , Mf g) (si noti che S4Re( f , g)H definisce lo stato di Fock), dove Mf è l’ope-
ratore di moltiplicazione per una funzione f, tale che S sia ben definito (f deve

essere maggiore di uno, polinomialmente limitata, etc.) e che c(l) »4 NN f(l Q)

f(Q) NN
Q

sia una funzione continua, ho dimostrato il seguente

TEOREMA 2. – (Dualità nello spazio ad una particella) Sia S un prodotto sca-
lare sullo spazio simplettico (H , s) soddisfacente le proprietà precedenti, allora
per ogni doppio cono O il sottospazio locale H(O) soddisfa la proprietà

H(O 8 )84 H(O)S .

Il teorema vale anche in presenza di divergenze infrarosse, non considerate
nella letteratura a me nota, quando lo spazio delle funzioni test deve essere limi-
tato alle funzioni la cui trasformata di Fourier si annulla in 0 (H4¯ S(Rd11 )).
Questo fornisce una dimostrazione della dualità di Haag anche, ad esempio, per il
campo libero a massa nulla in dimensione 2 nello stato di Fock (alternativa a quel-
la nota) o in dimensione minore di 4 in uno stato KMS.
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