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Régularité Gevrey des Solutions
de l’Équation de Monge-Ampère réelle.

SAOUSSEN KALLEL-JALLOULI

Sunto. – In questo lavoro consideriamo il problema di Dirichlet associato ad un’equa-
zione generale di Monge-Ampère:

.
/
´

det (uij1aij (x , u , ˜u) ) 4K(x) f (x , u , ˜u) in V%Rn

uN¯V4W
(0.1)

dove la curvatura K soddisfa KD0 in V , K40 dKc0 su ¯V , ed f è strettamente po-
sitivo. Proviamo che se i dati V , aij , K , f , W sono in una classe di Gevrey, ogni solu-
zione C 3 (C 2 se n42) del problema (0.1) sta nella stessa classe di Grevey su V.

Summary. – We consider in this work the Dirichlet problem associated to a general
Monge-Ampère equation:

.
/
´

det (uij1aij (x , u , ˜u) ) 4K(x) f (x , u , ˜u) in V%Rn

uN¯V4W
(0.1)

where the curvature K satisfies: KD0 in V , K40 dKc0 on ¯V , and f is strictly
positive. We prove that if the data V , aij , K , f , W are in a Gevrey class, every C 3

solution (C 2 if n42) of problem (0.1) is in the same Gevrey class on V.

Introduction.

L’objet de ce travail est l’étude de la régularité Gevrey au bord des solu-
tions réelles du problème de Dirichlet associé à une équation de Monge-Ampè-
re générale dans un domaine V de Rn :

.
/
´

det (uij 1aij (x , u , ˜u) ) 4K(x) f (x , u , ˜u)

uN¯V4W
(0.1)

les données aij , K , f , W et V étant réelles et supposées appartenir à une classe
de Gevrey d’ordre sD1 de leurs arguments.

Ce type d’équations contient «l’équation de la courbure de Gauss» et inter-
vient classiquement dans le problème du prolongement isométrique des varié-
tés Riemanniennes dans des espaces euclidiens (cf. [4], [9], [11]).

L’existence et la régularité C Q des solutions d’un tel problème a fait
l’objet de nombreuses publications lorsque la courbure K (et f) est strictement
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positive dans V. Nous renvoyons aux articles [3], [10], [11] et à leurs
bibliographies pour précisions et développements.

La difficulté principale réside dans le fait que l’on permet ici à K de s’annu-
ler au bord de V . Plus précisément on supposera que:

.
/
´

KD0 dans V

K40, dKc0 sur ¯V

f (x , u , p) D0, ((x , u , p) � V3R3Rn .

(0.2)

Sous cette condition, J. Hong et C. Zuily [7] ont récemment montré que toute
solution «convexe» assez régulière et non caractéristique de (0.1) est C Q sur
V. On montre ici qu’une telle solution est alors Gevrey jusqu’au bord.

En s’inspirant de [7] on montre qu’après un certains nombre de réductions
préliminaires, un changement de variables dépendant de la solution permet de
se ramener à un système dont la partie principale est diagonale et composée
d’équations de Tricomi. La régularité Höldérienne de telles équations a été
étudiée par A. El Baraka [6] et J. Hong-C. Zuily [7]. Les estimations qui y sont
démontrées permettent de mettre en oeuvre la technique classique des «ou-
verts emboîtés» (cf. [1], [2], [5], [8]) convenablement modifiée pour l’adapter
au cas non linéaire. Notons cependant que cette modification ne permet pas
d’atteindre la régularité analytique qui dans le cas des équations de Tricomi li-
néaires a été prouvée par M. Derridj-C. Zuily [5]. Le changement de variables
effectué dépendant de la solution, il est nécessaire de montrer avec soin que
les estimations satisfaites par les solutions du système de Tricomi fournissent
des estimations adéquates pour la solution de (0.1). Cela est fait tout d’abord
pour les dérivées «presque tangentielles» et ensuite, utilisant l’équation, pour
les autres.

I. – Enoncé des résultats.

I.1. Notations. On utilise les notations usuelles: pour a4 (a 1 , R , a n ) un
multi-indice de Nn et x4 (x1 , R , xn ) �Rn ,

NaN4a 1 1R1a n

¯x
a4

¯a 1

¯x1
a 1

Q
¯a 2

¯x2
a 2

R

¯a n

¯xn
a n

.

On considère dans un ouvert V de Rn assez régulier (Gevrey d’ordre s) l’é-
quation de Monge-Ampère:

det (Zij 1aij (x ; (¯x
a Z)NaNG1 )) 4K(x) f (x ; (¯x

a Z)NaNG1 )(I.1)
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avec la condition au bord:

ZN¯V4W .(I.2)

Ici Z désigne une fonction réelle de classe C 2 , Zij 4
¯ 2 Z

¯xi ¯xj

et det est la fon-

ction déterminant; les données K , W , aij et f sont Gevrey d’ordre s respective-
ment sur V, ¯V et V3Rn11 . On supposera dans la suite que:

.
/
´

KD0 dans V

K40, dKc0 sur ¯V

f (x , p) D0, ((x , p) � V3Rn11 .

(I.3)

I.2. Résultats. Le résultat principal est le:

THÉORÈME I.1. – Sous les conditions (I.3) toute solution réelle Z de (I.1), (I.2),
Z�C 2(V) si n42 (Z�C 3(V) si nF3) vérifiant (Zij1aij(x, ¯x

aZ,NaNG1))F0,
est en fait dans G s (V), si ¯V est non caractéristique pour (I.1).

Ce théorème va découler des deux résultats suivants:

THÉORÈME I.2. – Sous les conditions (I.3) toute solution réelle Z de (I.1), (I.2),
Z�C 2(V) si nF2 (Z�C 3(V) si nF3) vérifiant (Zij1aij(x; ¯aZ,NaNG1))F0,
est en fait dans C Q (V), si ¯V est non caractéristique pour (I.1).

Ce résultat a été énoncé et démontré dans [7].

THÉORÈME I.3. – Sous les conditions (I.3) toute solution réelle Z�C Q (V)
de (I.1), (I.2), vérifiant (Zij 1aij (x ; ¯a Z , NaNG1) ) F0, appartient à G s (V) si
¯V est non caractéristique pour (I.1).

Remarquons qu’à l’intérieur de V , Z�G s (V) puisque KD0 dans V i.e.: l’é-
quation (I.1) est elliptique.

Il reste à montrer que Z est Gevrey d’ordre s jusqu’au bord. C’est l’objectif
du paragraphe suivant.

II. – Preuve.

Notons F[x] 4F(x , (¯a Z)NaNG2 ) 4det (Zij 1aij ).

II.1. Réduction du problème.

A. P r e m i è r e r é d u c t i o n . Soit p un point du bord que l’on peut supposer
être l’origine.
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En translatant Z par un polynôme de degré 7 en x on peut supposer que
¯a Z(p) 40 pour tout NaNG7.

Soit G(x) 40 l’équation du bord ¯V près de l’origine, celui-ci étant non ca-
ractéristique pour (I.1), on a:

!
1 G i , jGn

F ij ¯G

¯xi

¯G

¯xj
N

¯V
c0 où F ij 4

¯F

¯Zij

.

Par suite, il existe i , j tels que F ij (0) c0; ceci implique que la matrice
(aij (0) )1 G i , jGn 4A est de rang n21, comme par hypothèse (aij (0) )1Gi, jGn F0
et puisque l’équation (I.1)-(I.3) est invariante par rotation des coordonnées, il
existe des coordonnées dans lesquelles l’équation s’écrit:

det (Zij 1Aij (x ; (¯x
a Z)NaNG1 ) ) 4K(x) f (x ; (¯x

a Z)NaNG1 )(II.1)

avec la condition au bord:

ZN¯V4W et(II.2)

.
/
´

Aij (0) 4d i
j pour 1 G i , jGn21 et Aij (0) 40 sinon

¯a Z(0) 40, (NaNG7 .
(II.3)

Réécrivons le fait que ¯V est non caractéristique pour (II.1) en 0, il
vient:

! F ij ¯G

¯xi

¯G

¯xj

(0) 4F nng ¯G

¯xn
h2

(0) c0 .(II.4)

On peut réécrire l’équation de ¯V près de l’origine sous la forme suivante:

xn 4g(x 8 ) où g�G s prés de 0 , g(0) 40

et
¯g

¯xi

(0) 40 pour i41; R ; n21 .
(II.5)

B. A p p l a t i s s e m e n t d u b o r d . On introduit le changement de variables
suivant:

(x 8 ; xn ) K
C

(y 8 ; yn ) 4 (x 8 ; xn 2g(x) ) .(II.6)
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On pose:

ZA(y) 4Z(x) i.e.: Z4 ZA i C(II.7)

«C» est un difféomorphisme local, de même régularité que ¯V . Et

(ZAij ) 4gIn21

0

2˜g

1
h (Zij )gIn21

2˜g

0

1
h1u(gij )

0

0

0
v Zn .(II.8)

Par conséquent, dans les nouvelles coordonnées on a:

F(y ; (¯a Z)NaNG2 ) 4det (ZAij 1AAij ) 4 KA fA; yn D0(II.9)

ZA(y 8 ; 0 ) 4W�G s (Rn21 )(II.10)

avec

.
/
´

AAij (0) 4d i
j si 1 G i , jGn21 et AAij 40 sinon

¯a ZA(0) 40, pour NaNG7 .
(II.11)

Dans toute la suite on pose Zv ZA, Av AA, Kv KA et fv fA pour simplifier les
notations.

C. R é d u c t i o n à un op é r a t e u r d e T r i c o m i . On considère la transforma-
tion y4 (y 8 ; yn ) K

x
(u ; v) donnée par:

.
/
´

v4yn

ui 4x i (y) 4yi 2yn
F ni

F nn
[y] .

(II.12)

REMARQUES.

a ) x i (y ; 0 ) 4yi
¯x i

¯yn

(y 8 ; 0 ) 42
F ni

F nn
[ (y 8 ; 0 ) ]

b ) (II.11) implique que:

(II.13)

¯ 2 F

¯Zij ¯Znn

(0) 4d i
j; 1 G i , jGn21 et F nn (0) 41 .(II.14)

c) Près de l’origine, x est un difféomorphisme C Q .
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LEMME II.1 ([12], Lemme 1.6).

F Q
¯ 2 F

¯Zij ¯Znn

4F ij F nn 2F nj F ni .(II.15)

NOTATION. – On notera Ek l’ensemble des fonctions f de la forme:

f (y) 4 f(y ; (¯a Z)NaNGk
a nG1

)

où Z est une solution C Q de l’équation (II.9) et f est Gevrey d’ordre s de ses
arguments.

REMARQUES II.2.

(i) Ek % Ek11 .

(ii) Ek 4 ] f/f (y) 4 f(y ; (¯a Z)NaNGk ) où f est Gevrey d’ordre s de ses
arguments(.

(iii) Si f� Ek alors pour i41, R , n ,
¯f

¯yi

� Ek11 .

(iv)
¯yi

¯uj

4bij i x21 où bij � E3 .

LEMME II.3. – Pour tous 1 Gk , qGn21 il existe ak , akq � E3 telles
que:

a ) !
i41

n

F ni ¯x k

¯yi

4yn ak

b ) !
i , j41

n

F ij ¯x k

¯yi

¯x q

¯yj

4yn akq ; akq (0) 4
¯K

¯yn

(0) f (0) d k
q .

(II.16)

PREUVE:

a) !
i41

n

F ni ¯x k

¯yi

4

4 !
i41

n21

F nigd i
k 2yn

¯

¯yi
g F nk

F nn hh1F nnm2
F nk

F nn
2yn

¯

¯yn
g F nk

F nn hn
4F nk 2yn!

i41

n

F ni ¯

¯yi
g F nk

F nn h2F nk 2yn
¯

¯yn
g F nk

F nn h
42yn!

i41

n

F ni ¯

¯yi
g F nk

F nn h .
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On pose alors: ak 42!
i41

n

F ni ¯

¯yi
g F nk

F nn h .

b) !
i, j41

n

F ij ¯x k

¯yi

¯x q

¯yj

4 !
i, j41

n21

F ijgd i
k2yn

¯

¯yi
g F nk

F nn hhgd j
q2yn

¯

¯yj
g F nq

F nn hh1

!
j41

n21

F njg2
F nk

F nn
2yn

¯

¯yn
g F nk

F nn hhgd j
q 2yn

¯

¯yj
g F nq

F nn hh1

!
i41

n21

F nigd i
k 2yn

¯

¯yi
g F nk

F nn hhg2
F nq

F nn
2yn

¯

¯yn
g F nq

F nn hh1

F nng2
F nk

F nn
2yn

¯

¯yn
g F nk

F nn hhg2
F nq

F nn
2yn

¯

¯yn
g F nq

F nn hh .

Par suite:

!
i , j41

n

F ij ¯x k

¯yi

¯x q

¯yj

4F qk 2F nq F nk

F nn
1yn a1yn

2 b .(II.17)

En utilisant la relation (II.15), on peut exprimer a et b comme suit:

(II.18)

.
`
/
`
´

a42
F

F nn
!
i41

n21

{ ¯ 2 F

¯Ziq ¯Znn

¯

¯yi
g F nk

F nn h1
¯ 2 F

¯Zik ¯Znn

¯

¯yi
g F nq

F nn h}
b4 !

i , j41

n

F ij ¯

¯yi
g F nk

F nn h ¯

¯yj
g F nq

F nn h .

Donc a , b� E3 .
D’après le lemme II.1, l’égalité (II.17) peut s’écrire:

!
i , j41

n

F ij ¯x k

¯yi

¯x q

¯yj

4K
f

F nn

¯ 2 F

¯Zqk ¯Znn

1yn (a1yn b) .

Comme par hypothèse KNyn40 40, on a alors !
i , j41

n

F ij ¯x k

¯yi

¯x q

¯yj

4yn akq avec

akq � E3 et akq (0) 4
¯K

¯yn

(0) f (0) d k
q .

NOTATION. – Soit a�Nn21 et NaN44. On pose:

W4 (W a )NaN44 où W a
i x4¯y 8

a Z , a�Nn21 , NaN44 .

LEMME II.4. – Soit F une fonction de (y , ¯g Z , NgNG2), Gevrey d’ordre s
de ses arguments.

Soit a4 (a 1 , R , a n21 ) �Nn21 et NaN44. Alors pour tous i , j41, R , n
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et NbNG3 il existe ba� E4 et babij � E4 telles que:

(II.19) ¯y 8
a (F(y ; (¯g Z)NgNG2 )) 4 !

i , j41

n
¯F

¯Zij

¯y 8
a Zij 1 !

NbNGNaN21
i , jGn

babij ¯y 8
b Zij 1ba .

PROPOSITION II.5. – W4 (W a )NaN44 vérifie le système suivant:

LZ W a1 !
NbN44

g!
i41

n

babi ¯ui
h W b4Ga , vD0 près de l ’ origine(II.20)

où LZ est un opérateur de Tricomi donné par:

LZ 4¯ v
2 1v !

j41

n21

aj ¯v ¯uj
1v !

i , j41

n21

aij ¯ui
¯uj

(II.21)

avec

(II.22)
.
/
´

(i) aj i x , aij i x , babi i x� E4

(ii) la matrice (aij)1Gi, jGn21 est définie positive près de l 8origine.

PREUVE. – On applique l’opérateur de dérivation ¯y 8
a , avec NaN44, à

l’équation (II.9).
On obtient par application du lemme II.4:

(II.23) !
i , j41

n

F ij ¯y 8
a Zij 1 !

NbNGNaN21
i , jGn

babij ¯y 8
b Zij 1ba4

¯y 8
a (Kf(y , (¯g Z)NgNG1 )) 4 !

i41

n

K
¯f

¯Zi

¯y 8
a Zi 1b avec b� E4 .

En utilisant le changement de variables donné par (II.12) et en posant
W a

i x4¯y 8
a Z , l’équation (II.23) donne:

(II.24) ¯ v
2 W a

i x12 !
pGn21

jGn

F nj

F nn

¯x p

¯yj

¯v ¯up
W a

i x1

!
k , qGn21

i , jGn

F ij

F nn

¯x k

¯yi

¯x k

¯yj

¯uk
¯uq

W a
i x1 !

iGn
NbN44

babi ¯ui
W b

i x4Ga

avec babi , Ga� E4 .
Utilisons maintenant le lemme II.3 pour remplacer !

jGn

F nj

F nn

¯x p

¯yj

par yn ap
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et !
i , jGn

F ij ¯x k

¯yi

¯x q

¯yj

par yn akq dans l’équation (II.24), on obtient alors l’équa-

tion (II.20).

REMARQUE.

WNv40 �G s près de l8 origine .(II.25)

En effet, sachant que W a4¯a Z i x21 et en tenant compte de (II.12) on trou-
ve: W a (u ; 0 )4¯a Z i x21 (u ; 0 )4¯a Z(u ; 0 ), or par hypothèse ¯a ZNyn40 �G s ,
d’où notre remarque.

II.2. Estimations Höldérienne. Dans ce paragraphe nous rappelons les
résultats de régularité C r jusqu’au bord obtenus par El Baraka [6] pour les
solutions d’équations de type (II.21) et les appliquons à notre cas. Pour 0 E

rE1, rappelons que C r (R1
n ) est défini comme étant l’espace des u�L Q (R1

n )

telles que sup
xcy

Nu(x)2u(y)N

Nx2yNr
E1Q muni de la norme:

VuVC r (R1
n ) 4VuVL Q (R1

n ) 1sup
xcy

Nu(x)2u(y)N

Nx2yNr
.

On considère l’opérateur différentiel défini sur Rn11 par:

Lf¯ t
2 1 !

j , k41

n

aj , k (t , x 8 ) t¯xj
¯xk

1!
j41

n

bj (t , x 8 ) t¯xj
¯t

1!
j41

n

cj (t , x 8 ) ¯xj
1c(t , x 8 ) ¯t 1d(t , x 8 )

dont les coefficients sont C Q sur R1
n11 .

Considérons l’hypothèse: (H) aj , k , bj , cj , c , d sont constants à l’extérieur
d’un compact K de R1

n . De plus la matrice (ajk) est définie positive sur R1
n .

THÉORÈME II.6. – Sous l’hypothèse (H) on a: pour tout compact K de R1
n11 ,

il existe CK D0 telle que pour tout u�C Q (R1
n11 ) à support dans K on ait:

(II.26) V¯ t
2 uVC r (R1

n11 ) 1

!
i , jGn

n

Vt¯xj
¯xi

uVC r (R1
n11 ) 1!

i
Vt¯xi

¯t uVC r (R1
n11 ) 1VuVC r14/3 (R1

n11 ) G

CK]VLuVC r (R1
n11 ) 1Vg 0 uVC r14/3 (Rn ) 1VuVC r (R1

n11 )(

où par définition (g 0 u)(x 8 ) 4u(x 8 , 0 ) et r�]0 ; 1[ 0]2/3(.

Ce théorème est énoncé et démontré dans [6] (théorème 3.3.3).
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LEMME II.7. – Soit Br 4 ](u , v) �Rn21 3RON(u , v)NEr et vF0(.
Soit A(x) une matrice de fonctions C Q , définie positive sur Br1

(r1D0).
On peut construire AA vérifiant:

(i) AA(x) est définie positive sur R1
n .

(ii) AA 4A près de l’origine.

(iii) AA est C Q .

On dira que AA est un «prolongement» C Q de A à R1
n .

PREUVE. – Soit x�C0
Q (v r1

), 0 GxG1, xNv r2
41 et xN[v r3

40 avec r2 Er3 E

r1 et r2 , r3 sont choisis assez petits. Il suffit alors de poser AA 4 (A2A(0) ) x1

A(0).
Notons VWVr4 !

NaN44
VW a

VC r (R1
n ) et LAz l’opérateur défini sur Rn par:

LAz 4¯ v
2 1v !

j41

n21

aAj ¯v ¯uj
1v !

i , j41

n21

aAij ¯ui
¯uj

où aAij (resp. aAj ) est un «prolongement»

C Q de aAij (resp. aj) à R1
n et

la matrice (aAij )1 G i , jGn21 est définie positive sur R1
n(II.22)8

La condition (H) est vérifiée pour l’opérateur LAz et le théorème II.6
s’applique.

On en déduit que: pour tout compact K , voisenage assez petit de zéro, il
existe CK D0 telle que pour tout W� [C0

Q (R1
n ) ]N et supp W%K , on ait:

(II.27) V¯ v
2 WVr1 !

i41

n21

Vv¯v ¯ui
WVr1 !

i , j41

n21

Vv¯ui
¯uj

WVr1VWVr14/3 G

CK ]V(Lz 1M) WVr1Vg 0 WVr14/3 1VWVr(

M étant la matrice g!
i41

n

babi ¯ui
h

NaN44
NbN44

.

INDICATION. – En effet il suffit d’appliquer le théorème II.6 à l’opérateur
LAz , de remarquer que pour W à support dans K voisinage de 0 assez petit, on a:
LAz W4Lz W et que

VLz WVrGV(Lz 1M) WVr1VMWVrGV(Lz 1M) WVr1CVWVr11

GV(Lz 1M) WVr1dVWVr14/3 1Cd VWVr

un choix de d petit nous permet d’obtenir l’inégalité (II.27).
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II.3. Régularité Gevrey de W.

NOTATIONS. – On note v un cylindre de Rn de la forme v4 [0 ; a[3v u où
v u 4 ]u�Rn21 ONuNEa(.

On suppose aE1 et on note pour 0 EeEa:

v e4 ](u ; v) �v/0 GvEa2e ; NuNEa2e(

vAe4 ](u ; v) �Rn /(u , v) �v e ou (u ; 2v) �v e(

Soit r�]0 ; 1[0]2/3(, on note: Ne
r ( g) 4VgVC r (v e ) .

LEMME II.8. ([5], lemme I.9). – Soient e ; e 1 deux nombres positifs tels que
e1e 1 Ea/2 . Il existe W�C0

Q (vAe 1
) telle que:

(i) 0 GWG1

(ii) Wf0 sur vAe1e 1

(iii) ¯v Wf0 sur ](u ; v) � vAe 1
/NvNEa/2(

(iv) V¯a WVC r (vAe 1 ) GCa e2r2NaN , (a�Nn , Ca étant une consante indépen-
dante de e .

Considérons maintenant le système (II.20).

LEMME II.9. – Il existe une constante CrD0 telle que pour tous e , e 1 D0
vérifiant e1e 1 Ea/2 et tout vecteur W� [C Q (v) ]N on ait:

(II.28) Ne1e 1
r (¯ v

2 W)1

!
i41

n21

Ne1e 1
r (v¯v ¯ui

W)1 !
i , j41

n21

Ne1e 1
r (v¯ui

¯uj
W)1Ne1e 1

r14/3 (W) G

Crme2r Ne 1
r ( (Lz 1M) W)1e212rgNe 1

r (v¯v W) )1 !
j41

n21

Ne 1
r (v¯uj

W)h1

e212r Ne 1
r (W)1e222r Ne 1

r (vW)1e2r24/3 Ne 1
r14/3 (WNv40 )n .

PREUVE. – Ce lemme se démontre en appliquant l’inégalité (II.29) à la fonc-
tion WW où W est donnée par le lemme II.8, en utilisant la propriété d’Algèbre
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de C r et en remarquant que l’on a

Ne 1
r (¯v W . ¯ v

k W a ) GCr C2 e2r21 Ne 1
r (v¯ v

k W a ) .

On va maintenant préciser certaines données: par hypothèse s étant D1 il
s’écrit s411t avec tD0. On choisit alors r dans ]0 ; 1[0]2/3( vérifiant en
plus rEt de sorte à pouvoir remplacer e2r par e2t à droite de l’inégalité
(II.28).

Soient l�N* et dD0 assez petit. On pose: e 1 4dl
t

11t et e4Cdl
2

1

11t où C
est une constante fixée dépendant de t et vérifiant

0 ECGqyg11
1

q
h

t

11t

21z , (qF1

gpar exemple C4
t

11t
h. On a alors: e1e 1 Gd(l11)

t

11t ce qui permet de

majorer Nd(l11)
t

11t

a (Q) par Ne1e 1
a (Q). L’inégalité (II.28) donne alors en posant

m4
t

11t
et e4Cdl

2
1

11t

(II.29) Nd(l11)m
r (¯ v

2 W)1 !
i41

n21

Nd(l11)m
r (v¯v ¯ui

W)1

!
i , jGn21

Nd(l11)m
r (v¯ui

¯uj
W)1Nd(l11)m

r14/3 (W) G

Ctme2t Ndl m
r ( (L1M) W)1e2t21gNdl m

r (v¯v W)1 !
j41

n21

N r
dl m (v¯uj

W)h1

e2t21 Ndl m
r (W)1e2t22 N r

dl m (vW)1e2t24/3 Ndl m
r14/3 (WNv40 )n

LEMME II.10. – Soient a�Z1
n et p�N fixé. On peut trouver une constante

absolue Cn (indépendante de a et de p) telle que:

(II.30) A4 !
gGa

ga

g
h Na2gN! (NgN1p) ! (NaN1p)n11

(Na2gN11)n11 (NgN1p11)n11 (NaN1p) !
ECn .

PROPOSITION II.11. – Soit W une solution CQ de (II.22) vérifiant WNv40�G s ,
alors on peut trouver deux constantes positives H0 , H1 telles que: pour tout
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l�N* vérifiant dl mEa/2 on ait:

(II.31)l

.
`
`
`
/
`
`
`
´

( i ) Ndl m
r (¯ v

k ¯u
a W)

GH0 H1
(NaN1k22)1

(NaN1k) !

(NaN1k11)n12
d2(NaN1k22)1 (11t) ;

si NaNG l21 et kG2

( ii ) Ndl m
r (v¯ v

k ¯u
a W)

GH0 H1
(NaN1k22)1

(NaN1k) !

(NaN1k11)n12
d2(NaN1k22)1 (11t) ;

si NaNG l et k41 ou si NaNG l11 et k40

( iii ) Ndl m
r14/3 (¯u

a W) GH0 H1
NaN

(NaN12) !

(NaN13)n12
d2NaN(11t) ;

si NaNG l21 .

Avant de passer à la preuve de cette proposition, on va énoncer certains
lemmes.

NOTATIONS. – (i) Pour a� E4 , on identifie a à a et on pose
a i x21

vagy ; (¯a Z)NaNG4
a nG1

h i x21 ce qui permet de simplifier l’écriture.
(ii) On pose un 4v .

LEMME II.12. – Pour tout j41, 2 , R , n21 et tout a�Nn , NaNG4 il exis-
te caj , daj , dan � E4 telles que pour tout a� E4

(II.32)
¯

¯uj

(a i x21 ) 4 !
i41

n21
¯a

¯yi

i x21 Qbij i x21 1 !
NaNG3

¯a

¯Za

i x21 Qcaj i x21 1

!
NaN44
a n40

¯a

¯Za

i x21 Q¯uj
W a1 !

NaN44, a n41
1 G iGn21

1 GkGn

¯a

¯Za

i x21 Qda i k i x21 Q¯uk
W a i

où bij est donnée par la remarque II.2 (iv), et pour tout a�Nn et iGn21 on
note a i 4 (a 1 ; R ; a i21 , a i 11, a i11 , R , a n21 ; 0 ).

Soit a0 � E4 , fixé et soit F la partie finie de E4 définie par

F 4 ]a0 , bij , caj , dbj , dbn où 1 G i , jGn21, NaNG3 et NbN44( .

LEMME II.13. – Supposons (II.31)k vraie pour 0 GkG l alors il existe deux
constantes positives B1 et H2 indépendantes de k , l , H1 , d telles que pour tout
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a�Nn21 tout u�NM vérifiant NaN1NuNG l et pour tout a� F on ait:

(II.33)a Ndl m
r (¯u

a (a (u)
i x21 ) ) G

B1 H0 H1
(NaN21)1 H2

NuN
(NaN1NuN11) !

(NaN1NuN12)n12
d2(NaN1NuN21)1 (11t)

où par définition:

a (u) (X1 , R , XM ) v

¯NuN a

¯X1
u 1

R ¯XM
u M

(X1 , R , XM ), (u�NM .

PREUVE. – On procède par récurrence sur NaN . Pour NaN40; 1 (II.33)a est
vérifié pour tout a� F car a est Gevrey d’ordre s de ses arguments et F est un
ensemble fini. Supposons (II.33)a vraie pour tout 0 GNaNG j avec jE l et dé-
montrons que (II.33)a reste vraie pour NaN4 j11.

Soit a4a 81a 9 avec Na 9N41 et Na 8N4 j

¯u
a (a (u)

i x21 ) 4¯u
a 8 (¯uj

(a (u)
i x21 ) ) .

Or, d’après le lemme II.12:

¯uj
(a (u)

i x21 ) 4 !
i41

n21
¯a (u)

¯yi

i x21 Qbij i x21 1 !
NaNG3

¯a (u)

¯Za

i x21 Qcaj i x21 1

!
NaN44
a n40

¯a (u)

¯Za

i x21 Q¯uj
W a1 !

NaN44, a n41
1 G iGn21

1 GkGn

¯a (u)

¯Za

i x21 Qda i k i x21 Q¯uk
W a i

on pose a (u i ) 4
¯a (u)

¯yi

et a (u a ) 4
¯a (u)

¯Za

. Par suite:

¯u
a (a (u)

i x21 ) 4 !
1 41

n21

¯u
a 8 (a (u i )

i x21 Qbij i x21 )
���

(4)

1

!
NaNG3

¯u
a 8 (a (u a )

i x21 Qcaj i x21 )
���

(5)

1 !
NaN44
a n40

¯u
a 8 (a (u a )

i x21 Q¯uj
W a )

���
(6)

1

!
NaN41, a n41

1 G iGn21
1 GkGn

¯u
a 8 (a (u a )

i x21 Qda i k i x21 Q¯uk
W a i

)
���

(7)

avec Nu aN4Nu iN4NuN11.
On utilise alors l’hypothèse de récurrence pour majorer chacun des termes,
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ainsi que (II.31)k , 0 GkG l . On écrit que:

Ndl m
r ( (4 ) ) G !

bGa 8
ga 8

b
h Cr Ndl m

r (¯u
b (bij i x21 ) ) Ndl m

r (¯u
a 82b (a (u i )

i x21 ) ) G

!
bGa 8

ga 8

b
h Cr B1 H0 H1

(NbN21)1
(NbN11) !

(NbN12)n12
d2(NbN21)1 (11t) B1 H0 H1

(Na 82bN21)1 3

H2
NuN11 (Na 82bN1NuN12) !

(Na 82bN1NuN13)n12
d2(Na 82bN1NuN)(11t) G

Cr B1
2 H0

2 H1
(Na 8N21) H2

NuN11 (Na 8 N1NuN12) !

(Na 8 N1NuN13)n12
d2(Na 8 N1NuN)(11t) QA1

avec

A1 4 !
bGa 8

ga 8

b
h (NbN11) ! (Na 82bN1NuN12) ! (Na 8 N1NuN13)n12

(NbN12)n12 (Na 82bN1NuN13)n12 (Na 8 N1NuN12) !
G

3n12 !
bGa 8

ga 8

b
h NbN!(Na 82bN1NuN) ! (Na 8 N1NuN11)n

(NbN11)n (Na 82bN1NuN11)n (Na 8 N1NuN) !
.

En utilisant le lemme II.10 on en déduit que A1 G3n12 Cn21 , ce qui
donne:

Ndl m
r ( (4 ) ) G

3n12 Cn21 Cr B1
2 H0

2 H1
(NaN22) H2

NuN11 (NaN1NuN11) !

(NaN1NuN12)n12
d2(NaN1NuN21)(11t) .

Ndl m
r ( (5 ) ) se majore de la même façon.

Ndl m
r ( (6 ) ) G !

bGa 8
ga 8

b
h Cr Ndl m

r (¯u
b ¯uj

W a ) Ndl m
r (¯u

a 82b (a (u a )
i x21 ) )

G !
bGa 8

ga 8

b
h Cr Ndl m

r14/3 (¯u
b W a ) Ndl m

r (¯u
a 82b (a (u a )

i x21 ) )

GCr B1 H0
2 H1

Na 8N H2
NuN11 (Na 8N1NuN12) !

(Na 8 N1NuN13)n12
d2(Na 8 N1NuN)(11t) 3A2

avec

A2 4 !
bGa 8

ga 8

b
h (NbN12) ! (Na 82bN1NuN12) ! (Na 8 N1NuN13)n12

(NbN13)n12 (Na 82bN1NuN13)n12 (Na 8 N1NuN12) !
.
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En utilisant le lemme II.10, en majorant A2 comme A1 on trouve que A2 G

3n12 Cn21 . Donc:

Ndl m
r ( (6 ) ) G

3n12 Cn21 Cr B1 H0
2 H1

NaN21 H2
NuN11 (NaN1NuN11) !

(NaN1NuN12)n12
d2(NaN1NuN21)(11t) .

Reste à majore le dernier terme (7). On a:

Ndl m
r ( (7 ) ) G !

bGa 8
ga 8

b
h Cr Ndl m

r (¯u
b (a (u a )

i x21 Qda i k i x21 ) ) Ndl m
r (¯u

a 82b ¯uk
W a i

) .

D’après la majoration de la norme de (4) on sait que

Ndl m
r (¯u

b (a (u a )
i x21 Qda i k i x21 ) ) G

3n12 Cn21 Cr B1
2 H0

2 H1
NbN H2

NuN11 (NbN1NuN12) !

(NbN1NuN13)n12
d2(NbN1NuN)(11t)

or, Ndl m
r (¯u

a 82b ¯uk
W a i

) GNdl m
r14/3 (¯u

a 82b W a i
), d’où

Ndl m
r ( (7 ) ) G

!
bGa 8

ga 8

b
h 3n12 Cn21 C 2

r B1
2 H0

2 H1
NbN H2

NuN11 (NbN1NuN12) !

(NbN1NuN13)n12
d2(NbN1NuN)(11t) 3

H0 H1
Na 82bN

(Na 82bN12) !

(Na 82bN13)n12
d2(Na 82bN)(11t) G

3n12 Cn21 Cr
2 B1

2 H0
3 H1

Na 8 N H2
NuN11 (Na 8 N1NuN12) !

(Na 8 N1NuN13)n12
d2(Na 8 N1NuN)(11t) QA3

où

A3 4 !
bGa 8

ga 8

b
h (NbN1NuN12) ! (Na 82bN12) ! (Na 8 N1NuN13)n12

(NbN1NuN13)n12 (Na 82bN13)n12 (Na 8 N1NuN12) !

est majoré par 3n12 Cn21 . Par suite:

Ndl m
r ( (7 ) ) G

(3n12Cn21)2Cr
2B1

2H0
3H1

NaN21H2
NuN11 (NaN1NuN11)!

(NaN1NuN12)n12
d2(NaN1NuN21)(11t).
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On trouve alors que:

Ndl m
r (¯u

a (a (u a )
i x21 ) ) G

B1H0H1
NaN21H2

NuN
(NaN1NuN11)!

(NaN1NuN12)n12
d2(NaN1NuN21)(11t)3C(H0, H1, H2)

avec:

C(H0 , H1 , H2 ) 4 (n1M) 3n12 Cn21 Cr B1 H0 H2 H1
21 1

M3n12 Cn21 Cr H0 H2 1n 2 M(3n12 Cn21 )2 B1 H2 H0
2 .

Pour H0 choisi assez petit et H1 choisi assez grand de sorte que l’on ait

.
/
´

3n12 MCn21 Cr H2 . H0 E1/3

n 2 M9n12 Cn21
2 B1 H0 H2 . H0 E1/3 et

(n1M) 3n12 Cn21 Cr B1 H0 H2 E (1 /3) H1

on trouve que C(H0 , H1 , H2 ) E1, d’où notre récurrence.

PREUVE DE LA PROPOSITION II.11. – On procède par récurrence sur l .
(II.31)l étant vraie pour l borné si H1 est assez grand, supposons (II.31)k vraie
pour 0 GkG l et démontrons que (II.31)l11 reste vraie pour H0 , H1 convena-
bles.

Soit NaN4 lF2 et appliquons l’opérateur ¯u
a au système (II.20). Notons G

le vecteur (Ga )NaN44 et M la matrice g!
i41

n

babi ¯ui
h

NaN44
NbN44

on peut écrire

(Lz 1M) ¯u
a W4¯u

a G1 [ (Lz 1M), ¯u
a ] W ; vD0 .

On applique alors l’inégalité (II.28) à ¯u
a W , il vient:

Na (W) vNd(l11)m
r (¯ v

2 ¯u
a W)1

!
NgN41

Nd(l11)m
r (v¯v ¯u

a1g W)1 !
NgN42

Nd(l11)m
r (v¯u

a1g W)1Nd(l11)m
r14/3 (¯u

a W) G

Ctme2t Ndl m
r (¯u

a G1 [Lz 1M , ¯u
a ] W)

���
(8)

1e2t22 Ndl m
r (v¯u

a W)
���

(9)

1

e2t21gNdl m
r (v¯v ¯u

a W)1 !
NbN41

Ndl m
r (v¯u

a1b W )h
���

(10)

1

e2t21 Ndl m
r (¯u

a W)
���

(11)

1e2t24/3 Ndl m
r14/3 (¯u

a WNv40 )
���

(12)

n avec e4Cdl
2

1

11t .
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D’après l’hypothèse de récurrence

(9) GC 2t22 d2t22 l
t12

t11 H0 H1
l22 l!

(l11)n12
d2(l22)(11t)

(9) G3n12 C 2t22 H0 H1
l22 (l12) !

(l13)n12
d2l(11t)(II.34)

(10) G2n12 nC 2t21 H0 H1
l21 (l12) !

(l13)n12
d2l(11t)(II.35)

(11) GC 2t21 d2t21 lNdl m
r14/3 (¯u

a 8 W) avec Na 8 N4NaN21 4 l21

(11) G2n12 C 2t21 H0 H1
l21 (l12) !

(l13)n12
d2l(11t) .(II.36)

Quant au terme (8):

(8) G e2t Ndl m
r (¯u

a G)
���

(13)

1 !
j41

n21

e2t Ndl m
r (v[aj ¯v ¯uj

, ¯u
a ] W)

���
(14)

1

!
i , j41

n21

e2t Ndl m
r (v[aij ¯ui

¯uj
, ¯u

a ] W)

���
(15)

1 !
NbN4NgN44

1 G iGn

e2t Ndl m
r ( [bgbi ¯ui

, ¯u
a ] W b )

���
(16)

.

En utilisant l’hypothèse de récurrence ainsi que le lemme II.13 pour a0 4

G i x , aj i x avec 1 G jGn21, aij i x avec 1 G i , jGn21 et a0 4bgbi i x avec
NbN4NgN44 et 1 G iGn on peut écrire que

(13) G2n12 C 2t B1 H0 H1
l21 (l12) !

(l13)n12
d2l(11t)

(14) G !
j41

n21

e2t !
0 EbGa

ga

b
h Cr Ndl m

r (¯u
b (aj ) ) Ndl m

r (v¯v ¯uj
a2b ¯uj

W) G

nCr C 2t B1 H0
2 H1

NaN21 d2t l
t

11t
(NaN12) !

(NaN13)n12
d2(NaN21)(11t) QA4

avec

A4 4 !
0 EbGa

ga

b
h (NbN11) ! (Na2bN12) ! (NaN13)n12

(NbN12)n12 (Na2bN13)n12 (NaN12) !

est majorée par 3n12 Cn21 .
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De plus, on a par hypothèse e 1 4dl
t

t11 E1 donc l
t

t11 Ed21 par suite
d2t l

t

t11 Ed2(11t), ce qui donne:

(14) G3n12 nCr C 2t Cn21 B1 H0
2 H1

l21 (l12) !

(l13)n12
d2l(11t) .

(15) se majore de la même façon.

(16) Ge2t !
0 EhGa

NbN4NgN44
1 G iGn

ga

h
h Cr Ndl m

r (¯u
h (bgbi ) ) Ndl m

r14/3 (¯u
a2h ¯ui

W b )

GnN 2 Cr C 2t B1 H0
2 H1

(NaN21) d2t l
t

11t
(NaN12) !

(NaN13)n12
d2(NaN21)(11t) 3A4 .

(16) G3n12 nN 2 Cn21 Cr C 2t B1 H0
2 H1

l21 (l12) !

(l13)n12
d2l(11t) .

On obtient donc:

(II.37) (8) G (2n12 C 2t B1 13n12 n(N 2 12) Cr Cn21 C 2t B1 H0 )3

3H0 H1
l21 (l12) !

(l13)n12
d2l(11t) .

Reste à majorer le terme (12); pour cela on utilise le fait que WNv40 �G s , par
suite, il existe H telle que (b�Nn21 ,

V¯u
b WNv40 VC r14/3 (v) GH0 H NbN NbN!

(NbN11)n12
NbNt(NbN22)1 .

En particulier pour NaN4 l , on a:

Ndl m
r14/3 (¯u

a WNv40 ) GH0 H l l!

(l11)n12
l t(l22)1 .

Or, dl
t

11t E1 donc l tEd2(11t). Par suite:

Ndl m
r14/3 (¯u

a WNv40 ) GH0 H l l!

(l11)n12
d2(l22)(11t)

un choix de H1 DH donne:

(12) G3n12 C 2t24/3 H H0 H1
l21 (l12) !

(l13)n12
d2l(11t) .(II.38)



SAOUSSEN KALLEL-JALLOULI648

En regroupant les informations données par (II.34) R (II.38) on peut écrire

Na (W) G M(H0 ; H ) QH0 H1
l21 (l12) !

(l13)n12
d2l(11t)

avec

M(H0 ; H) 4 (2n12 C 2t B1 13n12 n(N 2 12) Cr C 2t A0 B1 H0 1

3n12 C 2t22 12n12 (11n) C 2t21 13n12 C 2t24/3 H)3Ct .

Un choix de H1 assez grand permet d’avoir H1 D M(H0 , H) ce qui achève la
démonstration.

II.4. Passage de W à Z.

PROPOSITION II.14. – Soit K un compact de v , on peut trouver H0 et H tel-
les que: (a�Nn21 , (k40; 1 ; 2

V¯ v
k ¯u

a WVL Q (K) GH0 H (k1NaN22)1
(NaN1k) !s

(NaN1k11)s(n12)
.(II.39)

PREUVE. – Soit cEa/2 telle que K%v c . Prenons dans (II.31)l (i): dl m4c et
NaN1k4 l21. En remplaçant d21 par sa valeur l m /c , il vient:

Ndl m
r (¯ v

k ¯u
a W)GH0 H1

(l23)1
(l21) !

l n12
u l

t

11t

c
v(11t)(l23)1

GH0 H3
(l23)1 (l21) !(11t) .

D’où notre proposition.
Soit K0 un petit voisinage de l’origine dans R1

n , image réciproque de K par
l’application x donnée par (II.12).

PROPOSITION II.15. – Il existe trois constantes H0 , H1 et H2 (H2 DH1 ) telles
que: (a�Nn21 , (g�Nn21 , et (k40, 1 , 2

(II.40)a V¯y 8
a (¯ v

k ¯u
g W) i xVL Q (K0 ) G

H0 H1
NgN1k H2

(NaN22)1
(NaN1NgN1k) !s

(NaN1NgN1k11)s(n12)
.

Avant de passer à la preuve de cette assertion, on va énoncer certains
lemmes:
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LEMME II.16. – Pour tout i41, 2 , R , n21 et tout a�Nn , NaNG3 il exi-
ste Cai , Ci , Cn � E4 telles que pour tout a� E4

¯yi
(a) 4

¯a

¯yi

1 !
NaNG3

¯a

¯Za

QCai 1 !
NaN44
a n40

¯a

¯Za

Q¯yi
(W a

i x)(II.41)

1 !
NaN44, a n40

1 G jGn

¯a

¯Za

QCj Q (¯uj
W a i

) i x

avec pour a�Nn , a i 4 (a 1 , R , a i21 , a i 11, a i11 , R , a n21 , 0 ).

Soit a0 � E4 fixé et posons:

E 4 ]a0 , Cai , Ci , Cn avec i41, R , n21 et NaNG3( .

LEMME II.17. – Supposons (II.40)a vraie pour tout NaNG l alors il existe
deux constantes positives B et H3 indépendantes de a , l , H1 , H2 telles que
pour tout a� E on ait: (g�Nn21 et NgNG l , (u�NM ,

(II.42)g V¯y 8
g (a (u) )VL Q (K0 ) GBH0 H2

(NgN21)1 H3
NuNy (NgN1NuN11) !

(NgN1NuN12)(n12)
zs

.

PREUVE. – On procède par récurrence sur NgN . Pour NgN40, 1 (II.42)g est
vérifiée pour tout a� E car a est Gevrey d’ordre s de ses arguments et E est un
ensemble fini.

Supposons (II.42)g vraie pour 0 GNgNG j avec 1 G jG l21 et démontrons
que (II.42)g reste vraie pour NgN4 j11 G l .

Soit g4g 81g 9 avec Ng 9N41 et Ng 8N4 j .
¯y 8

g (a (u) ) 4¯y 8
g 8 (¯yi

(a (u) ) ) et par le lemme II.16:

¯y 8
g (a (u) ) 4 ¯y 8

g 8g ¯a (u)

¯yi
h

���
(1)

1 !
NaNG3

¯y 8
g 8g ¯a (u)

¯Za

QCaih
���

(2)

1

!
NaN44
a n40

¯y 8
g 8g ¯a (u)

¯Za

Q¯yi
(W a

i x)h
���

(3)

1 !
NaN44, a n40

1 G jGn

¯y 8
g 8g ¯a (u)

¯Za

QCj . (¯uj
W a i

) i xh
���

(4)

.

On pose
¯a (u)

¯yi

4a (u i ) et
¯a (u)

¯Za

4a (u a ) où Nu aN4Nu iN4NuN11.

Pour majorer chacun des termes (1), R , (4) on utilise (II.40)a , NaNG l et
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l’hypothèse de récurrence, on trouve:

V(1)VL Q (K0 ) GBH0 H2
NgN22 H3

NuN11y (NgN1NuN11) !

(NgN1NuN12)n12
zs

(II.43)

V(2)VL Q (K0 ) G !
NaNG3

!
bGg 8

gg 8

b
h V¯y 8

b (Cai )VL Q (K0 ) QV¯y 8
g 82b (a (u a ) )VL Q (K0 ) G

n 3 B 2 H0
2 H2

Ng 8N21 H3
NuN11y (Ng 8N1NuN12) !

(Ng 8N1NuN13)n12
zs

QA5
s

avec

A5 4 !
bGg 8

gg 8

b
h (NbN11) ! (Ng 82bN1NuN12) ! (Ng 8N1NuN13)n12

(NbN12)n12 (Ng 82bN1NuN13)n12 (Ng 8N1NuN12) !
.

Le lemme II.10 implique que AG3n12 Cn21 4A0 . D’où

(II.44) V(2)VL Q (K0 ) Gn 3 A0
s B 2 H0

2 H2
NgN22 H3

NuN11y NgN1 (NuN11) !

(NgN1NuN12)n12
zs

V(3)VL Q (K0 ) G !
NaN44, a n40

!
bGg 8

gg 8

b
hV¯y 8

b (a (u a ) )VL Q (K0 ) V¯y 8
g 82b ¯yi

(W a
i x)VL Q (K0 ) G

n 4 !
bGg 8

gg 8

b
h B H0 H2

(NbN21)1 H3
NuN11y (NbN1NuN12) !

(NbN1NuN13)n12
zs

QH0 H2
(Ng 82bN21)1 3

y (Ng 82bN11) !

(Ng 82bN12)n12
zs

Gn 4 B H0
2 H2

Ng 8N21 H3
NuN11y (Ng 8N1NuN12) !

(Ng 8N1NuN13)n12
zs

QA6
s

avec

A64 !
bGg 8

gg 8

b
h (NbN1NuN12) ! (Ng 82bN11) ! (Ng 8N1NuN13)n12

(NbN1NuN13)n12 (Ng 82bN12)n12 (Ng 8N1NuN12) !
4A5GA0 .

Donc

(II.45) V(3)VL Q (K0 ) Gn 4 A0
s B H0

2 H2
NgN22 H3

NuN11y (NgN1NuN11) !

(NgN1NuN12)n12
zs

V(4)VL Q (K0 ) G !
NaN44, a n41

1 G jGn

!
bGg 8

gg 8

b
hV¯y 8

b (Cj . a (u a ) )VL Q (K0 ) V¯y 8
g 82b (¯uj

W a i
i x)VL Q (K0 ) .
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Or, d’après la majoration de V(2)VL Q (K0 )

V¯y 8
b (Cj . a (u a ) )VL Q (K0 ) GA0

s B 2 H0
2 H2

(NbN21)1 H3
NuN11y (NbN1NuN12) !

(NbN1NuN13)n12
zs

.

Par suite

V(4)VL Q (K0 ) Gn 5 !
bGg 8

gg 8

b
h A0

s B 2 H0
2 H2

(NbN21)1 H3
NuN11y (NbN1NuN12) !

(NbN1NuN13)n12
zs

Q

H0 H1 H2
(Ng 82bN22)1y (Ng 82bN11) !

(Ng 82bN12)n12
zs

G

n 5 A0
s B 2 H0

3 H2
Ng 8N21 H1 H3

NuN11y (Ng 8N1NuN12) !

(Ng 8N1NuN13)n12
zs

QA6
s

(II.46) V(4)VL Q (K0 ) Gn 5 A0
2s B 2 H0

3 H2
NgN22 H1 H3

NuN11y (NgN1NuN11) !

(NgN1NuN12)n12
zs

.

En regroupant les informations données par (II.43), R, (II.46) on trouve

V¯y 8
g (a (u) )VL Q (K0 ) GBH0 H2

NgN21 H3
NuNy (NgN1NuN11) !

(NgN1NuN12)n12
zs

C1 (H0 , H1 , H3 )H2
21

où

C1 (H0 , H1 , H3 ) 4 (11n 3 A0
s BH0 1n 4 A0

s H0 1n 5 A0
2s BH0

2 H1 ) H3 .

Un choix de H2 assez grand permet d’avoir C1 (H0 , H1 , H3 ) EH2 ce qui achève
la preuve du lemme II.17.

PREUVE DE LA PROPOSITION II.15. – On procède par récurrence sur NaN .
Pour NaN40, 1 , 2 l’inégalité (II.40)a découle de la proposition II.14. Suppo-
sons (II.40)a vraie pour 2 GNaNG l et démontrons que (II.40)a reste vraie pour
NaN4 l11 F3.

Posons a4a 81a 9 avec Na 8N4 l et Na 9N41 et notons W (g , k) 4

¯ v
k ¯u

g W

¯y 8
a (W (g , k)

i x) 4¯y 8
a 8 ¯yi

(W (g , k)
i l) 4¯y 8

a 8g !
jGn21

¯uj

¯yi

(¯uj
W (g , k)

i l)h4

!
jGn21

!
bGa 8

ga 8

b
h ¯y 8

b g ¯uj

¯yi
h ¯y 8

a 82b (W (g j , k)
i l) avec Ng jN4NgN11 .

Pour bD0, ¯y 8
b g ¯uj

¯yi

h4¯y 8
b 8g ¯ 2 uj

¯yi ¯yk

h avec Nb 8N4NbN21. Or, il existe
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Cij � E4 telle que Cij (y) 4
¯ 2 uj

¯yi ¯yk

donc pour bD0

¯y 8
b g ¯uj

¯yi
h4¯y 8

b 8 (Cij ) .

Par le lemme II.16 on peut écrire:

NN¯y 8
b g ¯uj

¯yi
hNN

L Q (K0 )
GBH0 H2

(Nb 8N21)1y (Nb 8N11) !

(Nb 8N12)(n12)
zs

i.e.:

NN¯y 8
b g ¯uj

¯yi
hNN

L Q (K0 )
GBH0 H2

(NbN22)1y NbN!

(NbN11)n12
zs

,

d’où

V¯y 8
a (W (g , k)

i x)VL Q (K0 ) G

n !
bGa 8

ga 8

b
h BH0 H2

(NbN22)1y NbN!

(NbN11)n12
zs

H0 H1
Ng jN1k H2

(Na 82bN22)1 3

y (Na 82bN1Ng jN1k) !

(Na 82bN1Ng jN1k11)n12
zs

G

nBH0
2 H1

NgN1k11 H2
(Na 8N22)y (Na 8N1NgN1k11) !

(Na 8N1NgN1k12)n12
zs

A7
s

avec

A7 4 !
bGa 8

ga 8

b
h NbN! (Na 82bN1NgN1k11) ! (Na 8N1NgN1k12)n12

(NbN11)n12 (Na 82bN1NgN12)n12 (Na 8N1NgN1k11) !

ce qui donne en utilisant le lemme II.10: A7 G2n Cn21 . Par suite:

V¯y 8
a (W (g , k)

i x)VL Q (K0 ) G

(n22n Cn21
2 BH0 H1 H2

21 ) QH0 H1
NgN1k H2

NaN22y (NaN1NgN1k) !

(NaN1NgN1k11)n12
zs

.

Il suffit alors de choisir H2 assez grand de sorte que l’on ait

H2 Dn22n Cn21
2 BH0 H1 .
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PROPOSITION II.18. – Il existe deux constantes positives H0 , H1 telles que
pour tout a�Nn21

V¯y 8
a ¯yn

(W i x)VL Q (K0 ) GH0 H2
(NaN21)1y (aN11) !

(NaN12)n12
zs

.(II.47)

PREUVE:

¯y 8
a ¯yn

W i x4

4

¯y 8
a g!

i41

n
¯ui

¯yn

¯ui
W i xh

!
i41

!
bGa

ga

b
h ¯y 8

b g ¯ui

¯yn
h ¯y 8

a2b ( (¯ui
W) i x) .

Pour bc0, ¯y 8
b g ¯ui

¯yn
h4¯y 8

b 8g ¯ 2 ui

¯yj ¯yn
h avec Nb 8N4NbN21. Or il existe

aij � E4 telle que
¯ 2 ui

¯yj ¯yn

4aij .

Donc, d’après le lemme II.17 et le lemme II.15

V¯y 8
b 8 (aij )VL Q (K0 ) GBH0 H2

(Nb 8N21)1y (Nb 8N11) !

(Nb 8N12)n12
zs

et

V¯y 8
a ¯yn

W i xVL Q (K0 ) G

n !
bGa

ga

b
h BH0 H2

(NbN22)1y NbN!

(NbN11)n12
zs

H0 H1 H2
(Na2bN22)1 3

y (Na2bN11) !

(Na2bN12)n12
zs

GnBH0
2 H1 H2

(NaN22)1y (NaN11) !

(NaN12)n12
zs

QA8
s

avec

A8 4 !
bGa

ga

b
h NbN! (Na2bN11) ! (NaN12)n12

(NbN11)n12 (Na2bN12)n12 (NaN11) !
.

En utilisant le lemme II.10 on trouve que A8 G2n11 Cn21 GA0 . Par suite pour
NaNF2 on a:

V¯y 8
a ¯yn

W i xVL Q (K0 ) G (nA0
s BH0 H1 H2

21 ) QH0 H2
NaN21y (NaN11) !

(NaN12)n12
zs

.

Or pour H2 choisit assez grand on peut avoir H2 Dn QA0
s BH0 H1 . D’où le

lemme.
Sachant que W i x4(¯y 8

a Z)NaN44 on déduit des propositions II.15 et II.18:
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PROPOSITION II.19. – Il existe deux constantes positives H0 et H2 telles que:
(a�Nn21 et k40, 1

V¯y 8
a ¯yn

k ZVL Q (K0 ) GH0 H2
(NaN1k22)1y (NaN1k) !

(NaN1k11)n14
zs

.(II.48)

II.5. Fin de la preuve.

PROPOSITION II.20. – Il existe trois constantes positives H0 , H2 et H telles
que: (k�N , (a�Nn21

(II.49)k V¯y 8
a ¯yn

k ZVL Q (K0 ) GH0 H2
(NaN21)1 H (k21)1y (NaN1k) !

(NaN1k11)n14
zs

.

Avant de passer à la preuve de cette proposition on va énoncer un
lemme.

LEMME II.21. – Soit a� E2 . Si on suppose (II.49)k vraie pour 0 GkG l alors
il existe deux constantes positives B et H3 indépendantes de k , l , H2 , H telles
que: (a�Nn21 , (u�NM , (kG l21

(II.50)k V¯y 8
a ¯yn

k (a (u) )VL Q (K0 )GBH0 H2
NaN11 H k H3

NuNy (NaN1k1NuN12) !

(NaN1k1NuN13)n14
zs

PREUVE. – On procède par récurrence sur k .
Pour k40 (II.50)0 découle de l’inégalité (II.42)a . Supposons (II.50)k vraie

pour 0 GkG j avec jG l22 et démontrons que (II.50)j11 reste vraie.

¯y 8
a ¯yn

j11(a (u) ) 4¯y 8
a ¯yn

j u ¯a (u)

¯yn

1 !
NbNG2
b nG1

¯a (u)

¯Zb

¯yn
¯b Zv4

¯y 8
a ¯yn

j ua (u n ) 1 !
NbNG2
b nG1

a (u b ) Q¯yn
¯b Zv avec Nu nN4Nu bN4NuN11 .

¯y 8
a ¯yn

j11(a (u) ) 4 ¯y 8
a ¯yn

j (a (u n ) )
���

(1)

1 !
NgNG2
g n40

¯y 8
a ¯yn

j (a (u g ) Q¯yn
¯g Z)

���
(2)

1

!
NgNG2
g n41

¯y 8
a ¯yn

j (a (u g ) Q¯yn
¯g Z)

���
(3)

.

En utilisant l’hypothèse de récurrence ainsi que le lemme II.10 pour majorer
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V(1)VL Q (K0 ) , V(2)VL Q (K0 ) et V(3)VL Q (K0 ) on trouve en posant C0 44n13 Cn :

V¯y 8
a ¯yn

j11(a (u) )VL Q (K0 ) G

BH0 H2
NaN11 H j11H3

NuNy (NaN1 j1NuN13) !

(NaN1 j1NuN14)n14
zs

QC2 (H0 , H2 , H3 , H)

avec

C2 (H0 , H2 , H3 , H) 4 (11n 2 C0
s H0 H2 ) H3 H 21 1n 2 C0

s H0 H3 .

Pour H0 choisi assez grand et H assez grand, on peut avoir

n 2 C0
s H3 QH0 E

1

2
et (11n 2 C0

s H0 H2 ) H3 E
1

2
H

donc C2 (H0 , H2 , H3 , H) E1.

PREUVE DE LA PROPOSITION II.20. – On procède par récurrence sur k . Pour
k40; 1 il s’agit de l’inégalité (II.48) déjà prouvée.

Supposons (II.49)k vraie (0 GkG l (lF1) et démontrons (II.49)l11 . Pour
cela on a besoin de revenir à notre équation de départ qui, d’après (II.15) peut
s’écrire: Znn 4a(y) où a� E2 . Donc:

¯y 8
a ¯yn

l11 Z4¯y 8
a ¯yn

l21 Znn 4¯y 8
a ¯yn

l21 (a) .

On n’a qu’à appliquer le lemme II.21 et on trouve:

V¯y 8
a ¯yn

l11 ZVL Q (K0 ) GH0 H2
NaN21 H ly (NaN1 l11) !

(NaN1 l12)n14
zs

QBH2
2 H 21 .

Un choix de H assez grand permet d’avoir BH2
2 EH .

Le théorème I.3 est ainsi démontré.
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