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Combinatoria e Topologia.
Alcune considerazioni generali.

A. BRINI (*)

Sommario. – Si descrive un metodo generale mediante il quale associare in mo-
do naturale spazi topologici ad insiemi parzialmente ordinati e funzioni
continue a funzioni monotone tra di essi; questa associazione è chiaramente
la chiave di volta per fondare l’utilizzo di metodi topologici nella teoria com-
binatoria degli insiemi parzialmente ordinati. Si discutono quindi alcuni
criteri di contraibilità e si presenta una breve introduzione alla teoria dei
«poset Cohen-Macaulay». Il lavoro si conclude con una sezione di carattere
elementare, nella quale il Lettore che eventualmente non abbia familiarità
con i concetti e risultati basici della Topologia Poliedrale potrà trovare, ci
auguriamo, tutti gli elementi atti a rendere agevole la comprensione del
testo.
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1. – Introduzione.

Le vicende della Topologia e della Combinatoria sono profonda-
mente intrecciate fin dalle origini, come risulta ad esempio dalle pri-
me straordinarie intuizioni di Eulero (L. Euler, 1707-83).

È comunque durante gli anni ’30 del secolo appena trascorso che
l’interazione tra pensiero topologico e pensiero combinatorio rag-
giunge la sua massima fecondità. I fondazionali contributi alla topo-
logia geometrica ed algebrica di Matematici quali Aleksandrov
[3, 4], Alexander [2], Seifert e Threlfall [22] e J. H. C. Whitehead
[26] sono ispirati ad una visione essenzialmente combinatoria. Gli
spazi topologici vengono descritti mediante il metodo dei complessi
simpliciali («assemblamenti» di punti, segmenti, triangoli, tetraedri
e, più in generale, k-simplessi), poi sfociato nell’elaborazione, da
parte di Whitehead, della teoria dei CW-complessi. Anche la teoria
dell’equivalenza omotopica viene affrontata con questo spirito: si
individuano classi di «operazioni elementari» (collassamenti ed an-
ticollassamenti) che non alterano il tipo di omotopia e si auspica di
poter dimostrare l’equivalenza omotopica di due poliedri esibendo
successioni finite di queste operazioni tali da condurre da un polie-
dro all’altro (teoria dei tipi di omotopia semplice, cfr., ad es. [9]).

Per complesse ragioni storiche e culturali, a partire dal secondo
dopoguerra, si assiste (seppure con rilevanti eccezioni) ad una pro-
gressiva divaricazione tra Topologia e Combinatoria. Nel tempo si
diffonde l’opinione secondo la quale Topologia e Combinatoria sono
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discipline matematiche autonome ed incomunicanti, o, addirittura,
antipodali. Va riconosciuto che questa convinzione ha un suo appa-
rente fondamento: la Topologia viene vista come il prodotto estremo
della matematica del continuo, mentre la Combinatoria tratta es-
senzialmente di strutture finite.

Scopo e spunto di questo lavoro è quello di provare a confutare
questo pregiudizio, mostrando che la predisposizione alla «separa-
zione» disciplinare non ha fondamento nella essenza delle proble-
matiche e dei concetti trattati, ma è piuttosto generata da una abitu-
dine semplicisticamente classificatoria. Ci auguriamo di convincere
il Lettore che spesso un concetto od un risultato non è, in sè, di natu-
ra topologica o combinatoria. Questa pretesa «essenza disciplinare»
è invece da interpretarsi come il prodotto dei punti di vista e delle
metodologie che vengono, nel corso del tempo, adottate dai Matema-
tici, nei confini della cultura e della libertà creativa di ciascuno.

Le interazioni tra Topologia e Combinatoria sono, al presente
stato dell’arte, innumerevoli. Per ragioni di spazio, in questo lavoro
ci limiteremo a discutere solo alcune circoscritte situazioni, princi-
palmente legate alla applicazione di metodi topologici a problemi
combinatorici, sebbene esista anche una ampia e profonda letteratu-
ra sulle applicazioni nella direzione inversa (vale a dire applicazioni
di metodi combinatorici a problemi topologici).

Il lavoro é organizzato come segue.
Nel capitolo 2 si presenta una brevissima introduzione ad alcune

delle idee e dei fatti fondamentali della Topologia Combinatoria
classica, con particolare riguardo al metodo degli «anticollassamen-
ti/collassamenti» ed alla teoria dei «tipi di omotopia semplice» di
Whitehead.

Nel capitolo 3, si descrive il metodo generale mediante il quale
associare in modo naturale spazi topologici ad insiemi parzialmente
ordinati e funzioni continue a funzioni monotone tra di essi; questa
associazione è chiaramente la chiave di volta per fondare l’utilizzo di
metodi topologici nella teoria combinatoria degli insiemi parzial-
mente ordinati.

Dopo avere enunciato una versione adattata del «Lemma del
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supporto contraibile», si discutono alcuni criteri di contraibilità,
criteri che risultano assai utili nelle applicazioni.

Nel capitolo 4 si presenta una breve introduzione alla teoria dei
«poset Cohen-Macaulay», teoria che costituisce attualmente uno dei
capitoli più affascinanti e meglio sviluppati della Combinatoria
Algebrica.

Il lavoro si conclude con una sezione di carattere elementare, nel-
la quale il Lettore che eventualmente non abbia familiarità con i con-
cetti e risultati basici della Topologia Poliedrale potrà trovare, ci au-
guriamo, tutti gli elementi atti a rendere agevole la comprensione
delle sezioni precedenti. Il Lettore familiare con questa materia è,
ovviamente, consigliato di ometterne la lettura.

Questo articolo sarà seguito da un secondo lavoro di approfondi-
mento ed applicazione, intitolato «Combinatoria e Topologia. Teore-
ma di Quillen e Funzioni di Möbius», che costituirà, di fatto, il cuore
della trattazione.

In questo secondo lavoro si introduce la fondamentale nozione di
connessione di Galois e se ne descrivono i principali risultati di ca-
ratterizzazione; questi risultati aprono la strada alla comprensione
del profondo legame che sussiste tra le connessioni di Galois ed il
«Criterio di Omotopia» di Quillen [20, 21], del quale viene proposta
la dimostrazione elementare di Walker [25].

Si presenta quindi la nozione di funzione di Möbius di un reticolo
finito L, e se ne discute brevemente, tramite un esempio significati-
vo, la cruciale importanza nell’ambito della Combinatoria Enumera-
tiva e della Probabilità Discreta. Si richiama poi il «teorema di Hall-
Rota», che permette di interpretare i valori di questa funzione come
caratteristiche di Eulero ridotte di opportuni sottoinsiemi parzial-
mente ordinati, ed apre così la via allo sviluppo di una teoria topolo-
gica delle funzioni di Möbius.

Dopodichè, a titolo di esempio e di applicazione di questo punto di
vista, si presentano e si dimostrano, in modo assolutamente elemen-
tare, le versioni topologiche di due classici Teoremi: il «Teorema del
Cross-Cut» ed il «Teorema di annullamento per reticoli non forte-
mente complementati».

Per una descrizione più dettagliata, rimandiamo all’Introduzione
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di «Combinatoria e Topologia. Teorema di Quillen e Funzioni di
Möbius».

Al Lettore interessato ad approfondire gli argomenti qui breve-
mente trattati, ed a conoscerne gli sviluppi più recenti, consigliamo
la lettura dell’interessantissimo articolo: A. Björner [7], Topological
Methods, 1995.

2. – Topologia combinatoria.

Negli anni ’30, uno dei punti vista principali della topologia era il
punto di vista combinatorio; si ipotizzava che il problema di classifi-
care, a meno di omeomorfismo o di equivalenza omotopica, i poliedri
realizzazione geometrica di complessi simpliciali finiti potesse e do-
vesse essere affrontato (cfr., ad es. [2, 4, 22, 26]) introducendo delle
operazioni elementari, o, «movimenti», tali da non alterare il tipo di
omotopia del poliedro di partenza; si auspicava di potere dimostare
almeno l’equivalenza omotopica di due poliedri K1 e K2 esibendo una
successione finita di operazioni elementari tale da condurre da K1 a
K2 . Non deve perciò sorprendere che J.H.C.Whitehead, nel suo
sforzo di comprendere la nozione di equivalenza omotopica, abbia
seguito questa visione, a partire dal fondazionale lavoro «Simplicial
spaces, nucleii and m-groups» del 1939 [26].

In questo paragrafo, cercheremo di descrivere brevemente alcu-
ne delle nozioni introdotte da Whitehead ed alcuni dei principali ri-
sultati ottenuti per questa via.

2.1. Collassamenti, anticollassamenti, tipo di omotopia semplice.

Sia K un complesso simpliciale, e supponiamo che s�K sia un
simplesso di K contenuto propriamente in uno ed un solo simples-
so t�K. Se rimuoviamo da K i due simplessi s e t , risulta che
K2 ]s , t( è ancora un complesso simpliciale, la cui realizzazione
geometrica si verifica facilmente essere omotopicamente equivalen-
te a quella di K. L’operazione di passaggio per questa via da K a
K2 ]s , t( si dice collassamento elementare. Dati due complessi K1

e K2 , diremo che K1 collassa a K2 se esiste una sequenza finita di col-
lassamenti elementari che conduce da K1 a K2 , e denoteremo questa
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situazione col simbolo K1 7 K2 . Per quanto appena detto, se
K1 7 K2 , allora le realizzazioni geometriche di K1 e K2 sono omotopi-
camente equivalenti.

ESEMPIO 1. – Nel seguente esempio, riconosceremo che il polie-
dro descritto da un triangolo (2-simplesso) con un segmento (1-
simplesso) uscente da un vertice risulta collassabile ad un punto l

e quindi, a fortiori, è contraibile. Infatti:

NB. In questo esempio e nei successivi, i triangoli non contenenti
il simbolo R vanno intesi come triangoli «pieni», cioè 2-simplessi.

L’operazione inversa del collassamento elementare si dice anti-
collassamento elementare. Dati due complessi K1 e K2 , diremo che
K1 anticollassa a K2 se esiste una sequenza finita di anticollassa-
menti elementari che conduce da K1 a K2 , e denoteremo questa si-
tuazione col simbolo K1 6 K2 . Per quanto appena detto, se K1 6 K2 ,
allora le realizzazioni geometriche di K1 e K2 sono omotopicamente
equivalenti.

Infine, dati due complessi simpliciali K1 e K2 , diremo hanno lo
stesso tipo di omotopia semplice (o, con lieve abuso di terminologia,
che sono semplicemente omotopi) se esiste una sequenza finita di
anticollassamenti e collassamenti elementari che conduce da K1 a
K2 . Ovviamente, se K1 e K2 hanno lo stesso tipo di omotopia sempli-
ce, allora K1 e K2 sono omotopicamente equivalenti.

2.2. Alcune osservazioni.

Una domanda sorge a questo punto naturale: fino a quale
punto la teoria dei tipi di omotopia semplice (metodo degli
anticollassamenti/collassamenti) è applicabile alla teoria generale
della equivalenza omotopica tra poliedri, nel senso generale?
La risposta non è nè semplice nè univoca. In questa sede, ci
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limiteremo a menzionare due fatti (non banali!) che tuttavia ri-
sultano assai utili e, speriamo, illuminanti (cfr., ad es. [9]).

1) Dati due complessi simpliciali K1 e K2 aventi realizzazioni geo-
metriche omotopicamente equivalenti è, in generale, FALSO che K1

e K2 abbiano lo stesso tipo di omotopia semplice.
2) Un poliedro K si dice collassabile se collassa ad un punto, in

simboli K 7l. Si ha:

COLLASSABILE ¨ CONTRAIBILE ma CONTRAIBILE Ö COLLASSABILE .

I legami tra le nozioni di collassabilità, omotopia semplice ed
equivalenza omotopica sono ben esemplificati dallo studio di un cele-
bre poliedro, noto in letteratura come casa con due stanze o, Bing
Room (cfr., ad es. [9]); questo poliedro risulta contraibile, addirittu-
ra semplicemente omotopo ad un punto, ma non collassabile.

Sotto opportune condizioni sul gruppo fondamentale, la implica-
zione menzionata in 1) risulta vera. Ad esempio, sussiste il seguente
risultato, dovuto essenzialmente a Whitehead. Siano K1 e K2 due
complessi simpliciali aventi per realizzazioni geometriche due polie-
dri semplicemente connessi; se i poliedri sono omotopicamente
equivalenti, allora K1 e K2 hanno lo stesso tipo di omotopia
semplice.

3. – Insiemi parzialmente ordinati e spazi topologici.

3.1. Realizzazioni geometriche.

Sia (P , G) un insieme parzialmente ordinato (o, per brevità, po-
set), vale a dire un insieme P munito di una relazione di ordine par-
ziale G. Nel seguito, per semplicità di esposizione, ci limiteremo a
considerare solo poset finiti, sebbene molti dei concetti e dei risulta-
ti discussi nel seguito sussistano in situazioni assai più generali.

Un sottoinsieme non vuoto s’P si dice catena se, rispetto all’or-
dine indotto, risulta un insieme totalmente ordinato. Chiaramente,
ogni sottoinsieme non vuoto di una catena è ancora una catena, e
quindi l’insieme D(P) di tutte le catene di (P , G) è un complesso
simpliciale astratto, detto «complesso delle catene» di P. Il com-
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plesso astratto D(P) ammette realizzazioni geometriche in spazi eu-
clidei R m di opportuna dimensione, ottenute considerando il polie-
dro associato ad un qualsiasi complesso simpliciale in R m il cui sche-
ma dei vertici sia isomorfo a D(P). È fondamentale ricordare che
due qualsiasi realizzazioni geometriche di un complesso astratto ri-
sultano simplicialmente omeomorfe; di conseguenza, è consistente
parlare, nell’ambito della topologia simpliciale, di realizzazione geo-
metrica del poset P ed usare il simbolo NPN per intendere una qual-
siasi realizzazione geometrica del complesso delle catene D(P).

In sintesi, la costruzione appena descritta ci permette di associa-
re ad un poset finito (P , G) un poliedro NPN in uno spazio euclideo
R m, canonicamente a meno di omeomorfismi simpliciali, e quindi
di attribuire proprietà topologiche ai poset finiti.

ESEMPIO 2. – Graficamente, descriviamo un poset (P , G) me-
diante il suo diagramma di Hasse ed una sua realizzazione geo-
metrica come poliedro in R 2 :

Si noti che NPN è un cono (sia sul vertice c che sul vertice d),
quindi, NPN è contraibile.

Si consideri una applicazione monotona da (P , G) a (Q ; G), vale
a dire una applicazione

f : PKQ

tale che

pGp 8 ¨ f(p) G f(p 8 ), per ogni p , p 8�P .

L’applicazione f induce una applicazione simpliciale formale dal
complesso astratto D(P) al complesso astratto D(Q), la quale induce,
a sua volta, una mappa simpliciale

NfN : NPNKNQN
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dal poliedro NPN al poliedro NQN. La funzione continua NfN è detta
realizzazione geometrica della applicazione monotona f.

Le realizzazioni geometriche di posets ed applicazioni monotone
godono di utili proprietà «funtoriali».

i) Sia P 8’P; allora NfN[NP 8N] ’Nf [P 8]N .

ii) Date due applicazioni monotone

f : PKQ e g : QKT ,

considerati i poliedri NPN , NQN , NTN e le mappe simpliciali NfN , NgN ,
risulta

Ng i fN4NgN i NfN .

3.2. Suddivisione baricentrica.

Sia D un complesso simpliciale astratto su un insieme finito S e
denotiamo con D il complesso D riguardato come poset, rispetto al-
l’ordine di inclusione ’ (di fatto, D è un ideale d’ordine della algebra
di Boole P(S), privata del minimo R).

Di conseguenza, possiamo considerare il complesso di catene
D(D); il complesso D(D) si dice suddivisione baricentrica di D.

SCHOLION: le realizzazioni geometriche di NDN e ND(D)N sono
omemorfe, tramite la applicazione identica.

ESEMPIO 3. – Si consideri il poliedro p in R 2 :

Sia D(p) il complesso simpliciale astratto dato dallo schema dei
vertici di p , e sia (D(p), ’) il complesso simpliciale D(p) riguarda-
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to come poset e rappresentato mediante il seguente diagramma di
Hasse:

La realizzazione geometrica ND(p)N può essere rappresentata
(in R 2 ) dal poliedro

che è chiaramente omeomorfo a p .

OSSERVAZIONE 1. – La precedente descrizione della suddivisione
baricentrica di un complesso simpliciale rende manifesto che ogni
poliedro può essere riguardato come realizzazione geometrica di
un poset, e viceversa.

OSSERVAZIONE 2. – Più in generale, dato uno spazio topologico
descritto mediante un «complesso di celle regolare» (o, CW-com-
plesso regolare finito) K , considerando il poset delle «celle chiuse»
di K , ordinate per inclusione, il suo complesso di catene è un com-
plesso simpliciale avente realizzazione geometrica omeomorfa a
quella del complesso K. Dal punto di vista combinatorio, questo si-
gnifica che ogni CW-complesso regolare finito può essere riguarda-
to come poset senza alcuna perdita di informazione topologica
(cfr., ad es. [7]).
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3.3. Smantellabilità, collassabilità e contraibilità.

Nell’ambito della teoria dei poset, la nozione di collassabilità am-
mette una versione più «intrinseca», e, sotto certi aspetti, più effica-
ce dal punto di vista algoritmico: la nozione di smantellabilità.

Dato un poset P , un elemento x�P si dice irriducibile se il sotto-
poset PEx4 ]p�P ; pEx( ammette massimo, ovvero se il sottopo-
set PDx4 ]p�P ; pDx( ammette minimo. Se x�P è un irriducibi-
le, l’operazione di passaggio da P a P2 ]x(, cioè l’operazione di
«eliminazione» dell’elemento x , si dice smantellamento elementare
di P rispetto ad x. È una verifica elementare, seppure leggermente
laboriosa, riconoscere che il complesso di catene D(P2 ]x() è otte-
nibile tramite una sequenza finita di collassamenti elementari dal
complesso di catene D(P) e, quindi, che NPN e NP2 ]x(N hanno lo
stesso tipo di omotopia semplice.

In generale, diremo che un poset P è smantellabile se, mediante
una sequenza finita di smantellamenti elementari, è possibile ridur-
re P ad un singolo punto. Da quanto appena detto, se P è smantella-
bile, allora il suo complesso di catene D(P) è collassabile ad un pun-
to, e, quindi, il poliedro NPN è contraibile. Tuttavia, si deve osservare
che, se un poset P ha complesso di catene D(P) collassabile, è in ge-
nerale FALSO che P sia smantellabile.

Notiamo che il poset descritto nell’esempio 2 risulta smantellabi-
le: possiamo infatti eliminare il punto d , quindi il punto a , infine il
punto b ottenendo così il poset banale costituito dal solo punto c. Si
apprezzi, mediante questo semplicissimo esempio, come sia (quando
possibile) più agevole verificare la smantellabiltà di un poset piutto-
sto che la collassabilità del suo complesso di catene.

OSSERVAZIONE 3. – Ancora la «casa con due stanze» (cfr. 2.2), pas-
sando alla suddivisione baricentrica, permette anche di riconoscere
facilmente che sono, in generale, FALSE le seguenti implicazioni:

i) dato un poset P , se NPN è contraibile, allora P è smantellabile.

ii) dato un poset P , se NPN è contraibile, allora il complesso
delle catene D(P) è collassabile.
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3.4. Sul Lemma del supporto contraibile.

Descriveremo ora una versione del «Lemma del supporto con-
traibile» formulata nel linguaggio dei poset, ed alcune sue utili
conseguenze.

Siano (P , G) e (Q , G) posets. Una funzione C che applica catene
di P in sottospazi topologici di NQN si dirà un supporto contraibile da
D(P) al poliedro NQN se:

i) per ogni catena s�D(P), C(s) è contraibile;

ii) se t , s�D(P) e t’s , allora C(t) ’C(s).

ESEMPIO 4. – Sia (P , G) un poset, e sia p�P. Il sottoinsieme

PFp4 ]p 8�P ; p 8Fp( (PGp4 ]p 8�P ; p 8Gp()

si dice filtro principale generato da p (ideale principale generato
da p). La realizzazione geometrica NPFpN (NPGpN), come sottopo-
liedro di NPN , è un cono sul vertice p, e, quindi, risulta contraibile.

La funzione che applica ogni catena s di P nel sottopoliedro
NPFmin sN (NPGmax sN) è un supporto contraibile da D(P) a NPN.

Siano (P , G) e (Q , G) posets. Dato un supporto contraibile C da
D(P) a NQN , una funzione continua

F : NPNKNQN

ha supporto C se, per ogni catena s di P , risulta:

F[NsN] ’C(s) .

PROPOSIZIONE 1. – (Lemma del supporto contraibile) Sia C un
supporto contraibile da D(P) a NQN. Allora:

i) esiste una funzione continua F : NPNKNQN avente sup-
porto C;

ii) se F , G : NPNKNQN sono funzioni continue aventi en-
trambe supporto C, allora F e G sono omotope.
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APPLICAZIONE 1. – Siano f , g : PKQ funzioni monotone tali
che f(p)Fg(p), per ogni p�P . Allora le realizzazioni geometriche

NfN , NgN : NPNKNQN

sono funzioni continue omotope.
Infatti, considerato il supporto contraibile da D(P) a NQN così

definito:

Cg (s) 4NQFmin g(s) N , per ogni catena s di P ,

è immediato riconoscere che NfN e NgN hanno entrambe supporto Cg .

APPLICAZIONE 2. – (Poset conicamente contraibili).
Un poset P si dice conicamente contraibile su x0�P se esiste un

punto x0�P tale che l’estremo superiore x0Sp delle coppie ]x0 , p(
(l’estremo inferiore x0Rp) esista in P , per ogni p�P.

Notiamo che, se P è conicamente contraibile, allora NPN è con-
traibile. Di fatto è sufficiente osservare che le funzioni

f , g : PKP , f(p) 4x0Sp , g(p) 4x0 , per ogni p�P ,

e la funzione identità 1P sono funzioni monotone tali che

f(p) F1P (p) e f(p) Fg(p) per ogni p�P .

Perciò

NfNCN1PN e NfNCNgN ,

e quindi, per transitività, la funzione identità N1PN e la funzione
costante NgN sono omotope.

COROLLARIO 1. – Se P ha massimo 1 (ha minimo 0), allora P è
conicamente contraibile su 1 (su 0). Di conseguenza, NPN è
contraibile.

COROLLARIO 2. – Sia P un poset. Sia x0�P un suo punto tale
che, per ogni p�P , risulti

pFx0 ovvero pGx0 .

Allora P è conicamente contraibile su x0 e, quindi, NPN è contraibile.
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ESEMPIO 5. – Si consideri il seguente poset P:

Il complesso di catene D(P) ha dimensione 3, per cui lo spazio
euclideo di dimensione minima nel quale sia possibile realizzare
geometricamente D(P) è R 3. Ad esempio, il poliedro NPN è rappre-
sentabile in R 3 come segue:

Si noti che, a norma del Corollario 2, il poliedro rappresentato
in figura è evidentemente contraibile (di fatto, è un cono sul vertice
x0 ).

Tuttavia, in generale, se P è un poset conicamente contraibile, la
sua realizzazione geometrica NPN non è necessariamente un cono.
Ad esempio il seguente poset è conicamente contraibile su x0 :

D’altra parte, la sua realizzazione geometrica, qui rappresentata
in R 1 ,

non è un cono.
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4. – La condizione Cohen-Macaulay.

A conclusione di questo primo lavoro, anticipiamo alcune osser-
vazioni (corredate da esempi) il significato delle quali potrà essere
pienamente apprezzato durante la lettura del secondo lavoro.

Fondamentalmente, è interessante sapere che ampie classi di po-
set (assai rilevanti dal punto di vista combinatorio) hanno realizza-
zione geometrica molto «regolare» e semplicemente classificabile.

A titolo di esempio, descriveremo la classe dei complessi simpliciali
omotopicamente Cohen-Macaulay (nozione essenzialmente dovuta a
D. Quillen, [21]) e vedremo come ampie classi di poset abbiano com-
plesso di catene che risulta omotopicamente Cohen-Macaulay.

4.1. Bouquet di sfere e poset Cohen-Macaulay.

Un p-bouquet di k-sfere può essere definito come un poliedro co-
struito mediante p sfere di dimensione k che si «incollano» in uno ed
un solo vertice comune.

Ad esempio, la figura seguente rappresenta un 3-bouquet di 1-sfere:

Notiamo che, considerata la k-sfera S k , risulta x(S k)411(21)k.
Poichè la caratteristica di Eulero è chiaramente additiva sull’unione
disgiunta di poliedri, si deduce immediatamente che la caratteristica
di Eulero di un p-bouquet di k-sfere vale 11 (21)k p.

Un complesso simpliciale D puro di dimensione d (cioè tale che
tutti i suoi simplessi massimali siano della medesima dimensione d)
si dice omotopicamente Cohen-Macaulay se la realizzazione geo-
metrica di D è omotopicamente equivalente ad un bouquet di d-sfere
ed, inoltre, per ogni simplesso s�D di dimensione k , il complesso
simpliciale (detto link di s in D)

lkD (s) 4 ]t�D ; tOs4R e tNs�D(

risulta omotopicamente equivalente ad un bouquet di (d2k21)-
sfere. Consistentemente, un poset P si dice omotopicamente Cohen-
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Macaulay se il suo complesso di catene D(P) è omotopicamente
Cohen-Macaulay.

4.2. Reticoli semimodulari.

Sia L un poset che risulti anche un reticolo (poset per cui ogni
coppia di elementi ]x , y( ammette sia estremo inferiore xRy che
estremo superiore xSy). Si dice che L è dotato di rango se, per
ogni coppia di elementi x , y� L, xGy , qualsiasi catena massimale
avente minimo x e massimo y risulta della medesima cardinalità.
Sotto questa ipotesi, possiamo definire rango di un elemento x� L

l’intero

r(x) 4 l l--s21 ,

ove s è una qualsiasi catena massimale avente per minimo il minimo
0 di L e per massimo l’elemento x.

Il reticolo L si dice semimodulare se la condizione «di Gras-
smann»

r(x)1r(y) Fr(xRy)1r(xSy)

è verificata, per ogni x , y� L.
I reticoli semimodulari formano una classe amplissima, ed ap-

paiono in modo naturale nei più svariati ambiti della Combinatoria e
delle sue applicazioni.

TEOREMA 1 (Björner, 1980). – Sia L un reticolo semimodulare e
denotiamo con L× il poset ottenuto da L rimuovendo il minimo 0 ed
il massimo 1. Il poset L× è omotopicamente Cohen-Macaulay.

ESEMPIO 6. – Sia V d
q uno spazio vettoriale di dimensione d sul

campo finito Fq a q elementi. Sia L(V d
q ) il reticolo dei sottospazi di

V d
q , ordinati per inclusione. Allora L(V d

q ) è ovviamente semimodu-
lare e, quindi, il poset L×(V d

q ) è omotopicamente Cohen-Macaulay.
Mediante la teoria delle funzioni di Möbius (cfr., ad es. [1]), si
verifica agevolmente che la caratteristica di Eulero del complesso

di catene D(L×(V d
q )) è data dall’intero (21)d q

d(d21)

2 11; ne conse-
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gue che la realizzazione geometrica N L×(V d
q )N è un poliedro omoto-

picamente equivalente ad un bouquet di sfere di dimensione d22,

ed il numero delle sfere di tale bouquet è dato dall’intero q
d(d21)

2 .

In conclusione, osserviamo che la proprietà di essere omotopica-
mente Cohen-Macaulay, a dispetto dell’apparenza, non è di natura
topologica, bensì di natura combinatoria. Più precisamente, il sussi-
stere o meno di questa proprietà non dipende solo dalla classe di
omeomorfismo del poliedro in esame, ma dal particolare complesso
simpliciale utilizzato per realizzarlo geometricamente. Un esempio
di questa situazione è dato dalla celebre 5-sfera di Edwards (cfr., ad
es. [10]): questo poliedro realizza geometricamente appunto una 5-
sfera, e si ottiene per «doppia sospensione» di un 3-complesso K
(detto «sfera di omologia») non omotopicamente equivalente ad un
bouquet di 3-sfere, ma avente sequenza di omologia isomorfa a quel-
la di una 3-sfera. Questo complesso K compare ovviamente come
link di un 2-simplesso della sfera di Edwards, contraddicendo per-
ciò la condizione «Cohen-Macaulay omotopica». D’altra parte, la
realizzazione geometrica di una k-sfera come bordo di un k-simples-
so fornisce sempre, ovviamente, complessi simpliciali omotopica-
mente Cohen-Macaulay.

È fondamentale ricordare che, a fianco della nozione di comples-
so omotopicamente Cohen-Macaulay, si ha la nozione di complesso
omologicamente Cohen-Macaulay, che si ottiene sostituendo alla
condizione «omotopicamente equivalente» la condizione «omologica-
mente equivalente». Già la condizione «Cohen-Macaulay omologi-
ca», evidentemente più debole di quella omotopica, risulta assoluta-
mente cruciale nelle applicazioni combinatorie. Di fatto, la condizio-
ne «Cohen-Macaulay omologica» fornisce un affascinante esempio
di «circuito virtuoso» tra tre apparentemente diverse branche della
Matematica: la Combinatoria, la Topologia e l’Algebra Commutati-
va. Infatti, in virtù di un importante teorema dovuto a G. A. Reisner
(1976, [18]), la condizione «Cohen-Macaulay omologica» per un com-
plesso simpliciale D è equivalente alla classica condizione Cohen-
Macaulay (nell’usuale senso dell’algebra commutativa) per il cosid-
detto «anello di Reisner-Stanley» del complesso D (cfr., ad es. [8]).



A. BRINI548

Dal punto di vista combinatorio, i complessi ed i poset Cohen-Ma-
caulay godono di una straordinaria ricchezza di proprietà. Storica-
mente, la evidenza della centralità dei complessi (omologicamente)
Cohen-Macaulay si manifestò con la soluzione affermativa (Stanley,
1976 [23]) della celebre «Upper Bound Conjecture for Spheres». At-
tualmente, la «teoria Cohen-Macaulay» costituisce uno dei capitoli
più affascinanti e meglio sviluppati della Combinatoria Algebrica
(cfr., ad es. [8]).

Infine, ricordiamo che, mentre la condizione Cohen-Macaulay omo-
topica non è invariante a meno di omeomorfismo, la condizione Cohen-
Macaulay omologica lo è; in sintesi, il sussistere o meno della condizio-
ne omologica non dipende dal particolare complesso simpliciale utiliz-
zato per realizzare geometricamente un poliedro, ma soltanto dalla
classe di omeomorfismo del poliedro stesso (cfr., ad es. [7]).

5. – Elementi di Topologia Simpliciale.

In questa sezione di carattere elementare, il Lettore che even-
tualmente non abbia familiarità con i concetti e risultati basici della
Topologia Simpliciale potrà trovare, ci auguriamo, tutti gli elementi
atti a rendere agevole la comprensione delle sezioni precedenti. Il
Lettore familiare con questa materia è, ovviamente, consigliato di
ometterne la lettura. Informalmente, l’idea alla base della topologia
simpliciale è quella di descrivere spazi topologici come risultato di
un «processo di assemblamento», effettuato secondo ben precise re-
gole, di spazi elementari, detti simplessi (punti, segmenti, triangoli,
tetraedri, ecc.). Questi assemblamenti sono detti complessi simpli-
ciali e gli spazi così rappresentati sono detti poliedri.

5.1. Punti geometricamente indipendenti.

Un insieme di punti A=]a0 , a1 , R , an( nello spazio vettoriale
R m (mFn) si dice geometricamente indipendente (o, affinemente
indipendente) se e solo se i vettori

a12a0 , a22a0 , R , an2a0

risultano linearmente indipendenti nello spazio vettoriale R m.
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È di fatto immediato riconoscere che sussiste il seguente:

LEMMA 1. – L’insieme A=]a0 , a1 , R , an( è un insieme geome-
tricamente indipendente se e solo se, per ogni scelta degli scalari
ti , i40, 1 , R , n , le condizioni

!
i40

n

ti40 e !
i40

n

ti ai4 0 �R m

implicano che t04 t14R4 tn40.

5.2. Sottospazi affini generati da punti geometricamente indipen-
denti.

Sia A=]a0 , a1 , R , an( un insieme geometricamente indipen-
dente in R m , mFn .

Notiamo esplicitamente che, in virtù del Lemma 1, questo equiva-
le ad asserire che, per ogni j40, 1 , R , n , l’insieme della forma

]ai2aj ; ic j , i41, 2 , R , n(

risulta linearmente indipendente in R m.
Grazie a questa osservazione, sia l’ordine a0 , a1 , R , an dei punti

di A , sia la conseguente scelta del punto «privilegiato» a0 , risultano
irrilevanti.

Tuttavia, nel seguito, per semplicità di esposizione, manterremo
talvolta la notazione «ordinata» A=]a0 , a1 , R , an(.

Sia A=]a0 , a1 , R , an( un insieme di punti geometricamente in-
dipendenti. L’insieme dei punti bAc esprimibili nella forma

x4 !
i40

n

ci ai , !
i40

n

ci41(̃ )

si dice sottospazio affine di R m generato dai punti ]a0 , a1 , R , an(.
Si noti che, in virtù del Lemma 1, la rappresentazione ( * ) di un

punto x�bAc è evidentemente unica. I coefficienti reali ci , i4
0, 1 , R , n , sono detti coordinate baricentriche di x rispetto all’in-
sieme A.
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Un punto x�R m è esprimibile nella forma (̃ ) se e solo se è espri-
mibile (evidentemente in modo unico) nella forma

x4a01 !
i41

n

ti (ai2a0 ), ti�R .(̃ )̃

Inoltre, si ha

x4a01 !
i41

n

ti (ai2a0 ) 4 !
i40

n

ci ai , !
i40

n

ci41

se e solo se

t14c1 , R , tn4cn , c0412 !
i41

n

ti .

5.3. Trasformazioni pseudoaffini.

Siano A=]a0 , a1 , R , an( %R m e B=]b0 , b1 , R , bq( %R p due
sottoinsiemi geometricamente indipendenti di R m e R p , rispettiva-
mente.

Sia f : AKB una funzione e si consideri l’applicazione lineare
F (dal sottospazio vettoriale di R m generato dai vettori a12a0 ,
a22a0 , R , an2a0 al sottospazio vettoriale di R p generato dai vet-
tori b12b0 , b22b0 , R , bq2b0) univocamente determinata dalle
condizioni

F(ai2a0 ) 4 f(ai )2 f(a0 ), i41, 2 , R , n .

Si consideri la applicazione (detta trasformazione pseudoaffine)

Af : bAc K bBc

dal sottopospazio affine bAc ’R m al sottopospazio affine bBc ’R p

così definita:

Af (x) 4F(x2a0 )1 f(a0 ), x�bAc .
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Di fatto, poichè x�bAc può essere scritto, in modo unico, nella
forma

x4a01 !
i41

n

ti (ai2a0 )

e

Af (x) 4Fg!
i41

n

ti (ai2a0 )h1 f(a0 ) 4 !
i41

n

ti ( f(ai )2 f(a0 ))1 f(a0 ) ,

il punto Af (x) appartiene al sottospazio affine bBc di R p generato
dai punti b0 , b1 , R , bq .

Essendo Af composizione di una applicazione lineare e di due tra-
slazioni, essa è evidentemente una applicazione continua da bAc a
bBc, riguardati come spazi topologici indotti dalle metriche euclidee
di R m e R p , rispettivamente. Inoltre, Af risulta un omeomorfismo da
bAc sulla sua immagine se solo se f : AKB è iniettiva.

Si noti che l’applicazione Af ammette una elegante rappresenta-
zione, detta forma chiusa, in termini di coordinate baricentriche: se

x4 !
i40

n

ci ai , !
i40

n

ci41 ,

allora

Af (x) 4 !
i40

n

ci f(ai ) 4 !
i40

n

ci Af (ai ), !
i40

n

ci41 .

In particolare, Af è l’unica trasformazione pseudoaffine da bAc
a bBc tale che Af (ai ) 4 f(ai ), per ogni i40, 1 , R , n.

Ricordiamo che, dalla discussione precedente, risulta chiaro che
l’ordine dei punti geometricamente indipendenti a0 , a1 , R , an , così
come la scelta del punto «privilegiato» a0 , è irrilevante.

In termini formali, abbiamo:
(1) Sia A4 ]a0 , a1 , R , an( un insieme di punti geometricamente

indipendenti in R m. Un punto x�R m appartiene al sottospazio affi-
ne generato da A se e solo se x può essere espresso (in modo unico)
nella forma

x4 !
a�A

ca (x) a , !
a�A

ca (x) 41 .
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(2) Consistemente, la trasformazione Af può essere espressa nel
modo seguente:

Af (x) 4Afg !
a�A

ca (x) ah4 !
a�A

ca (x) f(a), !
a�A

ca (x) 41 .

5.4. Simplessi e mappe simpliciali

La nozione di mappa simpliciale viene presentata, in letteratura,
in modi diversi, a seconda degli sviluppi che si prevede trarne; in
questa esposizione, intenzionalmente, adotteremo la definizione
«rigida» di Munkres [12], al fine di enfatizzare l’apparente dualismo,
ma anche, di fatto, la sinergia tra l’approccio combinatorio e l’ap-
proccio topologico.

Sia A4 ]a0 , a1 , R , an( un insieme di punti geometricamente in-
dipendenti di R m, mFn .

L’insieme

s4mx4 !
i40

n

ci ai ; !
i40

n

ci41, ciF0, i40, 1 , R , nn
si dice simplesso di R m generato da a0 , a1 , R , an .

Gli elementi a0 , a1 , R , an si dicono vertici del simplesso s . L’in-
sieme dei vertici di s verrà denotato con V(s); l’intero n si dice di-
mensione del simplesso s .

Ricordiamo due fatti fondamentali, seppur elementari, relativi ai
simplessi.

i) Il simplesso s è un compatto convesso di R m . Inoltre s è l’inter-
sezione di tutti i convessi di R m contenenti i punti a0 , a1 , R , an .

ii) Dati due simplessi s e t , essi coincidono se e solo se V(s) 4
V(t). In sintesi, l’insieme dei vertici di un simplesso è univocamente
determinato dal simplesso stesso, e viceversa.

Ogni simplesso generato da un sottoinsieme non-vuoto di V(s) si
dice faccia del simplesso s . Una faccia si dice propria se è diversa
da s; l’unione di tutte le facce proprie di s , denotata con Bd(s), si di-
ce bordo di s. L’insieme s2Bd(s) si dice interno del simplesso s , e
si denota col simbolo Int(s).

Siano s e t simplessi di R m ed R p , rispettivamente.
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Posto V(s) 4 ]a0 , a1 , R , an(, V(t) 4 ]b0 , b1 , R , bq(, sia

f : V(s) KV(t)
una applicazione.

Sia Af la trasformazione pseudoaffine dal sottospazio affine gene-
rato da V(s) al sottospazio affine generato da V(t) tale che

Af (ai ) 4 f(ai ), i40, 1 , R , n
o, equivalentemente,

Afg!
i40

n

ci aih4 !
i40

n

ci f(ai ), !
i40

n

ci41 .

PROPOSIZIONE 2. – La restrizione di Af a s induce una applica-
zione continua e suriettiva da s alla faccia di t generata dall’insie-
me di vertici ] f(ai ); i40, 1 , R , n( ’V(t). Tale applicazione risul-
ta iniettiva se e solo se f è iniettiva. In particolare, Af risulta essere
un omeomorfismo da s a t se e solo se f è una biiezione.

L’applicazione ristretta Af : sKt si dice mappa simpliciale in-
dotta dalla mappa sui vertici f.

5.5. Complessi simpliciali e poliedri.

Nel seguito, diremo complesso simpliciale K in R m una collezio-
ne finita di simplessi di uno stesso spazio euclideo R m tale che:

i) ogni faccia di un simplesso in K appartiene a K;

ii) dati s e d simplessi in K, se sOdcf , allora sOd è un sim-
plesso in K e sOd è faccia sia di s che di d.

ESEMPIO 7. – Se s è un simplesso di R m , allora la collezione K
di tutte le sue facce è un complesso simpliciale.

È importante notare che un complesso simpliciale K in R m non è
uno spazio topologico; K è semplicemente un insieme i cui elementi
sono simplessi. Tuttavia l’insieme dei punti di R m che giacciono in
almeno un simplesso di K , munito della topologia indotta dalla topo-
logia euclidea di R m , è uno spazio topologico, detto poliedro o rea-
lizzazione geometrica di K e denotato con NKN; si noti che, consiste-
mente con la precedente notazione, NKN4 0

s�K
s%R m .
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Ad esempio, dato un simplesso s di R m , s non è un complesso
simpliciale; tuttavia possiamo formare il complesso simpliciale K(s)
costituito da s e da tutte le sue facce e chiaramente risulta
s4NK(s)N .

5.6. Sottocomplessi, vertici e sottopoliedri.

Dato un complesso simpliciale K , un sottoinsieme L dell’insieme
dei simplessi di K si dice sottocomplesso se è verificata la seguente
condizione: se s�L e t è una faccia di s , allora t�L .

Ogni simplesso 0-dimensionale del complesso K si dice vertice:
l’insieme dei vertici di K è un sottocomplesso di K e verrà indicato
con il simbolo V(K); consistentemente con la precedente notazione ,
se s è un simplesso, allora V(s) 4V(K(s)).

Dato un sottocomplesso L di K , il poliedro NLN si dice sottopolie-
dro di NKN ; NLN è un sottospazio compatto di NKN .

5.7. Rappresentazione baricentrica di un poliedro.

Sia K un complesso simpliciale. Dato un punto x�NKN , si dice
simplesso minimo di x il simplesso di K così definito:

d x4Os ,
ove l’intersezione è estesa a tutti i simplessi s�K tali che x�s.

PROPOSIZIONE 3. – Sia s�K , x�R m con x�NKN .
Allora s4d x se e solo se

x4 !
v�V(s)

cv(x) v , !
v�V(s)

cv(x) 41 ,

con cv(x) D0 per ogni v�V(s).

Sia s�K , x�R m con x�NKN . La rappresentazione

x4 !
v�V(K)

cv(x) v , !
v�V(K)

cv(x) 41, con cv(x) 40 se v�V(d x)

si dice rappresentazione baricentrica del punto x rispetto al poliedro
NKN . Chiaramente, a meno di termini nulli, la rappresentazione bari-
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centrica di x rispetto a K coincide con la rappresentazione baricentrica
rispetto al simplesso minimo d x ed è quindi unica; i coefficienti cv(x) si
dicono coordinate baricentriche del punto x rispetto al poliedro
NKN .

LEMMA 2. – Sia X spazio topologico. Una funzione f : NKNKX è
continua se e solo se le sue restrizioni f/s sono continue, per ogni sim-
plesso s�K .

DIMOSTRAZIONE. – Una implicazione è ovvia.
Sia ora C un chiuso di X. Poichè

f 21(C) 4 0
s�K

( f 21(C)Os) 4 0
s�K

( f/s)21(C)

e le restrizioni f/s sono continue, allora f 21(C) è unione finita di chiusi e
quindi è chiuso. Perciò la funzione f è continua su NKN .

5.8. Schema dei vertici.

Sia K un complesso simpliciale, V(K) il suo insieme dei vertici. La
collezione di sottoinsiemi di V(K) così definita:

w(K) 4 ]V(d); d�K(

si dice schema dei vertici del complesso K.
In altri termini un sottoinsieme di V(K) è elemento di w(K) se e solo

se genera un simplesso in K.

PROPOSIZIONE 4. – Siano K ed H complessi simpliciali e sia

f : V(K) KV(H)

una funzione tale che

f [A] �w(H) per ogni A�w(K) .

Allora f si estende canonicamente alla funzione continua

Gf : NKNKNHN

ponendo

Gf(x) 4 !
v�V(K)

cv(x) f(v) ,
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ove

x4 !
v�V(K)

cv(x) v

è la rappresentazione baricentrica del punto x�NKN.

DIMOSTRAZIONE. – La applicazione Gf è ben definita, per l’unicità
della rappresentazione baricentrica.

Sia ora d un simplesso di K , da cui f [V(d)] �w(H). Sia t il simplesso
di K generato dai vertici di f [V(d)]. Per il Lemma 2 la restrizione di Gf

a d agisce come segue:

Gf(x) 4 !
v�V(d)

cv(x) f(v) ,

per ogni x�d.
Perciò tale restrizione è una mappa simpliciale (suriettiva) da d a t

ed, in quanto tale, risulta continua. Dal Lemma 2, Gf : NKNKNHN è
continua.

La applicazione Gf è detta mappa simpliciale da NKN a NHN indotta
da f. È immediato verificare che la composizione di mappe simpliciali è
ancora una mappa simpliciale.

Infine si ha:

COROLLARIO 3. – Siano K ed H complessi simpliciali. Sia
f : V(K) KV(H) una funzione biiettiva tale che

A�w(K) se e solo se f [A] �w(H) .

Allora la mappa simpliciale Gf indotta da f è un omeomorfismo da
NKN a NHN .

In questo caso diremo che Gf è un omeomorfismo simpliciale e che
NKN e NHN sono simplicialmente omeomorfi. Chiaramente, la relazio-
ne essere simplicialmente omeomorfi è una relazione di equivalen-
za.

5.9. Complessi astratti e complessi geometrici.

Sia S un insieme finito. Un complesso simpliciale astratto G(S) su S
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è una collezione di sottoinsiemi non-vuoti di S che soddisfa la seguente
condizione:

se A1’A2�G(S), allora A1�G(S) .

Ad esempio, lo schema dei vertici w(K) di un complesso simpliciale
K in R m è un complesso simpliciale astratto G(V(K)), detto astrazione
di K .

Dualmente, dato un complesso simpliciale astratto G(S), un com-
plesso simpliciale K in R m si dice realizzazione di G(S), ed il poliedro
associato NKN si dice realizzazione geometrica di G(S), se e solo se esi-
ste una biiezione

f : SKV(K)

tale che sia verificata la condizione:

f [A] �w(K) se e solo se A�G(S), per ogni A’S .

PROPOSIZIONE 5. – Ogni complesso simpliciale astratto G(S) con
k11 vertici ammette una realizzazione in R h , hFk. Inoltre, se K1 e
K2 sono realizzazioni di G(S), allora esiste un omeomorfismo simpli-
ciale dal poliedro NK1N al poliedro NK2N .

ESEMPIO 8. – Consideriamo il complesso simpliciale astratto

G(]a , b , c , d() 4

]]a(, ]b(, ]c(, ]d(, ]a , b(, ]a , c(, ]b , c(, ]a , d(, ]a , b , c(( .

Una sua realizzazione geometrica può essere rappresentata in in R 3

come segue:

Due complessi simpliciali astratti G(S) e G(T) si dicono isomorfi se
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esiste una biiezione h : SKT tale che

h[A] �G(T) se e solo se A�G(S), per ogni A’S .

PROPOSIZIONE 6. – Siano G(S) e G(T) complessi simpliciali isomor-
fi e siano K e H loro realizzazioni. Allora i poliedri NKN e NHN sono
simplicialmente omeomorfi.

Viceversa, dati due complessi simpliciali K e H , se NKN , NHN sono
simplicialmente omeomorfi, allora i complessi simpliciali astratti w(K)
e w(H) sono isomorfi.

In generale, dati due complessi simpliciali astratti G(S) e G(T) una
funzione

f : SKT

si dice applicazione simpliciale formale se

A�G(S) implica f [A] �G(T) .

Dalla precedente discussione, segue che, date due realizzazioni
geometriche NG(S)N e NG(T)N , l’applicazione simpliciale formale f defi-
nisce canonicamente una mappa simpliciale

NfN : NG(S)NKNG(T)N .

5.10. Funzioni omotope e spazi omotopicamente equivalenti.

Dati due spazi topologici X e Y , una applicazione f : XKY si dice
omeomorfismo se e solo se f è biiettiva e sia f che la sua inversa f 21 ri-
sultano continue. Due spazi X ed Y si dicono omeomorfi, e scriveremo
X`Y , se esiste almeno un omeomorfismo da X ad Y; ovviamente, la
relazione di omeomorfismo è una relazione di equivalenza su ogni in-
sieme di spazi topologici.

Due funzioni continue f , g : XKY si dicono omotope se esiste
una funzione continua

F : X3 [0, 1] KY

tale che

F(x , 0) 4 f(x) e F(x , 1) 4g(x) per ogni x�X .
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La funzione F si dice omotopia e scriveremo fCg per indicare
che f e g sono omotope.

PROPOSIZIONE 7. – Sia X uno spazio topologico. Sia Y un sottospa-
zio topologico di R m , e siano f , g : XKY due funzioni. Se, per ogni
x�X , f(x) e g(x) possono essere congiunti da un segmento lineare in
Y , allora fCg .

Due spazi X ed Y si dicono omotopicamente equivalenti se esistono
due funzioni continue f : XKY e g : YKX tali che g i fC1X e
f i gC1Y , ove 1X e 1Y denotano le funzioni identiche su X ed Y , rispetti-
vamente. La relazione essere omotopicamente equivalenti è una rela-
zione di equivalenza su ogni insieme di spazi e la coppia ( f , g) si dice
«coppia di omotopia» tra X e Y. Se X ed Y sono omotopicamente equi-
valenti, scriveremo XCY. Ovviamente, se X`Y , allora XCY , ma
non viceversa: la condizione di equivalenza omotopica è perciò stretta-
mente più debole della condizione di equivalenza per omeomorfismo.

5.11. Spazi contraibili e supporti contraibili.

Uno spazio topologico X si dice contraibile se e solo se X è omotopi-
camente equivalente ad un punto; si riconosce immediatamente che
uno spazio X è contraibile se e solo se esiste una funzione costante
c : XKX tale che cC1X .

ESEMPIO 9. – Ogni simplesso s di R m è contraibile. Infatti, scelto
un suo vertice v�V(s) e considerata la funzione costante c : XKX ,
c(x) 4v , x�X , la funzione

F : s3 [0, 1] Ks F(x , t) 4v1t(x2v), x�s , t� [0, 1]

è una omotopia tale che

F(x , 0) 4c(x) 4v e F(x , 1) 41X(x) 4x , per ogni x�X .

DEFINIZIONE 1. – Siano K un complesso simpliciale, X uno spazio
topologico. Una funzione C che applica simplessi di K in sottospazi di
X si dice un «supporto contraibile» da K ad X se:
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i) per ogni simplesso s di K , C(s) è un sottospazio contraibile
di X ;

ii) se t è una faccia di s�K , allora C(t) ’C(s).

DEFINIZIONE 2. – Diremo che una funzione continua f : NKNKX
ha supporto C se, per ogni simplesso s in K , risulta

f [s] ’C(s) .

PROPOSIZIONE 8. – (Lemma del supporto contraibile)
Sia C un supporto contraibile da K ad X . Allora esiste almeno una

funzione continua f : NKNKX avente supporto C. Inoltre, se
f , g : NKNKX sono funzioni continue aventi entrambe supporto C,
allora f e g sono omotope.

ESEMPIO 10. – Sia K un complesso simpliciale in R m e sia v�V(K)
un suo vertice. Diremo che K è un CONO su v se, per ogni simplesso
s�K , il simplesso generato dai vertici di s e da v (denotato, per brevi-
tà e con abuso di notazione, con il simbolo vNs) è ancora un sim-
plesso in K ; consistentemente, diremo anche che il poliedro NKN è un
CONO sul vertice v.

Applicando il Lemma del supporto contraibile, verifichiamo
che NKN è uno spazio contraibile. Di fatto, è sufficiente osservare
che la funzione C che applica ogni simplesso s�K nel simplesso
vNs’R m è un supporto contraibile da K ad R m ; inoltre, sia
la funzione identità 1NKN : NKNKR m , sia la funzione costante
c : NKNKR m , c(x) 4v , per ogni x�NKN , sono funzioni continue
aventi entrambe supporto contraibile C. Perciò 1NKNCc e quindi la
realizzazione geometrica NKN del cono K risulta contraibile.

5.12. La Caratteristica di Eulero.

Sia NKN un poliedro, realizzazione geometrica del complesso simpli-
ciale K , e sia n la dimensione di K , vale a dire la massima dimensione
di un simplesso in K.
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Si definisce caratteristica di Eulero del poliedro NKN l’intero così
definito:

x(NKN) 4 !
i40

n

(21)i si ,

ove, per definizione,

si4 l l--]s�K ; s simplesso di dimensione i( .

Inoltre, si definisce caratteristica di Eulero ridotta del poliedro
NKN l’intero:

x 0(NKN) 4x(NKN)21 .

Ricordiamo che la caratteristica di Eulero è un invariante topologi-
co; in termini formali, se NK1N e NK2N sono poliedri omeomorfi, allora
x(NK1N) 4x(NK2N).

Di più, la caratteristica di Eulero è un invariante omotopico; in ter-
mini formali, se NK1N e NK2N sono poliedri omotopicamente equivalenti,
allora x(NK1N) 4x(NK2N).

ESEMPIO 11. – Se NKN è contraibile, allora x(NKN)41 e x 0(NKN)40.

Infine, ricordiamo la cosiddetta Formula di Eulero-Poincarè:

PROPOSIZIONE 9. – Sia (Hn(NKN))n�N la successione dei gruppi di
omologia del poliedro NKN. Sussiste l’identità:

x(NKN) 4 !
i40

Q

(21)i b i ,

ove, per definizione:

b i4rank (Hi(NKN)), per ogni i�N .

Gli interi naturali b i sono detti numeri di Betti. Dalla Proposizione
9 segue immediatamente che la caratteristica di Eulero è anche un in-
variante omologico. Ricordiamo inoltre che la condizione NK1NCNK2N
implica che Hi(NK1N) `Hi(NK2N) per ogni i.
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Riepilogando, abbiamo:

NK1N`NK2N ¨ NK1NCNK2N ¨

Hi(NK1N) `Hi(NK2N) (i ¨ x(NK1N) 4x(NK2N) .

Tuttavia, in generale, non sussistono le implicazioni inverse. In
simboli:

x(NK1N) 4x(NK2N) Ö Hi(NK1N) `Hi(NK2N) (i Ö

NK1NCNK2N Ö NK1N`NK2N .

OSSERVAZIONE 4. – Come appena osservato, l’invariante combina-
torio/topologico «caratteristica di Eulero» in generale non classifica,
nè per equivalenza omotopica nè tantomeno per omeomorfismo, i
poliedri.

Tuttavia, per una classe particolare ma assai rilevante di poliedri,
questo fatto è essenzialmente vero: le superficie (o, 2-varietà) connes-
se e compatte (cfr., ad as. [11]). Per semplicità, ci limitiamo a menzio-
nare il risultato relativo alle superficie senza bordo, sebbene un risul-
tato simile sussista anche nel caso delle 2-varietà con bordo (cfr., ad
es. [11], pag. 108).

TEOREMA 2. – Siano S1 ed S2 superficie connesse, compatte e senza
bordo. Allora S1 ed S2 sono omeomorfe se e solo se x(S1) 4x(S2) ed en-
trambe orientabili oppure non orientabili.
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