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Risultati di esistenza, molteplicita e perturbazione
dalla simmetria per problemi ellittici quasilineari associati
a funzionali non regolari.

MARCO SQUASSINA

Sia 2 un dominio limitato di R* (n=2) e f : H} (2) — R un funzionale della
forma

flu) = %f Z ;i () Dxiqujudx—fG(x, u) da .
L : b

Q vHJI=
A partire dal celebre lavoro di Ambrosetti-Rabinowitz [1], la teoria dei punti criti-
ci e stata applicata con successo al funzionale f, producendo diversi risultati note-
voli. D’altra parte, 'ipotesi che f : H} (2) — R sia di classe C! risulta essere mol-
to restrittiva per funzionali piti generali del calcolo delle variazioni, come

flu) = fL(.oc, w, Vu) dx — fG(x, u) dx.
Q Q

In particolare, se f ha la forma

n
flu) = lf Z a; (e, u) Dy uD, udx — fG(x, u) dx,
25 =1 Y P
ci possiamo aspettare che f sia di classe C' solamente quando gli a; non dipendo-
no da u. D’altronde, a partire da alcuni lavori di Chang e Marino-Scolozzi, le tec-
niche di punto critico sono state estese a certe classi di funzionali non regolari.
Nel nostro contesto, in cui f & in modo naturale continuo ma non localmente Lip-
schitziano, risulta conveniente applicare la teoria sviluppata da Degiovanni, Mar-
zocchi, Toffe, Katriel, Schwartzman (si veda [2] e i riferimenti inclusi).

Osserviamo che un differente approccio & presente in letteratura, sviluppato
in alcuni lavori di Struwe ed Arcoya-Boccardo. Se consideriamo lo spazio
H}(2)NL~(2) dotato della famiglia di norme

lelly == lloallrzg + ellell. =, & >0,

allora, sotto opportune ipotesi, f & di classe C' in (H{(2)NL>(Q), ||l.) per ogni
€ > 0. Questo consente un procedura di approssimazione con problemi regolari (il
problema originale & ottenuto come limite per ¢ —0). D’altra parte, in vista di risul-
tati di molteplicita, sembra difficile conservare la molteplicita delle soluzioni al limi-
te. In particolare, quando f € pari e soddisfa ipotesi tipo Ambrosetti-Rabinowitz, I'e-
sistenza di infinite soluzioni & stata ottenuta solo con la prima tecnica.

Lo scopo di questa tesi & quello di estendere alcuni risultati di esistenza, none-
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sistenza, molteplicita e perturbazione dalla simmetria per problemi ellittici quasi-
lineari del tipo

n 1 13
= 2 Dylag(, w) Dow) + = X Doy, w) Dyubyu =g, w) in Q
1 1 :

i, j= i, j=
u=0 on 9Q

ed anche per classi pili generali di problemi ellittici

—div(V:L(x, u, Vu)) + D L(x, u, Vu) = g(x, w) in
u=0 on 0%,

incluso il caso in cui g raggiunge la crescita critica rispetto all'immersione di So-
bolev WP () e L™ =P (Q) dove 1 <p <n.

Nella tesi, sono stati ottenuti nuovi risultati per i precedenti problemi nelle
seguenti situazioni:

I) molteplicita di soluzioni per sistemi ellittici quasilineari quadratici nel gra-
diente; esistenza di soluzioni deboli per una classe generale di equazioni di Eule-
ro di funzionali del Caleolo delle Variazioni (si veda per esempio [6]).

II) molteplicita di soluzioni per sistemi ellittici quasilineari quadratici nel gra-
diente con simmetria pari perturbata (g(x, —s) # —g(x, s)); molteplicita di solu-
zioni per equazioni ellittiche quasilineari alla crescita esponenziale con simmetria
perturbata; sistemi ellittici semilineari con simmetria pari perturbata e condizioni
al bordo non omogenee (doppia rottura di simmetria) (si veda per esempio
[4, 8]).

IIT) problemi di tipo jumping per equazioni di Eulero di funzionali del Calcolo
delle Variazioni; problemi di tipo jumping per una classe generale di disequazioni
variazionali (si veda per esempio [3]).

IV) esistenza di soluzioni intere positive per equazioni quasilineari; esistenza
di due soluzioni deboli per equazioni alla crescita critica con addendo sottocritico;
risultati di approssimazione di soluzioni di problemi alla crescita quasicritica (si
veda per esempio [5, 7]).

V) identitd di Pucci-Serrin per soluzioni di classe C.
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