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Applicazione di modelli di cutting e packing
a sistemi manifatturieri.

FABRIZIO MARINELLI

Lo scopo di questa tesi di dottorato è mostrare come i modelli noti di cutting e
packing possano essere applicati con successo a sistemi manifatturieri reali.
Il primo problema affrontato ([1]) è un cutting stock 1-dimensionale con opzione
di giunzione: da un rullo di larghezza w, e in accordo alla distinta base A4]w13r1 ,
w2 3r2 , R , wp 3rp (, dove wi e ri denotano rispettivamente la larghezza e la ri-
chiesta della i-esima parte, si producono componenti rettangolari con larghezza
variabile e altezza costante h. L’item i-esimo della distinta può essere prodotto
utilizzando al più due componenti a e b tali che wa 1wb 4wi .

Posto in forma di riconoscimento il problema è un rilassamento del noto Bin
Packing Problem per il quale vale il seguente

TEOREMA 1. – Il rilassamento di Bin Packing Problem in cui nessuna parte
può essere tagliata in più di due componenti è NP-completo.

Il problema, formulato in termini di PLI, è stato risolto efficientemente ricor-
rendo alla tecnica di Column Generation e utilizzando un pacchetto software
standard.

La differenza rispetto alla classica formulazione di Gilmore e Gomory (vedi
[3]) e agli approcci recenti che includono l’opzione di giunzione (vedi per esempio
[4]) consiste essenzialmente nella seguente procedura di generazione degli sche-
mi di taglio:

1. Genera gli schemi di taglio (o pattern primari) relativi alla Distinta Base A.
Sia A(p3n) 4 ]a j

i ( la matrice intera dove a j
i indica quanti item di tipo i ven-

gono prodotti dal j-esimo pattern primario e sia S4 ]sj �D1 N !
i41

p

a j
i wi 1sj 4

w , 1 G jGn(N ]0( l’insieme di tutti gli sfridi (temporanei) prodotti dai pat-
tern primari.

2. Sia B4 ]u1 , u2 , R , uq ( 4 ]u�D1 Nu4wi 2sj , 1 G iGp , sj �S( la Distinta
Estesa ottenuta aggiungendo ad A le componenti ausiliarie, ognuna delle
quali, unita ad un elemento di S, realizza una parte di A.

3. Genera gli schemi di taglio (o pattern secondari) relativi alla Distinta Estesa B.

4. Formula il problema in termini di PLI utilizzando gli schemi di taglio
generati nei passi 1 e 3 e le variabili decisionali xj (livello di attivazione
del j-esimo pattern primario, 1 G jGn), yk (livello di attivazione del k-esimo
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pattern secondario, 1 GkGm), zij (quante volte l’i-esima parte di A è
ottenuta riutilizzando sj �S.)

Dato che in generale il numero di schemi di taglio è esponenziale nella cardi-
nalià di B, la soluzione del problema richiede l’applicazione della nota tecnica di
Column Generation. In tale ambito si considera come Master Problem il rilassa-
mento lineare della formulazione che in forma compatta è:

min x1yA(1)

Ax1Dz4r

x2EzF0

BAyA 2FzF0

xF0 , yA F0 , zF0

in cui BA è la matrice parziale degli attuali schemi di taglio, e kE
F
l è la matrice di in-

cidenza nodi-archi del grafo bipartito G4 (SNB , C), dove C contiene tutte le
coppie (sj , uh ) tali che sj 1uh 4wi per qualche 1 G iGp.

Sia v *h la soluzione ottima duale corrispondente all’h-esima riga del terzo in-
sieme di vincoli in (1) (1 GhGq). Il Pricing Problem è il seguente problema

knapsack-like maxb ] !
h41

q

v *h bh N !
h41

q

uh bh Gw ; !
h41

q

bh G l ; bh F0, integer( dove l in-

dica il numero massimo di item ottenibili con un singolo schema di taglio. L’algo-
ritmo di pricing utilizzato è una variante dell’algoritmo branch-and-bound di
Horowitz-Sahni.

Infine, il Column Generation e una opportuna estensione degli insiemi S e B
permettono di generalizzare la procedura di generazione degli schemi di taglio
con l’introduzione dei pattern terziari, quaternari e così via (Riuso Dinamico de-
gli Sfridi).

La seconda parte della tesi riguarda un problema di ottimizzazione combina-
toria relativo alla gestione ottima di un Material Handling Device ([2]). Il pro-
blema, chiamato Lazy Cook Problem, è uno scheduling su macchine parallele con
funzione obiettivo non-regolare.

PROBLEMA 1 (The Lazy Cook Problem, LCP-Tidle ). – Dati (i) n lavori di dura-
ta a1 , R , an disponibili tutti al tempo t40, (ii) m macchine identiche, e (iii) un
intervallo Tidle , trovare una schedula e una partizione di Tidle negli intervalli
T1 , R , Tq tali che ogni lavoro termini in qualche Ti e q sia minimizzato.

Sia A4 ]a1 , R , an ( un insieme di interi positivi e 1 GmGn.
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DEFINIZIONE 2. – Un sottoinsieme non vuoto B di A è chiamato m-block se
può essere partizionato in m sottoinsiemi B1 , R , Bm , tali che !

ai�Bj

ai 4 !
ai�Bk

ai

per 1 G jEkGm.

Risolvere LCP-0 per m42 corrisponde a trovare il massimo numero di 2-bloc-
ks di A mutuamente disgiunti. Per mostrare ciò è sufficiente provare il
seguente

TEOREMA 2. – Per m42, LCP-0 ammette sempre una schedula attiva
ottima.

Tuttavia, dato un intero positivo pGn/2, decidere se A contiene p 2-blocks
mutuamente disgiunti è un problema 8 P-completo. Il problema è equivalente a
decidere se un grafo cubico G contiene k cicli pari disgiunti, con k intero
positivo.

In accordo alla decomposizione Dantzig-Wolfe, la nozione di 2-block può esse-
re usata per riformulare LCP-0 in termini di un problema di set packing (Master
Problem) max ]1 Qx : BxG1 , xF0 , intero( dove B è la matrice di incidenza lavo-
ri-2-blocks, e un problema di scheduling (Pricing Problem) min ]y* b : b 2-block
di A( dove y* è la soluzione ottima duale del Master Problem. L’esistenza di un 2-

block in A può essere verificata in tempo e spazio pseudo-polinomiali Og 1

2
!

i41

n

aih
utilizzando l’algoritmo FindBlock, mentre il Pricing Problem può essere risolto
con una variante «pesata» dello stesso. L’algoritmo complessivo di Price-and-
Branch risolve istanze fino a 100 lavori e tempi di processamento nell’intervallo
(0, 300.000).

Comunque, per Tidle 40 e mD2 l’approccio precedente non è completo nè cor-
retto. Infatti vale il seguente

TEOREMA 3. – Dato un m-block B4 ]B1 , R , Bm ( con mF3, sequenziare gli
item di ogni Bi in modo da minimizzare q relativo all’m-block è 8 P-hard.

Inoltre, anche se le schedule dei lavori nei block sono tutte equivalenti, massi-
mizzare il numero di m-blocks non corrisponde in generale a minimizzare q e esi-
stono esempi di schedule ottime non-attive. Infine, anche trovare un 3-block è un
problema non banale. Infatti vale il seguente

TEOREMA 4. – Il problema di decidere se gli archi di un grafo connesso e
m-regolare possono essere partizionati in m matching perfetti (problema
8 P-completo) si riduce polinomialmente al problema di decidere se A contiene
un m-block.

In conclusione, i contributi principali di ricerca mostrano i) che, anche se in
forme inaspettate e anche se talvolta richiedono qualche estensione, spesso i mo-
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delli di cutting e packing sono adeguati a formulare problemi presenti in sistemi
manifatturieri reali; ii) che le particolari estensioni relative alle applicazioni stu-
diate sono tutte NP-hard; iii) che tali estensioni, tuttavia, possono essere risolte
in modo efficiente con tecniche standard della ricerca operativa quali la genera-
zione colonne e il Price-and-Branch.

Vengono inoltre illustrati sotto diversi aspetti i benefici pratici degli algoritmi
sviluppati. In particolare, viene mostrato che, almeno al meglio delle nostre cono-
scenze, il modello di cutting supera gli approcci noti a problemi simili.
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