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Esistenza e non esistenza per sistemi quasivariazionali
con applicazioni ai sistemi ellittici.

ROBERTA FILIPPUCCI

In un recente lavoro Naito e Usami [5] hanno studiato il problema dell’esi-
stenza e della non esistenza di soluzioni intere non negative di

div (A(NDuN) Du) F f (u), x�Rn , nF2,(1)

ove Du denota il gradiente di u, f (u) è del tipo u p21, uD0, pD1 e importanti
esempi per A sono rappresentati dall’operatore m-Laplaciano, A(s) 4s m22, sD0,
mD1, e dalla curvatura media, A(s) 4 (11s 2 )21/2, sF0. Naito e Usami provano
che se

lim
sKQ

sA(s) EQ ,

per esempio se A è l’operatore curvatura media, allora l’unica soluzione intera
non negativa di (1) è uf0, mentre se

lim
sKQ

sA(s) 4Q ,

per esempio se A è l’m-Laplaciano, allora (1) ha infinite soluzioni positive
quando

s
Q

ds

H 21 (F(s) )
4Q

e non ammette soluzioni, eccetto uf0, quando

s
Q

ds

H 21 (F(s) /n)
EQ ,(2)

ove F(u) 4 s
0

u

f (s) ds, e H(s) è la funzione strettamente crescente

H(s) 4s 2 A(s)2s
0

s

sA(s) ds , sD0.

Per provare la non esistenza, l’idea in [5] è quella di mostrare, usando un lemma
di confronto conseguenza del principio di massimo, che se (1) ammette una solu-
zione intera non banale allora necessariamente ammette una soluzione radiale
non banale v4v(NxN). Successivamente si dimostra che (1) non ammette soluzio-
ni intere radiali.

Lo scopo della tesi è quello di estendere i risultati di Naito e Usami
in due direzioni: considerando il caso vettoriale, cioè i sistemi ellittici, e
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introducendo nella divergenza un termine di tipo diffusione della forma
g(u), il cui prototipo è rappresentato da g(u) 4NuNg, g�R.

Precisamente studieremo l’esistenza e la non esistenza di soluzioni u : Rn K
RN di

div ( g(u)A(N˜uN) ˜u)2Du g(u) A(N˜uN) 4 f (NxN , u), x�Rn ,(3)

ove ˜u denota la matrice Jacobiana e A(s) 4 s
0

s

sA(s) ds.

Una delle principali difficoltà che si incontrano trattando il caso vettoriale è
che in generale il principio di massimo non vale. Per questo motivo, quando
ND1, restringeremo la nostra attenzione alle soluzioni radiali u4u(NxN) di
(3), le quali soddisfano il sistema di equazioni differenziali ordinarie

[g(u) A(Nu 8N) u 8 ]81
n21

r
g(u) A(Nu 8N) u 82Du g(u) A(Nu 8N) 4 f (r , u), rD0,

u : [0 , Q) KRN , u 8 (0) 40, u 84du/dr , r4NxN .
Mettiamo in evidenza che tale sistema è un sottocaso particolare della classe dei si-
stemi quasivariazionali ampiamente studiata nella tesi. Per illustrare i nostri risulta-
ti, presenteremo solo alcune applicazioni relative ai prototipi da noi trattati.

TEOREMA 1. – Siano g�R, mD1 e pD1. I sistemi ellittici

div (NuNg N˜uNm22 ˜u)2
g

m
NuNg22 uN˜uNm 4NuNp22 u ,

div (NuNg (11N˜uN2 )m/221 ˜u)2
g

m
NuNg22 u[(11N˜uN2 )m/2 21] 4

NuNp22 u , mG2,
(i) ammettono soluzioni radiali locali;
(ii) non ammettono soluzioni radiali intere non banali se

1 EmEp , 2m2p(m21) EgEp2m ;
(iii) ammettono soluzioni radiali intere, cioè ogni soluzione radiale loca-

le può essere prolungata a tutto Rn, se

gFp2m .
La dimostrazione dell’esistenza locale in (i) è basata su un risultato di Leoni in

[2], mentre (ii) e (iii) si ottengono utilizzando un argomento sviluppato per tratta-
re equazioni d’evoluzione astratte da Levine e Serrin in [4] e da Levine, Park e
Serrin in [3], rispettivamente. Osserviamo infine, che la condizione mEp in (ii) è
equivalente a (2), infatti nel caso dell’operatore m-Laplaciano, si ha che H(s) 4
m21

m
s m, F(u) 4NuNp /p e H 21 (F(s) ) 4cs p/m, ove c è costante positiva. Quindi

l’integrale in (2) converge se e solo se mEp.
Mettiamo in evidenza che nel caso vettoriale non è possibile utilizzare un cam-

bio di variabili per eliminare il fattore NuNg dal termine di tipo divergenza. Inoltre
l’asserto (ii) del Teorema 1 implica che ogni soluzione radiale locale del corrispon-
dente sistema non può essere prolungata a tutto Rn.
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Infine abbiamo considerato la curvatura media, la quale deve essere trattata
separatamente in quanto non soddisfa le ipotesi del teorema principale di non esi-
stenza della tesi, in quanto il suo ordine di crescita a Q è m41.

TEOREMA 2. – Sia pD1. Allora il sistema

divu ˜u

k11N˜uN2
v4NuNp22 u

non ammette soluzioni radiali intere non banali.

Un’altra sostanziale differenza tra il caso vettoriale e quello scalare è legata al
fatto che nel caso scalare abbiamo a disposizione proprietà di monotonia. Infatti
nel caso scalare N41 è facile dimostrare che se u è una soluzione radiale, locale e
non negativa di (3) con dato «iniziale» u(0) 4u0 D0, allora u4u(NxN) è crescente
e, inoltre se B(0 , R) è il suo dominio massimale di esistenza, allora o

lim
rKR 2

u(r) 4Q oppure lim
rKR 2

u 8 (r) 4Q .

La situazione diventa estremamente più delicata nel caso vettoriale in quanto
non possiamo parlare di monotonia delle soluzioni. Tuttavia possiamo dimostrare
i seguenti risultati:

TEOREMA 3. – Il sistema ellittico

div (NuNg N˜uNm22 ˜u)2
g

m
NuNg22 uN˜uNm 4NuNp22 u ,

con

1 EmEp e 2m2p(m21) EgEp2m ,

ammette una famiglia ad un parametro di soluzioni u : B(0 , R) KRN 0]0( tali
che

lim
NxNKR 2

Nu(NxN)N4Q .

Nel caso speculare, cioè quando abbiamo esistenza globale, otteniamo sia per
l’m-Laplaciano che per la curvatura media generalizzata il seguente:

TEOREMA 4. – Siano

mD1, pD1 e gFp2m ,

allora i sistemi ellittici

div (NuNg N˜uNm22 ˜u)2
g

m
NuNg22 uN˜uNm 4NuNp22 u ,(4)

(5) div (NuNg (11N˜uN2 )m/221 ˜u)2
g

m
NuNg22 u[(11N˜uN2 )m/2 21] 4

NuNp22 u , mG2,
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ammettono una famiglia ad un parametro di soluzioni radiali intere non ba-
nali u4u(NxN), u : Rn KRN 0]0( tali che lim

NxNKQ
Nu(NxN)N4Q , cioè i sistemi (4)

e (5) ammettono soluzioni radiali intere.

Quando N41, il Teorema 1 (ii) può essere migliorato togliendo la limitazione
inferiore per g. Infatti tale limitazione è precipua della tecnica utilizzata per trat-
tare il caso vettoriale. Inoltre, usando una versione debole di un lemma di con-
fronto dovuto a Pucci, Serrin e Zou in [6] e argomentando come in [5], otteniamo
non esistenza di soluzioni intere, non necessariamente radiali, della disuguaglian-
za ellittica

div (g(u) A(NDuN) Du)2g 8 (u) A(NDuN) F f (NxN , u), x�Rn .(6)
In particolare, per un caso particolare della disuguaglianza (6) di interesse appli-
cativo, otteniamo il seguente:

TEOREMA 5. – La disuguaglianza ellittica

div (u g NDuNm22 Du)2
g

m
u g21 NDuNm Fu p21 in Rn(7)

non ammette soluzioni intere positive se

1 EmEp e gEp2m ,
mentre ammette soluzioni intere positive se

mD1, pD1, gFp2m .
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