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Equazioni tipo Monge-Ampére: risultati di confronto.

BARBARA BRANDOLINI

Oggetto della tesi e lo studio di equazioni tipo Monge-Ampére
det D%u = f(x, u, V),

affrontate con tecniche di simmetrizzazione basate, tra I'altro, sulle proprieta dei
riordinamenti di funzioni misurabili. Maggiore enfasi ¢ data al caso n = 2, tratta-
to per la prima volta in quest’ottica da Talenti in [1]; i risultati ottenuti sono estesi
in modo naturale al caso n > 2 usando le tecniche introdotte da Trudinger in [2].
Per chiarezza del lettore richiamiamo i risultati di Talenti, che permettono di con-
frontare il riordinamento rispetto ai perimetri degli insiemi di livello di una solu-
zione sufficientemente regolare del problema di Dirichlet

[detD2u=f in Q
ey T@L:O on 3R

% convessa in Q

con la soluzione di un problema a simmetria sferica. A tale scopo si integra I'equa-
zione in (1) su un insieme di livello {« < t}; la formula di rappresentazione del de-
terminante hessiano in forma di divergenza permette di passare da un integrale
sull'insieme di livello ad un integrale sul livello {« = ¢}. Questo passaggio porta in
maniera naturale ad una disequazione in cui compare il riordinamento di % rispet-
to ai perimetri dei suoi insiemi di livello, anziché rispetto alla loro misura. Percio
riportiamo la seguente

DEFINIZIONE 1. — Sia Q un aperto limitato, convesso di R?, avente perimetro
L, e sia u: Q—]— o, 0] una funzione regolare, convessa in 2 e nulla sulla
frontiera di Q. St dice riordinamento di u rispetto ai perimetri det suoi insiema
di lwello la funzione u*:[0, + o[—]— o, 0] definita da
u*(s) =sup{t=<0:At) <s}.
Siamo ora in grado di enunciare il risultato di Talenti: siano £ un aperto limi-
tato, convesso di R? e fe L1(R), f=0, allora

2) u*(s) =v*(s), se[0, L]

f|Vu|dx$f|Vv|d9c,

Q Q
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dove v e la soluzione del problema «simmetrizzato»
detD2v=f" in Q*
v=0 on 9Q*

v convessa in Q%,

dove f* & il riordinamento sferico decrescente di fe 2* & il cerchio centrato nell’o-
rigine avente lo stesso perimetro L di £.
Da (2) discende immediatamente che

[ullp<Tle [, < [v]],,  p=1.

Queste stesse stime sono ridimostrate da Trudinger [2] nel contesto piti ampio di
simmetrizzazione per «quermassintegral» in dimensione n > 2.

Nella tesi sono dimostrati risultati di confronto per soluzioni del problema di
Dirichlet relativo ad operatori tipo Monge-Ampeére della forma

det D%u + b(x, w, Du) =f(x) in
u=>0 on 080

U eonvessa in Q,

nel caso in cui il termine di ordine inferiore soddisfi lipotesi di crescita
|b(x, w, Vu) | < |Vu| oppure I'ipotesi di segno b(x, u, Vu) = |Vu|. La novita sta
nel trattare il termine di ordine inferiore sia in due dimensioni sia in dimensione
n > 2. La tecnica di integrazione sugli insiemi di livello conduce al confronto di
una disequazione differenziale non lineare per u* con una equazione differenziale
non lineare per v*, dal cui confronto deduciamo le seguenti stime

3) fu*(r) dr?fv*(r) dr, se[0, L];
0 0

f|Du|dach|Dv|doc.
Q o*
Come nel caso lineare, la (3) ¢ sufficiente a dimostrare, per esempio, |juf, <
ko, p=1.
La seconda parte della tesi e dedicata a dimostrare un risultato di confronto
per un’equazione di evoluzione la cui struttura &

V.u

“) —(udiv z ) +detDZu=f in 2 x[0,T],
|Vou| /s

dove R & un aperto limitato convesso di R e 7> 0, V,« indica il gradiente di « ri-

spetto alle variabili spaziali (x;, 2,) € R? e DZu & la matrice hessiana di u rispetto

alle variabili spaziali. Ricordiamo che in un contesto evolutivo risulta utile la sim-
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metrizzazione di Steiner, in cui il riordinamento di una funzione é fatto esclusiva-
mente rispetto alle variabili spaziali. Vista la struttura dell’equazione (4), da
quanto detto nel caso stazionario appare chiaro che e utile in questo contesto rior-
dinare una soluzione » di (4) rispetto alle sole variabili spaziali mantenendo co-
stanti nel tempo i perimetri degli insiemi di livello. Si dimostra la seguente for-
mula di derivazione (vedi [3])

f i(u(ac, t) div ViU ) de = i f w(x, t) div Vit dzx,
u<dy ot |VL/M| atu<z9 |Vru|
che permette, portando la derivata rispetto al tempo fuori dal segno di integrale,
di usare la tecnica di integrazione dell’equazione su insiemi di livello di una solu-
zione u. Tale tecnica consente di dimostrare un risultato di confronto tra « e la so-
luzione di un problema opportunamente simmetrizzato, risulato da cui discendono
stime a priori di norme di u.

Nella parte conclusiva della tesi viene richiamata un’applicazione dovuta a Ta-
lenti del risultato di confronto (2), che permette di stimare la costante del princi-
pio del massimo di Aleksandrov-Pucci [4]:

full.c < Cl£1l,,

dove u risolve Eu =fin 2, u =0 su 02 e E & un operatore lineare ellittico del se-
cond’ordine di tipo non variazionale. Le stime ottenute da Talenti nel caso n = 2
non sono perd ottimali. Si dimostra una stima ottimale di ||, tramite non la nor-
ma di fin L™ bensi una quantita ad essa equivalente.
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