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Semicontinuità inferiore per integrali multipli
con crescite non standard.

BARBARA BIANCONI

Consideriamo il seguente funzionale integrale I(u) 4 s
V

F(x , u(x), Du(x) ) dx

dove V’Rn aperto limitato, F : V3Rm 3Rmn KR , è una funzione di Carathéo-
dory, u : VKRm e Du rappresenta la matrice Jacobiana di u.

Assegnata U, classe delle funzioni ammissibili, si cerca v� U tale che

I(v) 4 inf ]I(u) : u� U( .

Quando U 4W 1, p è naturale assegnare condizioni di crescita del tipo:

NzNp 2b(x)NsNdGF(x , s , z) Gc(11NzNp ) dEp *,

tuttavia vi sono esempi di integrandi che verificano crescite (p-q) oppure non-
standard.

NzNp GF(x , s , z) Gc(11NzNq ) pEq(p-q)

F 1 (NzN) GF(x , s , z) Gc(11F 2 (NzN) )non standard

dove F 1 , F 2 : R1KR sono opportune funzioni convesse.
In questa tesi ci siamo interessati della semicontinuità inferiore e dell’esisten-

za di minimi, attraverso i procedimenti dei Metodi diretti, di funzionali quasi con-
vessi con crescite non standard o generali.

Diamo le seguenti definizioni:

DEFINIZIONE 1. – F : V3Rm 3Rmn KR si dice quasi convessa rispetto alla
terza variabile z se ( (x0 , y0 , z0 ) �V3Rm 3Rmn si ha

F(x0 , y0 , z0 ) G
1

NVN
s

V

F(x0 , y0 , z0 1Df(s) ) ds

( f�C Q
0 (V , Rm ).

DEFINIZIONE 2. – Una funzione convessa F : [0 , 1Q) K [0 , 1Q) si dice N-
funzione se soddisfa le seguenti condizioni:

l F(0) 40, F(t) D0 per tD0,

l lim
tK0

F(t)

t
40, lim

tK1Q

F(t)

t
41Q.

Chiameremo Classe di Orlicz generata dalla N-funzione F l’insieme
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K F (V , Rm ) 4 ]u : VKRm misurabili t.c. s
V

F(Nu(x)N) dxE1Q(, a meno di
uguaglianza quasi ovunque.

Si chiama spazio di Orlicz generato dalla N-funzione F , e si indica con
L F (V , Rm ), il più piccolo spazio vettoriale contenente K F (V , Rm ).

Infine indicheremo con W 1, F (V , Rm ) 4 ]u�L F (V , Rm ) : Du�L F (V , Rm )(,
lo spazio di Orlicz-Sobolev.

DEFINIZIONE 3. – Una N-funzione F si dice di classe D 2 se esistono mD1 e
x0 F0 tali che F(tx) G t m F(x) per ogni tD1 e xFx0.

Una N-funzione F si dice di classe ˜2 se esistono rD1 e x1 F0 tali che
F(tx) F t r F(x) per ogni tD1 e xFx1 .

In [2] si è provato il seguente teorema di semicontinuità inferiore rispetto alla
topologia debole* degli spazi di Orlicz-sobolev.

TEOREMA 1. – Sia F : V3Rm 3Rmn KR di Carathéodory , quasi convessa ri-
spetto alla variabile z , che soddisfa:

2c1 F 1 (NzN)2c2 F 2 (NyN)2c3 (x) GF(x , y , z) Gg(x , y)(11F(NzN) ),

dove

l c1 , c2 sono costanti positive,

l c3 �L 1 (V), F�D 2

l F 1 e F 2 sono N-funzioni legate a F ,

l g : V3Rm KR è una funzione di Carathéodory
positiva.

Allora il funzionale

I(u) 4s
V

F(x , u(x), Du(x) ) dx

è semicontinuo inferiormente per successioni rispetto alla convergenza debole*
di W 1 L F (V , Rm ).

Il risultato precedente si applica per ottenere un teorema di esistenza di solu-
zioni per un problema variazionale di tipo Dirichlet [2].

TEOREMA 2. – Sia F : V3Rm 3Rmn KR1 di Carathéodory, quasi convessa
rispetto alla variabile z , che soddisfa:

2c1 F 1 (NzN)2b(x) F 2 (NsN)2c3 (x)GF(x , s , z)Gc2 F(NzN)1b(x) F 2 (NsN)1c3 (x),

F(x , s , z) F FA(z)2b(x) F 2 (NsN)2c3 (x)

dove c1 , c2 D0 c3 �L 1 (V), F�D 2 , F 1 e F 2 sono N-funzioni legate a F , b appar-
tiene ad un opportuno spazio di Orlicz ed FA una particolare funzione continua,
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allora il problema variazionale

inf ]I(u) : u�V0 4u0 1W 1
0 E F (V , Rm )(

ha soluzione.

È possibile ottenere una diversa prova del teorema di semicontinuità, utiliz-
zando la teoria delle misure di Young.

DEFINIZIONE 4. – Una misura di Young è una famiglia n4 ]n x (x�V di misu-
re di probabilità su Rm , tale che per ogni funzione continua f : Rm KR , la fun-
zione x O af , n x b 4 s

Rm
f(l) dn x (l) è misurabile.

Si ottiene il seguente risultato:

TEOREMA 3. – Sia V’Rn un dominio limitato.
Sia F : V3Rm 3Rmn K [0 , 1Q] tale che:

(1) F(x , s , l) è una funzione di Carathéodory,

(2) ) una funzione di Carathéodory E(s , l) tale che,

0 GF(x , s , l) GE(x , s)(11F(NlN) )

per q.o. x e N (s , l), F�D 2 O˜2 ,

(3) l O F(x , s , l) è quasi convessa, per q.o. x e ( s .
Allora ( successione u j �W 1, F , 1 (V , Rm ) tale che

l u j Ku in L 1
loc (V , Rm ),

l lim inf
j

s
V

F(NDu j(x)N) dxE1Q ,

si ha che:

I(u) G lim inf
j

I(u j).

Lo strumento fondamentale della prova è contenuto in una disuguaglianza di
tipo Jensen:

TEOREMA 4. – Sia V%Rn limitato, sia u j �W 1, F , 1 (V , Rm ), e sia F una N-
funzione di classe D 2 O˜2 . Supponiamo che u j Ku fortemente in L 1

loc (V , Rm ),
con lim inf

j
s

V
F(NDu j(x)N) dxE1Q.

Sia poi F : V3Rmn K [2Q , 1Q] tale che:

(a) F(x , l) è di Carathéodory,

(b) ) una funzione E : VKR misurabile tale che per q.o. x�V e ( l vale
NF(x , l)NGE(x)(11F(NlN) ),

(c) l O F(x , l) è quasi convessa per q.o. x�V.
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Allora si ha che, per q.o. x�V ,

Fgx , s
Rmn

ldn x (l)hG s
Rmn

F(x , l) dn x (l)

e

Du(x) 4 s
Rmn

l dn x (l)

dove ]n x (x�V è la misura di Young generata da ]Du j(j�N .

Il teorema 4 utilizza un’approssimazione di tipo Lusin per funzioni dello spazio
di Orlicz-Sobolev W 1, F con funzioni lipschtziane, (vedi Acerbi-Fusco [1]).

TEOREMA 5. – Sia V’Rn la palla unitaria e sia u�W 1, F , 1 (V , Rm ), dove F è
una N-funzione.

Allora ( hD0 esistono una funzione uh �Lip(V , Rm ) ed un insieme chiuso
Fh ’V tali che:

(a) VF(NDuhN)VL Q (V , Rm ) GF(h),
(b) Du4Duh quasi ovunque su Fh ,
(c) lim

hK1Q
NV0FhN40,

infine
(d) se F è di classe D 2 O˜2 , allora lim

hK1Q
F(h)NV0FhN40.
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