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Sur Quelques Propriétés des Algebres
de Hecke Quaternioniques.

LEA TERRACINI

Sunto. — Sia B un’algebra di quaternioni indefinita su Q di discriminante divisibile
per un primo p. Introduciamo lo spazio delle forme automorfe quaternioniche di
livello p*® e lalgebra degli operatori di Hecke che vi agisce. Utilizzando la corri-
spondenza di Jacquet-Langlands mostriamo che questalgebra € un quoziente di
un’algebra di Hecke classica (privata dell’operatore T,). Ne deduciamo proprieta
di finitezza e di compatibilita per cambiamento di base per lalgebra di Hecke
quaternionica.

Summary. — Let B be an indefinite quaternion algebra over Q, of discriminant divisi-
ble by a prime p. We introduce the space of quaternionic automorphic forms of level
p® and the algebra of Heche operators acting on it. By making use of the Jacquet-
Langlands correspondence we show that this algebra is a quotient of a classical
Hecke algebra (without the T, operator). We deduce that the quaternionic Hecke al-
gebra is free of finite rank over Z and that it is compatible with base change.

Introduction.

Soit B une algebre de quaternions indéfinie sur @, de discriminant A et soit
N un entier premier & 4. En utilisant la correspondance de Jacquet-Langlands
on a montré dans [15] 'existence d'un homomorphisme surjectif canonique de
lalgebre de Hecke classique de poids k et niveau NA sur l'algebre de Hecke
agissant sur 'espace des formes du méme poids qui sont automorphes par rap-
port au groupe des élément de norme 1 dans un ordre de Eichler de niveau N
dans B. Un tel ordre est par définition maximal aux premiers divisant 4.

Plusieures propriétés de l'algeébre de Hecke classique peuvent étre déduites
par dualité avec I'espace des formes modulaires du principe de g-développement.
Ce principe n’est pas disponible pour les formes quaternioniques, en 'absence de
pointes. Cependant certaines propriétés sont héritées par l'algebre de Hecke
quaternionique lorsque on lidentifie & un quotient d’une algebre classique.

Une caractérisation analytique de la structure entiere locale aux premiers
qui ne divisent pas NA de l'espace des formes quaternioniques a été obtenu
dans [14]. Ce résultat pourrait peut-étre offrir un outil pour un étude direct de
l'algebre de Hecke quaternionique.
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Dans cet article on considere 'espace des formes automorphes quaternion-
iques invariantes par un sous-groupe qui n’est pas nécessairement maximal
aux premier divisant 4. Précisément, fixons un tel premier p. Pour tout s =0,
nous définissons l'espace S;.(V,(N)) des formes automorphes quaternioniques
de niveau Np?’. Cet espace est muni d’'une action naturelle d’une algébre de
Hecke (. (V,(N)). En utilisant la correspondance de Jacquet-Langlands on
montre que cette algébre est un quotient de I'algebre de Hecke classique (privée
de Topérateur 7,) obtenu par restriction au sous-espace des formes classiques,
de niveau fixé, qui sont de type spécial ou supercuspidal en p et spécial aux pre-
miers #p qui divisent le discriminant. Il s’agit du Théoreme 8.0.11 du texte.

Comme conséquence, 'algebre I, (V (N)) hérite de I'algebre classique des
propriétés de finitude et de compatibilité au changement de base (Corollaire
9.0.16).

Notre motivation pour cet étude est un programme, loin d’étre réalisé,
qu’on peut esquisser comme suit. Soit © un anneau d’évaluation contenant Z,,,
qui soit fini et plat sur Z,. Puisque 9(,(V (N), O) = 3G, (V(N)) ®,0 est un O-
module libre de type fini, il est un anneau semi-local p-adiquement complet et
done il est le produit d’'un nombre fini d’anneaux locaux. Soit 79* une telle
composante. D’aprés le Théoréme 8.0.11, T est un quotient d’'une com-
posante locale T' d’'une algebre de Hecke classique. On sait dans certaines situ-
ations que T peut étre interpretée comme un anneau de déformation universel
d’une représentation galoisienne g sur F‘p (voir par exemple [22, 17, 6, 5]).
Dans ces cas, on peut se demander quel est le probleme de déformation de o
(au sens de [11]) ayant 7% comme solution universelle. Un résultat dans
cette direction (en poids 2) a été obtenu dans [18].

NOTATIONS ET CONVENTIONS. — On notera N, Z, @, R, C, respectivement,
les nombres naturels, les entiers et le corps des nombres rationnels, réels et
complexes. Si A est un anneau, notons A * le groupe des éléments inversibles
de A; R* " ={reR|r>0}.

Si p est un nombre premier, 'anneau des entiers p-adiques et le corps des
nombres p-adiques sont indiqués respectivement Z, et @,. Le symbole A dé-
signe 'anneau des adeles rationnels, A les adéles finis, Z = [1Z,. Pour tout

I
nombre premier p notons v,: @,—>Z U { «} la valuation p-adique. Si xe@,,
|e|,=p »; siweR, |x|.=|x| estla valeur absolue. Si a = (a,) €A™ no-
tons [l la norme idelique de a: ||| =[1]a,],.
v
Pour une algeébre de quaternions B sur @, on notera B, I'adélisation de B,

BJ le groupe topologique des éléments inversibles dans By (cf. [1, Chap.
I11.6.3], B4 le sous-groupe des adéles finis.
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Dans le cas ou B = GLy(Q) posons, pour tout entier N

Up(N) = [(“ 2) €GL,@) |c=0 modN]
c

U, (N) = {(“ 2) cUy(N) [a=1 modN}.
C

Ce sont des sous-groupes compacts ouverts de GL,(4”).

Etant donné un espace vectoriel V sur @ et un réseau 4 cV on pose A =
AQzZ, et V,=VR®qQ,.

Notons GLs (R) = {ge GLy(R) | det g >0}, et

K.=R*0,(R), K =R*SO;R).
Le demi-plan complexe superieur IC = {x + iy e C|y >0} peut étre identifié a

GL:(R)/K., = GL3 (R)/K.

par
L T
a b ci+d
q e GL,(R) — -
¢ ﬂ si ad —bc<0
—ct+d

Par cette identification, le groupe GL, (R) agit sur IC par homographies: si
g= (z Z) cGLs (R) et ze C

az+b
cz+d

gz=

Soit j(g, 2) =cz +d.
Si I' est un sous-groupe discret de SLy(R), nous notons I = U Prou Pr
est 'ensemble de pointes de I' (cf. [16, Chap. IJ).

1. — Algebres de quaternions sur Q.

On notera
1 (B,4,R)

la donnée d’une algebre de quaternions B indéfinie sur @, de discriminant 4,
et d'un ordre maximal R dans B.
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Pour chaque premier [ ne divisant pas A (y compris [ = o), on fixe un
isomorphisme

@ 4t By = My(Q)), tel que
R, = My(Z) sil#o.

La norme et la trace réduite en B seront notes v et t respectivement;
ar>a’ est 'involution principale dans B.
Si U est un sous-groupe compact ouvert de B, posons

3) I(U) = GL; (R) UN B§

Par I'isomorphisme i, le groupe I'(U) peut étre identifié a un sous-groupe di-
scret de covolume fini dans SL,(R), [19, page 104]. Si 4=1 alors B est un corps,
SLy(R)/I(U) est compact et I'(U)\ I = I(U)\SLy(R)/SO,(R) est une surface
de Riemann compacte. Par [19, page 107], I(U) contient un sous-groupe d’in-
dice fini I" sans torsion. Le groupe I agit proprement sur JC et donc il est le
groupe fondamental de la surface compacte I'\I(, ce qui montre que les
groupes I'(U) sont de type fini.

Si X est un sous-ensemble de B, notons X'V = {aeX|v(a) =1}. Par le
théoréeme d’approximation forte pour les algébres de quaternions sur un corps
global (voir [19, page 81]), BY-B{ est dense dans B .

Done si U est un sous-groupe ouvert de B,*, on a BY-(BS x U)V=B4V.

Soit U un sous-groupe compact ouvert de B de la forme U, x U, ou U,

est un sous-groupe compact ouvert de B;* et UVc [[ B. Si xe U™ con-
)

sidérons x comme élément de BSY. Comme B est ingléfinie, par le théoréme
d’approximation forte, x peut étre approximé par des éléments x, = a,b,, ou
a,eBY b,e BY. Done a,—x. Puisque U est ouvert, a, e U pour n assez
grand; ceci montre que a, € [(U); donc

4) I(U) est dense dans UV.

Le lemme suivant est bien connu:

LEMME 1.0.1. — Soit U un sous-groupe compact ouvert de Bi”. Suppo-
sons que

h
A =1Q*R* "u;wU),
i=1

o Xy, ..., X, € A", Choisissons des éléments t;e B{"” tels que v(t;) = «;.
Alors

)
(5) By =11 By GLy (R)t; U .
i=1
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DEMONSTRATION. — Soit ¢ € B . Puisque A* = Q* R*> *Z*, on peut écrire
v(g) = ayx;v(h), o xe@Q™, ye R, heU. Par [21, § XI, Prop. 3], la norme
réduite globale v : B* —Q est surjective. On peut donc choisir des éléments
aeBg, BeGLs (R) tels que v(a)=x, v(f) =y. Alors a 'gh 't e
BSY. Par approximation forte on peut écrire o "*gh “!p1t; 1= ySk avec y €
BV, 6 e SLy(R), ke (t; Ut; )™ Alors g = (ay)(0B)(kt;h) = (ay)(0p)(tk"), ou
k'eU. =

2. — Formes automorphes quaternioniques.

Soit I" un groupe fuchsien de premiere espece (c’est-a-dire un sous-groupe
discret de SLy(R) tel que ICF est compact). Soit £ un entier. Pour chaque fonc-
tion f sur IC nous définissons laction d’un élément o e GLy (R) par

(flra)(?) = det () ! j(a, 2)7* flaz).

Soit ¥ un caractére de I" d’ordre fini.

DEFINITION 2.0.2. — Une forme automorphe f de poids k € Z et caractére y
pour I', est une fonction holomorphe f: 3 — C telle que

1. Tidentité f|,y(z) = x(y) f(z) vaut pour tous les yerI.

2. f se prolonge holomorphiquement dans un voisinage de chaque
pointe.

Une forme automorphe f est dite cuspidale si elle est nulle aux pointes.
Nous noterons S, (I, ¥) (ou S,(I') si y est trivial) 'espace vectoriel com-
plexe des formes paraboliques de poids k et caractére y pour I.

DEFINITION 2.0.3. — Soit U un sous-groupe compact ouvert de B,"”. On
définit S,(U) comme lespace vectoriel des fonction ¢ : By —C satis-
faisant:

a) ¢ est invariante & gauche par By';
b) @ est invariante a droite par U;

¢) pour chaque 7e K., et pour chaque &e By,

@(&r) = (&) j(r, 1) Fdet ()" 1;

d) pour chaque £eBg"” la fonction f::I(—C définie par f:(z)=
@(Ew) jw,i)*det (w)~*~V, olt weGLS (R) est tel que w(i)=z, est holomorphe;
et si B=M,(Q)
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e) @ est cuspidale: pour tout g e By

Sl oo

f) |Im (2)2 f:(2) | est uniformement bornée sur I(, pour tout &e B4~

I1 est bien connu que I'espace S, (U) est de dimension finie et qu’il est nul si
k<0.
Par le Lemme 1.0.1 on peut trouver %, ..., t, e By~ tels que

h
BAX = HBQX GL2+ (R) tiU,
i=1

ot h=|Q*\A*/R*> *v(U)|. Ayant fixé une telle décomposition, posons pour
i=1,...,h

') =1eut™)
r'() =r'OArwynQ”).

On peut done considérer 'espace des formes cuspidales S,(I'*(U)). On a un
isomorphisme, [9, § 2],

(6)

h .
0:S5:(0) — S
¢ = (fir s i),

M

fi(@) = p(t;w) j(w, i) (det w)~ Y,
ott we GLy (R) est tel que w(i) =z.

3. — Le produit de Petersson.

L’espace S, (U) est contenu dans l'espace (@, des formes cuspidales de
Jacquet-Langlands, [10, § 10]. Plus précisement, la condition ¢) de la définition
2.0.3 entraine qu'’il est contenu dans la somme directe des espaces (y(¢) ol

Ao(e) = {F e Qy|F(&) = e(z) F(§) pour tout zeA™ }

et ¢ varie dans l'ensemble fini des caractéres de A* qui se restreignent a
2]lF =2 sur @-R* *-(UNA).

Si @ eS,(U), on définit ¢’ (g) =[v(g)|| " 1p(g). On a ¢'(gr) =¢'(g)
pour tout re R*. La fonction ¢’ est alors contenue dans la somme directe
des espaces (‘y(¢) ou ¢ varie dans l'ensemble fini des caracteres de A™
qui sont triviaux sur @ -R* *-(UNA*), donc d’ordre fini. Par [10, Pro-
position 10.7], ¢’ est dans lespace de Hilbert L*(BgR* " \B4) pour
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le produit hermitien
@i00= | 0@ 5@ dg;
BQX R * \BAX

cet espace est muni de 'action réguliere a droite de By .
Si @1, p2e S, (U) nous posons alors

(¢1) §02) = <q)ia @é)

= [ Ml 2009 pa(g) dg .

BQXRX’ +\BA><

C’est un produit hermitien sur S, (U), appelé le produit scalaire de Petersson.
Si @ eS,(U) et ae By~ la fonction ag(g) = ¢(ga) est dans S,(a "' Ua) et on a
la relation

(agy, aps) = [v(a)|| " 2(@ 1, 2.

5. — Opérateurs de Hecke.

Soit (B, 4, R) comme dans 1. Fixons pour chaque premier /4 un isomor-
phisme 7; comme dans 2. Si N est un entier premier a 4, soit R(N) lordre d’E-
ichler de niveau N, défini localement par

R, si [N

. a b .
“1{(Nc (»|a,&c,deZ& si [|N

R(N)z =

Soit p un nombre premier divisant 4. Dans la suite nous considérerons des
sous-groupes compacts ouverts de B.* de la forme

UWJm=ﬁRWﬁx%
L#p

ou U, est un sous-groupe ouvert de R,*. Un tel groupe U sera appelé un
(p, N)-groupe. Si U est un (p, N)-groupe, nous définissons pour chaque pre-
mier [

{aeR;|v(a) 20} si [fNp

D), = {aemmllil(a):(“ b),GEZzX etv<a>¢0} st 1|V

Nc d
U

» sil=p;

D(U) = IZID(U)Z NBL.



684 LEA TERRACINI

L’anneau de Hecke abstrait R(U, D(U)) (cf. [16, Chap. III]) s’identifie au pro-
duit tensoriel z® R(R(N), D(U,)), done il ne dépend que de I'entier N; on le
Zp

notera R(N). Il agit sur S, (U) par l'action des classes doubles UaU, a € D(U),
de la facon suivante: si a € D(U) considérons une décomposition de la classe
double UalU dans une union disjointe de classes gauches: UalU = 1] Ua;.
Définissons l'action de UaU sur S, (U) par i

¢|[U{1U](g) = ; (0(90!{1).

Par le point b) de la Définition 2.0.3 cette définition est indépendante du choix
des représentants a; des classes gauches.
Comme dans [13, Lemma 5.3.3], on voit que

-

I1 Rﬁ(lb 0,) R*  silfN4

Osss<vr 0 I

11 RON) ((1) ZO) RN si UN

0<s

DU, = X 08 P X .
LI R*u/R, sil|ldetl=zp
0<s
| U, sil=p

ol u; est une uniformisante de B;. Donc R(N) est engendrée comme Z-algebre
par les éléments T(q), ¢ # p et T(q, @), ¢/ N4, ou

1 0 .
U( )U sigf4a
0 q/, !

Uu, U si g|4’

T(q) =

T(q, @) = U(g 2) U
q

et si x e My(@,), on a noté x, I'élément de B,* dont la composante en ¢ vaut
iq’l(ac) et les autres valent 1.

Si A est un anneau contenu dans C soit I(,(U, A) la A sous-algebre de
End¢(S;(U)) engendrée sur A par I'image de K(N). Nous notons 7, T, , les
images dans (. (U, Z) de T(q), T(q, q) respectivement. Nous définissons
G, (U, AW comme la sous-algebre de I(,(U, A) engendrée sur A par les op-
érateurs T, pour qfNp et T, , pour q [NA.

REMARQUE 4.0.4. — Par [3, Theorem 1.1], cette définition de I’action
des opérateurs de Hecke sur l'espace des formes automorphes concorde
avec la définition classique des opérateurs de Hecke sur les espaces S, (I")
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donnée par Shimura [16] si ' est un sous-groupe de congruence de
SLy(Z).

L’algebre 9C,(U, Z) est évidemment commutative, et I'algébre 3¢, (U, @)™
est stable par 'adjonction par rapport au produit scalaire de Petersson. De
conséquence:

PROPOSITION 4.0.5. — Il existe une base de S, (U) constituée par des fonc-
tions propres pour Ualgébre IC,(U, Z)™.

5. — Représentations admissibles des algeébres de quaternions locales et
représentation de Weil.

Soit B, le corps des quaternions sur @,. On sait que les seules représenta-
tions admissibles irréductibles de GL;(®,) dans un espace de dimension finie
sont celles qui se factorisent par le déterminant, c’est-a-dire celles du type
x o det ol y est un caractere de @, . Les représentations irréductibles admissi-
bles de dimension infinie de GL;(@,) ont été complétement classifiées, [8, 10].
Il y a trois familles de telles représentations:

(i) Les représentations de la série principale m(u, (o), oU u1 et u,
sont des caractéres de @, tels que w,u;'#|-|*'. La représentation
a(u 1, uo) est réalisée comme la multiplication a droite sur ’espace des fonce-
tions localement constantes v sur GL;(@,) telles que

b

2

12
k),

0
pour tout ke GL,(Z)).

(i) Les représentations de la série spéciale o(u, us), oll 1 et u, sont
des caractéres de @, tels que u u3'=|-|*'. L'espace des fonctions locale-
ment constantes sur GL,(Q,) satisfaisant 8 n’est pas irréductible et o(u+, us)
est réalisée comme son unique sous-quotient irréductible.

t, «
® Y (( ; ) k) =uq(t) uo(ty)
2

(iii) Les représentations supercuspidales, qui sont caractérisées par le
fait que leurs coefficients sont & support compact modulo le centre.

Les représentations spéciales et supercuspidales sont de carré-integrable.
Soit (V, ) une représentation admissible irréductible de GL,(@Q,), de car-
actere central ¢. Soit n le plus petit entier tel que 'espace
C}

est non nul; V(n, ¢) est alors de dimension 1, [4]. L’entier p" = Cond () est
appelé le conducteur de .

b
Vin, ¢) = [veV‘n(a d)v=e(a)v sia,b,c,deZ,et p"
c
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5.1. Modeles de Kirillov et conducteur des représentations supercuspidales.

Soit S(@, ) I'espace des fonctions sur @, a support compact dans @,.

On fixe un caractere additif non trivial y : @,—C>. (Ici on supposera
W(Z,) =1).

Soit 7 une representation supercuspidale de GL;(@,). Il existe une et une
seule représentation 7' =7, de GLy(@,) dans I'espace S(Q, ) telle que 7' est
isomorphe a 7 et

b
(n(g 1)f)(a)=w(ab)f(aa), Vfe S@Q).

La représentation ' S’appelle le modéle de Kirillov de 7 (cf. [8, page 131]).

Soient 7 une représentation supercuspidale de GLy(Q,), 7' son modele de
Kirillov, € son caractere central. Pour chaque ¢ € S(Q, ) et pour chaque carac-
tere y de Z, on pose

7.0 = [ oep™ 1) d

Z,

ou dz est normalisée de facon telle que f dz=1.

X

On définit la série de puissances formelle

@(X, X) = 2 @n(X) X"
neZ
C’est une série de Laurent a coefficients dans C. Puisque ¢ est localement
constante, @(y, X) =0 pour presque tous les y. D’apreés [10, page 48], pour
chaque caractére y il existe un mondme Cy(x) X"+, avec n, < —2 tel que

9) (@ (w) @)y, X) = Co(x) X @(x e, X e(p))

0f1w=(0 1)
-1 0/

Le conducteur de 7 est alors —n; ou 1 est le caractére trivial de Z', [4].
Dans le cas y =1 la formule 9 donne

(10) (" (w) @)1, X) = Cy(1) @ 1, X Le(p)).

Pour calculer Cond (1) on peut donc procéder dans la fagcon suivante: soit
p" le conducteur de &, s =7 un entier, et soit ¢, la fonction caracteristique
de 1+p°ZF. Alors gye ', X)=1/p* '(p—1). Daprés la formule 10,
T Co(1
(W) o)1, X) = -
p* i (p—1)
tion suivante du conducteur dans le cas supercuspidal:

X ¢, avec ¢ =2, et 'on obtient la caractérisa-
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ProposITION 5.1.1. — L’exposant de Cond () est le seul entier m tel
que

(@) ¢o)- (D = [ ') go)ap ) da
z,
est non nul.
5.2. La représentation de Weil associée & une représentation dun corps de
quaternions local.

Si V est un espace vectoriel de dimension finie sur @, nous noterons S(V)
lespace de Schwartz sur V.

Soit (S(B,), ) I'espace de Schwartz de B, muni de la représentation de
Weil r de GL»(Q,), [10, §1]. On a

11) rw) flx) = —f(x®), YfeSB,),

ol f est la transformée de Fourier de f, définie par
f@) = ff(yxx, wdy, (@, y)=yptey).
BP

(La mesure de Haar est normalisée de fagon telle que f(x) =f(—w)).

Soit ¢ une représentation irréductible de B,* dans un espace V de dimen-
sion finie. On lui associe une représentation irréductible 77(0) de GL»(Q,) de la
maniére suivante. Soit S(B,, V) = 8(B,)) ®¢V muni de 'action de SL,(Q,) par
r®1. On pose

(12) X, = {fe 8B, V)|f(xh) = o(h ") f(x), VheB}.
Alors X, est invariant par I'action de SL,(Q,). Cette action se releve en une ac-
tion de GL2(@,), [10].
THEOREME 5.2.1 ([10, page 125]. — Si dim (V) =d alors
X,=W,®...0W,,
—_——————
d fois

ou W, est une représentation irréductible de GL3(Q,). De plus

® sid=1eto=1vyovouy est un caractere de Q, alors W, est la repré-
sentation spéciale o(p| |2, w|| V%)

® sid>1, W, est supercuspidale.

La représentation 7(0) cherchée est la représentation de GL;(@,) sur I'es-
pace W,. Les caractéres centraux de o et de m(¢) sont égaux.
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Une description du modele de Kirillov est donnée dans [10, page 56]:
P'application
X, = QW
(13)
f= o

donnée par
pra)=|h|"o(h) f(h) sivh)=a.

est bijective. On en déduit une action GL;(@,) sur S(Q,,X, V) par transport de
structure. Soit V, un sous-espace de dimension 1 de V. Alors

{#e3@Q,, V)|9(@Q;)cVo}

est stable par GL;(@,). C’est le modele de Kirillov de 7(o).

En utilisant ce modéle et la Proposition 5.1.1 nous allons calculer le con-
ducteur de =z lorsque 7 = 7(0).

Soit ¢ le caractere central de ¢ et p” = Cond (¢). Soit % le plus petit entier
positif tel que o(1+«"R,) =1, ot u =u, est une uniformisante de B,*. No-
tons que r<[(n +1)/2].

ProrosiTION 5.2.2. — On a

Cond (7(p)) =p™*+1.

DEMONSTRATION. — Si ¢ a dimension 1, alors ¢ a la forme ¢ o v pour quelque
caractére y de @, et w(p) est la représentation spéciale o(y | |2, y|| ~%); si
p! est le conducteur de 1 on a alors n =21 —1 et Cond ((0)) = p?, voir [4].
Nous supposerons dans la suite que ¢ est de dimension plus grande que 1 et
donc que (o) est supercuspidale. Soit ¥ = (v,) un sous-espace de dimension 1
de V; définissons ¢ e S(Q,, V) par

v sixel+p’Z,
¢o(x) =J
’ |0 sinon.
On définit fo e S(B,, V) par
{Q(b_l)?)o si v(b)el+p°Z,

sinon .

fo(b) =

Alors f, appartient a I'espace X, défini en 12 et ¢, = ¢, dans la correspon-
dance 13.

Si S est un ensemble, notons y g sa fonction caractéristique. Pour chaque »
posons G,={aeR, |v(a)el+p"*V4Z,}. Soient by, ..., b, des représen-
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tants des classes de 1 +u"R, dans G,: G, =[1(1+«"R,) b;. Par 11,

Jo= ; X(1+u”Rp)biQ(biil) Vo
d’ott
(14)  (w(e)w) fo)y) = — 2( fX(IJru"R,,)bi(xXx’ y°) dm) o(b; 1) v.
i \B,
On a

fX(IJru"R[,)bi(xxx’ yc>d90: f <.CU, y0>dx
B,

» (1+u"Ry)b;

= f (2, (yb{ )y da

n
1+u"R,

car b;e R, et done u((1+u"R,)b;) =u(l+u"R,). Donc on se raméne 2
calculer

f (x, 2% da .

(1+u"Ry)

Notons R,’ le dual de R, par respect a 'accouplement (, ), c’est-a-dire R ' =
{weB,|{(x,y)=1, VyeR,}. On voit facilement que R, =« 'R,. On a

f(x, 2% dx =/,¢(RP)XRPV ; done

Ry

c 1 n c
f (x, 2 >dw=7f(l+u w, 2°) dw
(1+u"Rp) R,
1 (4 f n c
= —-(1,2% J(u"w, 2°) dw
p R,

1 c n
= W<1, 2 >M(Rp)xu—lRp(u z)

1
= W(l, 2°) u(R,) XRp(u”“z).
Posons fj (y) = (w(0)(w) fo)(y). On obtient donc

1
W)= = —ulRy) 2, (" ) 2 (1, ybe) o(b ) vy
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Soit ¢po=¢ e Q,, V) I'image de f; par I'isomorphisme 13:

Pola) = [k o(h) f; (h)

1
e ke Wﬂmpm,ep(u““miu, nbe) o(h) (b ™)

siae@,, heB,) et v(h)=a.

Siaep *Z) avec k>n + 1, un relevement & de @ sera dans u ~*R,, donc
u”“hséRpX et ¢y(a) =0. Donc ¢ est nulle sur ]c)”‘ZpX sik>n+1.Sik<
n+ 1 alors ¢ y(p ~*2), vue comme fonction de Z, est invariante sur les classes
de 1+ p"*1#Z, Donc

Joiio 2 de
z;
est proportionnel a

[, w*ny o1y vydn.

R,

Cette intégrale est fixée par o(1 +u ~*R,), donc elle est nulle si k <7 + 1. En
utilisant la Proposition 5.1.1 on conclut que Cond (7 (p)) =p"*!. m

6. — Représentations automorphes de B, .

Dans cette section, on prend G =B * ou GL,; U est un sous-groupe com-
pact ouvert de G(A).

Soit S;/ (U) I'espace des fonction ¢’ sur G(A) satisfaisant les conditions a),
b), d), e), f) de la Définition 2.0.3 et la condition

¢') pour chaque te K., et pour chaque £e By,
@' (&) = @' (&) j(z, i) "det ()"
On a un isomorphisme de C-espaces vectoriels
S,(U) — §;(U)
¢ = ¢

(15)

o @' (g) =|v(¢)| "1 ¢(g). Comme on a remarqué dans la section 3, ¢’ en-
gendre une sous-représentation unitaire ' de la représentation réguliere
droite de G(A) sur L%(G(Q)\G(A)).

A chaque forme cuspidale ¢ e S;,(U) est donc associée une représentation
automorphe 7, de l'adelisation G(A): on pose 7, =m".
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On a la décomposition en composantes locales, [7]:
(16) T, = @nw, v

ol pour chaque premier v de @ (y compris v = ), 7, , est une représentation
admissible de G(Q,).

Soit ¢ un nombre premier divisant 4. On peut alors associer a chaque rep-
résentation ¢ de B, la représentation (o) de GL»(Q,) définie dans la section
5.2. Si d’autre part ¢ ne divise pas 4 l'isomorphisme %, permet d’identifier les
représentations de B, avec celles de GL,(Q,), dans ce cas on pose 7w (7;) =
Ty

La correspondance de Jacquet-Langlands entre les représentations auto-
morphes de B4 et représentations automorphes de GL.(A) est définie
par

7w = (?ﬂ;)'%JL(n’) = @n(n;).

Cette correspondance préserve le caractére central et les fonctions L, c’est-a-
dire L(x’, s) = L(JL (xt"), s). Elle établit une bijection

classes d’isomorphisme des

représentations automorphes de

GL5(A) qui sont de carré integrable
aux premiers divisant A

classes d’isomorphisme des
{représentations automorphes de} -
By de dimension infinie

Plus précisément, il s’agit d'une bijection entre les composantes irréductibles
de la représentation réguliere droite pour B4 et les composantes irréductibles
de la représentation reguliére droite pour GLy(A) qui sont de carré intégrable
(c’est-a-dire spéciales ou supercuspidales) aux premiers divisant 4.

Ce résultat permet de déduire du théoreme de multiplicité 1 pour GL, un
théoréme quaternionique analogue, [8]:

THEOREME 6.0.3 (Multiplicité 1). — Dans L2(G(Q)\G(A)) chaque com-
posante irréductible intervient avec multiplicité 1.

Une représentation automorphe irréductible est caractérisée par les
valeurs propres des opérateurs 7'(q) qui agissent sur son vecteur nouveau,
pour tous les g sauf qu'un nombre fini [8]; on a donc le suivant

COROLLAIRE 6.0.4. — Soit U = U(N, U,) un (p, N)-groupe et ¢ € S;(U) une
fonction propre pour T, pour tous les premiers q sauf un nombre fini. Alors
la représentation de By engendrée par ¢ est irréductible.

REMARQUE 6.0.5. — Soit ¢ € S;.(U). La représentation engendrée par ¢ est
la représentation = = 7, ® [v|["* ! qui n’est pas en général une représentation



692 LEA TERRACINI

sur LZ2. Done du point de vue de la théorie des représentations automorphes il
est plus naturel d’étudier I'espace S, plutét que I'espace S;. C’est ce qui est
fait par exemple dans [8]. Par contre, on a une correspondance meilleure entre
les opérateurs de Hecke agissant sur S, (U) et les opérateurs classiques défi-
nis par Shimura sur 'espace S;,(I(U)), [3, Theorem 1.1]. En fait I'opérateur de
Hecke T = T(q) agissant sur Sy (U) est tordu par une puissance (en général
non-entiere) de g par rapport a I'image de 7', par I'isomorphisme 15:

an T, =q" " (T,p).

Donc le choix de S, au lieu de S; est meilleur quand on s’intéresse a 'aspect
arithmétique de la théorie des formes automorphes. C’est le point de vue
adopté, par exemple, en [3, 9] et c’est aussi le notre.

7. — Formes N-nouvelles et N-anciennes.

Soit M un diviseur de N et U, un sous-groupe d’indice fini dans R, ; alors
UN, U, cUWM, U,). Si d est un diviseur de N/M et [|N posons

R/(N) =n4,R(N)ng}

o g, =i (§ ). Alors U@ = TTRD" x TR/ (V) x U, est un
’ 0 1 I/Np iIN

sous-groupe compact ouvert de B, contenu dans U(M, U,). Soit

na= (g 1) eBs ouny =1 silfN; définissons

Ja: Se(UWM, Up)) — S (UIN, U,))

pnatg
ot 7' @(9) = @(gna"). Le sous-espace de S,(U(N, U,)) engendré par les im-

ages des fonctions j; pour M #N sera noté S,(UWN, U,))N°%; on note
S, (U(N, Up))N "% son espace orthogonal pour le produit de Petersson.

ProPoOSITION 7.0.6. — On a la décomposition
(18) Sk(U(N, Up)) = @ [ @ ]d(Sk(U(M, Up))M—new)]
M|NLa|Nm

ot les expressions entre crochets sont orthogonales U'une a lautre et sont des
modules sur Ualgébre de Hecke I(,(UN, U,), Z).

DEMONSTRATION. — L’algébre 9G,(U(N, U,), Z)™ est diagonalisable, étant
engendrée par un systeme commutatif d’opérateurs normaux; comme j; com-
mute aux opérateurs T, T, , si ¢ /N, les expressions entre crochets sont sta-
bles par l'action de 3C,(U(N, U,), Z)™. Done la somme extérieure est directe;



SUR QUELQUES PROPRIETES DES ALGEBRES ETC. 693

elle est aussi orthogonale, parce que les formes propres dans deux blocs dif-
férents engendrent des représentations différentes (leurs conducteurs sont
différents) et donc ils ont des systemes de valeurs propres distincts. Soit
{@1, ..., ¢, } une base de S, (UM, U, ™" constituée par des fonetions
propres pour l'algebre 3G, (UN, U,), Z)™ . Réunissons les ¢; selon la repré-
sentation irréductible de By qu’elles engendrent:
{§01’ LR (pn} = y{(p}“ tee @ig}

Soit 1y le nombre de diviseurs positifs de N/M . Pour chaque a, soit W, le sous-
espace de , qui est invariant par UM, U,); par la théorie de Atkin-Lehner
(cf. [4] ou [12]), dim W, = nym, ou m, est la dimension du sous-espace de 7, ,
fixé par U, et W, est engendré comme C-espace vectoriel par
{ja@i) |d|N/M, i=1, ...,1,}. On a donc I, =m,. Alors

dim( S juS(UWM, Up>)M-ne“’)) = dim @BV, = 3 nym,
d|N/M a a

=mnydim S,(UWM, U,)),
ce qui montre que la somme extérieure est directe. ™

REMARK 7.0.7. — Comme on 'a vu dans la démonstration de la Proposition
7.0.6, on ne peut pas parler d’'un théoreme de multiplicité 1 pour les formes
nouvelles quaternioniques, sauf si U, est maximal.

Néanmoins, comme le nouveau vecteur d’une représentation de GL,(Q;)
est vecteur propre de 'opérateur de Hecke T(1), on a

ProposITION 7.0.8. — L’espace S, (U(N, U,,))N "V q une base constituée
par des formes propres pour toute Ualgébre de Hecke IC,(U(N, U,), Z).

8. — La correspondance de Jacquet-Langlands adélique.

La correspondance de Jacquet-Langlands est définie en termes de repré-
sentations. Comme la notion de «forme normalisée» n’a pas de sens pour les
formes quaternioniques en I'absence de g-développements, il’est impossible de
définir une correspondance canonique directe entre formes automorphes pour
By et formes automorphes pour GLy(A). Cependant, il est possible de définir
une correspondance de Jacquet-Langlands non-canonique, qui a un bon com-
portement par rapport a l'action des opérateurs de Hecke.

Soit (B, 4, R) une donnée quaternionique, avec A = A’ p. Soit R(N) un or-
dre de Eichler de niveau N dans R. Pour chaque entier positif s soit V,(N) le
(p, N)-groupe dont la composante en p est U,=1+u, R, pour une uni-
formisante u, de B,*.
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Soit ¢ €S (V,(N)M ™" une fonction propre pour l'algébre de Hecke
IG(Vy(N), Z). La représentation 7 =7, de B, associée a ¢ est irréductible,
par le Corollaire 6.0.4. La Proposition 5.2.2 entraine que la transformée de
Jacquet-Langlands JL (1) a conducteur NA' p’, avec 1 <t <s + 1. Puisque 7,
est fixée par R, siq|4’, et que R, est distingué dans B;*, 7, a dimension 1.

Par [10, § 4], 7, =y o v ol 9 est un caractere de @, ; puisque v : R >Z
est surjective, le caractere y est non-ramifié. D’apres [10, page 125], (7 ,) est
la représentation spéciale o(y||"?, || %) de GL2(Q,).

Soit U(M, p") le sous-groupe compact ouvert de GL,(A) défini par

UM, p")=U,(M)NU,(p").

Par [8, § 5], il existe une unique forme nouvelle normalisée @ dans l'espace
S, (UNA', p')), propre pour l'algébre de Hecke IC,(U(NA', p'), Z), telle que
75 =dJL (). En particulier on a 75, =m; si [ ne divise pas 4.

PROPOSITION 8.0.9. — Les valeurs propres de Ty, T; ; pour ¢ et les valeurs
propres de Ty, T, ; pour @ coincident pour chaque premier q#p et chaque
LfNA4.

DEMONSTRATION. — L’énoncé est clair pour les 7T ; et pour les T, si gf4'.
Dans ce cas en effet 7, et 7(7,) coincident. Soit ¢ un diviseur premier de 4.
On a deja remarqué que , =1 ov oll ¥ est un caractére non ramifié de @, ;
alors lopérateur 7T, agit sur ¢ par multiplication par ¢"2 'y ow(u,) =
q"2 1y(q). D’autre coté on a vu que m(w,) est la représentation spéciale
o(@| |2, w|| "*) de GLy(Q,). On montre par un caleul direct (voir [15]) que
la valeur propre de T(q) sur le nouveau vecteur de cette représentation est
Y(q), et done que T, (@) = ¢ 'y(g)p. =

Par la Proposition 7.0.8 il existe une base B = {¢, ..., ¢,,} de I'espace
S, (V,(N))N 1V constituée de fonction propres pour I'algébre I((V,(N)). En
prolongeant Passociation ¢;— ¢; par C-linéarité on obtient un homomorphis-
me (qui en général n’est pas injectif et qui dépend du choix de B) de C-espaces
vectoriels:

JL :JLfB: Sk(‘/S(N))anew_)Sk(U(NAr, ps+1))NA’7new'

Par la Proposition 8.0.9, JL est compatible avec les opérateurs T, (¢ = p) et
T, ,, I, NA)=1. On prolonge JL aux formes anciennes en imposant que
JL 0j3=34 o JL. Par la décomposition 18 on construit ainsi un homomorphisme

19) JL : S(V{(N)) =S, (UNA', p**1))

dont I'image est contenue dans l'espace des formes A’-nouvelles.
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ProposITION 8.0.10. — L’homomorphisme 19 est équivariant pour laction
des opérateurs Ty, T, .

DEMONSTRATION. — Si ¢ [N, j; commute & T, et T, ,. L’énoncé est donc
clair. Supposons ¢|N. Soit ¢ € S (V,(M))” ™" une forme propre pour l'alge-
bre 3G, (V (M), Z). Soit d un diviseur de N/M. On a

(20) Tyja(®) = 2 Aija(e),

avec 1;€C, d;|N/M. Les coefficients 4; ne dépendent que des composantes de
7, aux premiers divisant N. Comme N est premier a 4, la relation 20 vaut aus-
si pour @. On en déduit I'équivariance pour 7,. =

L’image de S, (V,(N)) par 'homomorphisme JL est contenue dans le sous-
espace de S, (UNA', p**1)) engendré par les formes propres pour I'algébre
IC(UNA', p**1), Z) dont la représentation de GLy(A) associée est spéciale
en q|4' et spéciale ou supercuspidale en p (done forcement A’-nouvelles).
Nous noterons W, (UNA', p**1)) cet espace et pour chaque sous-anneau A
de C nous noterons IG(UNA', p*th), A) |w la  restriction de
IG(UNA', p**h), A) & W, (UNA', p** ).

THEOREME 8.0.11. — L’homomorphisme JL induit un homomorphisme
surjectif, indépendant de la base choisie B

JL*: 9G(UNA', p* 1), Z) = IG(V(N), Z)
T,~T,
Tq,q '_>Tq’q'

Pour chaque sous-anneau A de C il identifie Ualgebre I(,(V(N), A) a lalge-
bre :)Ck(U(NA ’7 ps+1); A) |W

DEMONSTRATION. — Pour la premiere assertion: la surjectivité est claire
parce que les deux algébres sont engendrées par les opérateurs T, T, ,; il
faut prouver que la fleche est bien définie. Soit 7' un polyndéme dans les
T,, T, ; a coefficients dans Z qui soit nul sur S, (U(NA4’, p* *1): il faut montr-
er que T =0 sur S, (V,(N)). Nous utilisons la décomposition 18; par les Propo-
sitions 7.0.8 et 8.0.9, T est nul sur S, (V,(N))¥ ~™v. Soit M un diviseur de N;
soit {@1, ..., @} CSp(V,(M)™ =¥ un ensemble maximal de formes linéaire-
ment indépendantes propres pour IC.(V,(M), Z) dont la représentation asso-
ciée est la méme représentation irréductible 7 de B, . Alors JL envoie les ¢;
sur la méme forme ¢ dans S,(UNA', p**1)). Pour i=1, ..., m lespace
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V= GB Cji(@;) est stable par tous les opérateurs de Hecke et JL envoie in-
Jectlvement V; dans T'espace V = 69 Cj;(¢), done T = 0 sur 69 V;. On déduit

que T est nul sur chaque bloc entre crochets de la decomposmon 18, done T est
nul sur S, (V,(N)). Pour la deuxiéme assertion, il faut montrer que la restric-
tion a Iimage de JL de lalgeébre I, (UNA', p**!), Z) coincide avec
I (UNA', ps*1), Z) |w, done que si T' est nul sur Im (JL) alors il est nul sur
W, (UNA', p**1)). Soit {7} Yensemble des représentation automorphes de
GL3(A) de conducteur divisant NA'p**1, de caractére central de conducteur
une puissance de p, et qui soient de carré intégrable aux premiers divisant 4
et de poids & a l'infini. Soit M, le conducteur de 7 ,. Comme les 7, sont spécia-
les aux premiers divisant A', M, =A'M, avec (M,, A') = 1. Pour chaque « il
existe une forme normalisée ¢ , € W,(UM,, p**1)) telle que w, =m,. Parla
théorie d’Atkin-Lehner

W, (UNA’, p8+1))—@ D Cjile,).
o

s+1
Sid
quons qugzjdr(gua) e Im (JL) et que IC,(U(NA', p**1), Z) commute avec j,- car
les opérateurs de Hecke qu’on considére n’ont pas de composantes en p. Par
conséquent T(j;(¢,)) =0 pour tout o et tout d et donc T est nul sur
W, (UNA', p**1). =

on peut écrire d =p"d’ avec pJd’; on a alors j; = j, ojq . Remar-

9. — Propriétés de I’algebre de Hecke.

Soit M est un entier premier & p. Il est bien connu que l'espace
S, (UM, p*)) peut étre plongé dans C[q] par le développement en série de
Fourier a la pointe o . Cela permet de munir S, d’'une structure entiere canon-
ique: si A est un sous-anneau de C posons

S (UM, p*), A) = S,(UWM, p*)) NAlqg]

Alors W, (UM, p®), A) est un A-sous module de S, (UM, p°), A) et le quo-
tient est sans A-torsion.

Soit I)C;'i( UM, p®), Z) la Z-algebre de Hecke compléte (c’est-a-dire com-
prenant l'opérateur 7,) dans End¢(S,(U(M, p*))). Les faits suivants sont
standard (voir par exemple [16, Chap. III]):
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ProposiTiON 9.0.12. — Soient M wun entier premier & p, AcC un
anneau.

a) f)(‘,E(U(M, p*), Z) est libre de type fini sur Z;
b) S,(UWM, p*), Z) est stable par Ualgébre D(‘E(U(M, p°), Z);

¢) La fonction
() oUW, p*), A) x S,(UM, p*), A) —A

définie par (h, f)=a,;(f|h), est un accouplement parfuit;
d) S, (UM, p°), Z) est libre de type fini sur Z;
&) IWUWM, p*), 2)®,A=IWUWM, p*), A);
F) S (UM, p*), A) =S, (UM, p*), Z) ®zA;

ProPoOSITION 9.0.13. — L'espace W,(U(M, p*®)) est défini sur Q:
Wi.(UM, p*)) =W, (UM, p*), Q) ®qC

DEMONSTRATION. — La décomposition

SHUM, p) = @ | @ julSeUD, p/™)

r<s W
étant définie sur @, il suffit de montrer que I'espace
W (UM, p*))"™ =W, (UM, p*)) N S,(UM, p*))"™

est défini sur . Comme les valeurs propres des formes cuspidales sont algé-
briques, il est bien sur défini sur Q. Le groupe de Galois Gg= Gal@/Q) agit

Q-linéairement sur S,(UWM, p*¥), Q)" par o: f= E b,q"—f°= Z blq™.

Nous allons montrer que W, (UM, p*), Q) est stable par Paction de GQ Soit
fe W, (UM, p*)) une forme nouvelle normalisée, et 7,= & 7, la représen-

tation de GL,(A) associée. Etant donné oe Gg, on peut considérer pour
chaque place v de @ la représentation x7 , définie dans [20, I.1]. Par [20, Th.
1.8.1], la représentation 77 = @ xf , est une représentation automorphe dans

I'espace Ay(oo¢) de Jacquet- Langlands ol ¢ est le caractére central de 7.
C'est facile de vérifier que 77, et 7. , ont les mémes valeurs propres de
Hecke, pour tout v sauf qu'un nombre fini; on en déduit par la multiplicité 1
que 77 = 70 D’'apres [20, Exemple p. 125], 77 , est principale, spéciale ou su-
percuspidale si 7, , I'est. Done f7e W, (UM, p*)). On conclut en utilisant le
lemme suivant d’algebre lineaire [2, Chapitre 5, § 4]:
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LEMME 9.0.14. — Sotent K une estension galoisienne de @, W un K-sous-es-
pace vectoriel de K" stable par Uaction de Gal (K/Q); alors dimg (WN Q") =
dlmK w.

COROLLAIRE 9.0.15. — Soient M un entier premier & p, A un anneau con-
tenu dans C.

a) W, (UM, p*),Z) est libre sur Z, de rang égal a
dlmc Wk(U(M, ps));

b) L’accouplement
(,): %E(U(M, p°), A) |w, X W,(UM, p*), A) >A

défint par (h, f)=a,(f|h) est parfait;

0) IWUM, p*), A) |w, = UM, p*), Z) |y, ®74;

d) W,(UM, p*), A) =W, (UM, p*), Z) ®4A;

e) IG(UWM, p*), Z) |w, est libre de type fini sur Z;

£) IG(UWM, p*), A) |w, = IGUM, p*), Z) |, ®zA;

g) Soit

L={feW,(UM, p*))|a,(f)=0 pour tout n tels que pJn}.
Alors

dime OCHUM, p*), ©) |w,) — dime (IG(UM, p*), €) |w,) = dim (L).

DEMONSTRATION. — a) est une conséquence du fait que S, (UM, p°*), Z) est
libre de type fini sur Z, et du fait que W,(UM, p®)) est défini sur @; b):
Paccouplement de la Proposition 9.0.12 c¢) est bien défini et parfait sur
f)C,'i(U(M, p*), A) |w, X W, (UM, p*), A); ¢): on a un homomorphisme surjec-
tif naturel

0: UM, p*), Z) |w, ®zA— ICNUWM, p*), A) |w,;

si A = C, les dimensions des deux espaces sont égales par b), donc 6 est injec-
tif parce que ICYUDM, p*), A) |w,c ICNUM, p*), C) |w,; d): comme W, est
défini sur @ on a une injection naturelle

a: W, (UM, p*), Z) QA—>W,. (UM, p*), A);

Palgebre ICHUWM, p*), Z) |w, est un quotient sans Z-torsion d’une algebre
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finie sur Z, donc elle est libre; par b) et c)
W(UM, p*), Z) @A = Homgy XWUM, p*), Z) |w,, Z) @A
= Hom, (XY UM, p*), Z) |w, ®7A, A)
= Hom, OCAUWM, p*), A) |w,, A);
d’aprés b) on a une injection
W (UM, p*), A) = Homy OCKUM, p*), A) |w,, A),

qui est I'inverse de a; e) est évident car IG,(UM, p*), Z) |, est une sous-al-
gebre sans Z-torsion d'une algebre finie sur Z; f) on a une surjection naturelle
B GUWM, p*), Z) @,A— I (UM, p*), A) |w,; comme A est plat sur Z,
IGUWM, p*), Z) |w,®,A Ss’injecte dans ko, P°hZ)|w,QzA et ce
dernier est égal a Z)C,E(U(M, p*), A) |w,, par ¢); puisque I, (UM, p*), A) |w,
est contenu dans (UM, p*), A) |w,, B est injective; g) est une conséquence
directe de b). =

Remarquons que les formes dans L sont exactement les formes du type
g(pz) pour geS,(UN, p*~ 1)), voir par exemple [13, Theorem 4.6.8].

COROLLAIRE 9.0.16. — Pour tout s=0

a) I, (V,(N), Z) est libre de type fini sur Z,
b) G, (V,(N), A) = IG,(V,(N), Z) ®,;A pour tout anneau AcC.
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