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Bollettino U. M. I.
(8) 4-B (2001), 483-519

Spectre d’ordre supérieur et problèmes
aux limites quasi-linéaires.

AOMAR ANANE - OMAR CHAKRONE - JEAN-PIERRE GOSSEZ

Sunto. – Nello studio dei problemi del tipo 2Du4 f (x , u)1h(x), si impongono gene-
ralmente delle condizione sul comportamento asintotico di f (x , u) rispetto allo
spettro di 2D . Avendo in vista dei problemi quasilineari del tipo 2Du4
f (x , u , ˜u)1h(x), sembra naturale introdurre una nozione di spettro per 2D che
tenga conto della dipendenza del membro di destra rispetto al gradiende ˜u . L’og-
getto di questo lavoro è di definire, studiare e applicare questa nuova nozione di
spettro.

1. – Introduction.

Dans l’étude des problèmes elliptiques semi-linéaires tels que

.
/
´

2Du

u

4 f (x , u)1h(x)

40

dans

sur

V ,

¯V ,
(1.1)

où V est un domaine borné de RN , il est habituel d’imposer des conditions por-
tant sur le comportement asymptotique de la non linéarité f (x , u) par rapport
au spectre de la partie linéaire 2D . Dans les situations les plus simples, on re-
garde f (x , u) comme une perturbation de lu . Suivant que l est ou n’est pas
une valeur propre de 2D , des résultats de type résonance ou non-résonance
sont alors obtenus. Parmi les références les plus classiques à ce sujet, on peut
citer [H] (lEl 1), [D] (l entre deux valeurs propres consécutives), [L,L]
(l4l 1),...

Nous considérons maintenant le problème quasi-linéaire

.
/
´

2Du

u

4 f (x , u , ˜u)1h(x)

40

dans

sur

V ,

¯V .
(1.2)

En gardant à l’esprit cette idée de «perturbation par rapport au spectre», il
semble naturel dans l’étude de (1.2) d’introduire une notion de spectre pour 2
D qui tient compte de la dépendance du membre de droite par rapport au gra-
dient ˜u . Définir, étudier et appliquer cette nouvelle notion de spectre sont
les objets de ce travail.
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Nous définissons le spectre d’ordre un de 2D comme l’ensemble s 1 (2D)
des couples ( b , a)�RN3R tels que le problème

.
/
´

2Du

u

4au1b . ˜u

40

dans

sur

V ,

¯V
(1.3)

a une solution non triviale u . Dans la section 3 nous montrons que s 1 (2D) est
constitué d’une suite de paraboloïdes dans RN3R passant par les points
(0 , l k ), où l 1El 2Gl 3GR désigne la suite des valeurs propres usuelles de
2D .

Pour un opérateur général du second ordre à structure divergence

Lu»42! ¯

¯xj
gaij (x)

¯u

¯xi
h ,

la définition précédente doit être légèrement modifiée. Le spectre d’ordre un
de L pour le poids m(x) est défini comme l’ensemble s 1 (L , m) des couples
( b , a)�RN3R tels que le problème

.
/
´

2Lu

u

4am(x) u1b . (A(x) ˜u)

40

dans

sur

V ,

¯V
(1.4)

a une solution non triviale u , où A(x) désigne la matrice des coefficients aij (x)
de L . Nous montrons dans la section 2 que s 1 (L , m) peut être entièrement
décrit par des formules de minimax «à la Courant». Les surfaces propres dans
RN3R ainsi obtenues sont continues et comprises entre des paraboloïdes (du
moins lorsque le poids m(x) est FeD0). Nous établirons aussi un résultat du
type alternative de Fredholm pour le problème

.
/
´

Lu

u

4am(x) u1b . (A(x) ˜u)1h(x)

40

dans

sur

V ,

¯V .
(1.5)

Dans la section 4 nous considérons le cas du problème de Neumann, qui
présente une difficulté particulière lorsque le poids change de signe.

Les sections 5 et 6 concernent le p-laplacien. Le spectre d’ordre un de
2D p pour le poids m(x) est défini comme l’ensemble s 1 (2D p , m) des couples
( b , a)�RN3R tels que le problème

.
/
´

2D p u

u

4am(x)NuNp22 u1b . N˜uNp22 ˜u

40

dans

sur

V ,

¯V
(1.6)

a une solution non triviale u . Utilisant la méthode de Ljusternik-Schnirel-
mann, nous montrons que s 1 (2D p , m) contient une suite de surfaces propres,
suite qui tend vers l’infini dans un certain sens. Nous établissons aussi dans ce
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contexte un résultat partiel du type alternative de Fredholm. Le début du
spectre s 1 (2D p , m) est étudié en détail dans la section 6: simplicité et isola-
tion de la première surface propre, détermination de la deuxième surface pro-
pre, dépendance monotone stricte de ces surfaces par rapport au poids.

Les sections 7 et 8 sont consacrées aux applications. Nous y étudions l’exis-
tence de solution au problème (1.2) et plus généralement au problème

.
/
´

2D p u

u

4 f (x , u , ˜u)1h(x)

40

dans

sur

V ,

¯V ,
(1.7)

lorsque la nonlinéarité f est asymptotiquement en-dessous de la première sur-
face propre (section 7) ou entre deux surfaces propres consécutives (section 8).
Les démonstrations dans la section 7 font intervenir le lemme de Brézis-Bro-
wder [B,B] ainsi qu’une technique de troncature inspirée de [B,B,M], cela afin
de pouvoir traiter le cas où f satisfait seulement une condition de croissance
d’un seul côté par rapport à u et une condition de croissance de degré p par
rapport à ˜u . Dans la section 8 nous utilisons la théorie du degré pour les opé-
rateurs de type (S1) (cf. [B,M]), cela afin de pouvoir traiter la dépendance du
membre de droite en le gradient. L’introduction du spectre d’ordre un nous
permet d’améliorer sensiblement plusieurs résultats de [B,B,M], [DV] relatifs
à (1.7), comme nous le préciserons dans la remarque 7.2.

Certains résultats de ce travail ont été annoncés dans [A,C,G].

2. – Spectre d’ordre un et alternative de Fredholm.

Soit V un domaine borné de RN et soit

Lu»42 !
i , j41

N
¯

¯xj
gai , j (x)

¯u

¯xi
h

un opérateur linéaire uniformément elliptique avec ai , j�L Q (V) et ai , j4
aj , i (i , j . En notant A(x) la matrice des ai , j (x), l’opérateur L s’écrit encore:
Lu42 div(A(x) ˜u) .

On considère le problème aux valeurs propres d’ordre un suivant:

.
/
´

Trouver

Lu

u

( b , a , u)�RN3R3H0
1 (V)0]0( tel que

4am(x) u1b . (A(x) ˜u)

40

dans

sur

V ,

¯V ,

(2.1)

où m�M»4]m�L Q (V); mes]x�V ; m(x)D0(c0( . Si ( b , a , u) est une
solution de ce problème, alors ( b , a) est dit valeur propre d’ordre un et u fon-
ction propre associée. On désigne par s 1 (L , m)%RN3R l’ensemble des va-
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leurs propres d’ordre un ( b , a) avec aF0. Lorsque le poids m change de si-
gne, le spectre complet est la réunion de s 1 (L , m) et de 2s 1 (L , 2m).

Le problème classique aux valeurs propres (d’ordre zéro) s’écrit:

.
/
´

Trouver

Lu

u

( m , u)�R3H0
1 (V)0]0( tel que

4mm(x) u

40

dans

sur

V ,

¯V .

(2.2)

On désigne par s 0 (L , m) l’ensemble des valeurs propres mF0. Il est clair que
l’intersection de s 1 (L , m) avec la droite b40 redonne s 0 (L , m).

Rappelons que s 0 (L , m) est constitué d’une suite de nombres D0: m 1E
m 2Gm 3GRK1Q , où

1

m n

»4 sup
F� Fn (H0

1 (V) )

minm s
V

m(x)NuN2 ; u�F et a(u , u)41n(2.3)

et où chaque m n est répété suivant sa multiplicité (voir par exemple [De]). Les
notations suivantes ont été utilisées ci-dessus: Fn (E) désigne la famille des
sous-espaces de dimension Fn de l’espace E , et a(u , v) désigne la forme de
Dirichlet sur H0

1 (V) associée à l’opérateur L:

a(u , v)4s
V

!aij (x)
¯u

¯xi

¯v

¯xj

.(2.4)

On écrira parfois m n4m n (L , m).
Dans cette section nous allons démontrer que le spectre d’ordre un,

s 1 (L , m), est constitué d’une suite de surfaces dans RN3R0
1 tendant vers

1Q (théorème 2.1). Nous utiliserons pour cela la méthode de Courant telle
que rappelée ci-dessus en (2.3). Nous verrons que ces surfaces sont continues
(remarque 2.2) et comprises entre des paraboloïdes (du moins lorsque le poids
m(x) est FeD0, cf. remarque 2.2). Nous établirons aussi un résultat du type
alternative de Fredholm (théorème 2.3).

Définissons, pour b�RN , l’opérateur L b , par

L b u»42! ¯

¯xj
ge b Qx aij (x)

¯u

¯xi
h(2.5)

et notons a b (u , v) la forme de Dirichlet associée:

a b (u , v) »4s
V

!e b Qx aij (x)
¯u

¯xi

¯v

¯xj

.(2.6)
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THÉORÈME 2.1. – (i) s 1 (L , m) est la réunion de la suite des graphes des
fonctions G n : RNKR0

1 , n41, 2 , R , où G n ( b) est défini pour b�RN par

(2.7)
1

G n ( b)
»4 sup

F� Fn (H0
1 (V) )

minm s
V

e b . x m(x)NuN2 ; u�F et a b (u , u)41n .

(ii) Pour chaque b�RN , G 1 ( b)EG 2 ( b)GG 3 ( b)GRK1Q .

On écrira parfois G n ( b)4G n ( b , L , m).

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.1. – Soit ( b , a , u)�RN3R13
H0

1 (V)0]0(. On vérifie facilement que ( b , a , u) est une solution du problème
d’ordre un (2.1) si et seulement si (a , u) est solution du problème (d’ordre
zéro):

.
/
´

Trouver

L b u

u

( a , u)�R13H0
1 (V)0]0( tel que

4ae b Qx m(x) u

40

dans

sur

V ,

¯V .

(2.8)

Pour chaque b�R N , l’opérateur L b jouit des mêmes propriétés que L et le
poids e b Qx m(x) de (2.8) appartient encore à M . En appliquant alors la méthode
de Courant telle que rappelée en (2.3) au problème (2.8), on déduit les conclu-
sions du théorème 2.1. r

Il résulte de la démonstration précédente que ( b , a)�s 1 (L , m) si et seu-
lement si a�s 0 (L b , e b Qx m(x) ) .

REMARQUES 2.2. – 1) On déduit facilement de (2.7) et de la proposition 3.2
de la section suivante que

G n ( b , L , m)F
c1

VmVQ
gm n (2D , 1 )1

NbN2

4
h

et que, lorsque m(x)FeD0,

G n ( b , L , m)G
c2

e
gm n (2D , 1 )1

NbN2

4
h ,

où c1 et c2 sont des constantes positives telles que c1 NjN2GA(x) j QjGc2 NjN2

p.p. x , (j�RN . Rappelons que m n (2D , 1 ) désigne ici la neme valeur propre de
2D pour le poids m(x)f1.

2) Pour chaque n , la fonction G n : RNKR est continue. La preuve de ce
résultat est analogue à celle donnée plus loin pour le p-laplacien (cf. théo-
rème 5.4).
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3) On peut se demander si les surfaces propres distinctes sont disjointes.
Cela revient à vérifier que la multiplicité de la valeur propre d’ordre un
(b , G n( b)) est indépendante de b . Nous verrons dans la section suivante que la
réponse est affirmative lorsque L est à coefficients constants et m(x)f1.

4) On pourrait essayer de définir une notion de spectre d’ordre un à par-
tir de l’équation Lu»4am(x) u1b Q˜u . Lorsque L est à coefficients cons-
tants, cette équation s’écrit Lu4am(x)1bA 21 QA˜u , où A(x)fA , et on est
ramené à un problème de la forme (2.1).

5) On peut aussi définir le spectre d’ordre 2m21 pour un opérateur
d’ordre 2m . Plusieurs résultats de ce travail peuvent être étendus à cette situ-
ation (cf. [C]).

THÉORÈEME 2.3. – (i) Le problème

.
/
´

Lu

u

4am(x) u1b . (A(x) ˜u)1h

40

dans

sur

V ,

¯V
(2.9)

admet une solution pour tout h�H 21 (V) si et seulement si ( b , a)�
s 1 (L , m).

(ii) Soient maintenant ( b , a)�s 1 (L , m) et h�H 21 (V). Alors le pro-
blème (2.9) admet une solution si et seulement si ae b . x h , fb40 pour tout f�
E( b , a) , où E( b , a) est le sous-espace engendré par les fonctions propres d’ordre
un associées à ( b , a) et où a , b désigne la dualité entre H 21 (V) et
H0

1 (V).

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.3. – (i) Le problème (2.9) est équivalent au
problème

.
/
´

L b u

u

4ae b . x m(x) u1e b . x h

40

dans

sur

V ,

¯V
(2.10)

où L b est défini par (2.5). Comme l’application h�H 21 (V)Ke b Qx h�H 21 (V)
est bijective, le problème (2.10) admet une solution pour tout h�H 21 (V) si et
seulement si, d’après l’alternative de Fredholm usuelle, a�s 0 (L b , e b . x m(x) )
c’est-à-dire ( b , a)�s 1 (L , m) (cf. la démonstration du théorème 2.1).

(ii) Le problème (2.9) admet une solution si et seulement si le problème
(2.10) en admet une. D’après l’alternative de Fredholm usuelle, cela aura lieu
si et seulement si ae b . x h , fb40 pour tout f solution de (2.8), c’est-à-dire fina-
lement si et seulement si ae b . x h , fb40 pour tout f�E( b , a) . r

REMARQUE 2.4. – En faisant b40 dans le théorème 2.3, on retrouve l’alter-
native de Fredholm usuelle pour l’opérateur L .
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3. – Opérateurs à coefficients constants.

Dans cette section nous allons étudier le cas particulier où L est à coeffi-
cients constants: A(x)fA . Nous verrons que le spectre s 1 (L , m) est alors sy-
métrique en b . De plus, lorsque le poids m(x)f1, les fonctions G n ( b) sont des
polynômes de degré deux.

On notera

sb (x) »4expg b . x

2
h et tb (x) »4expg2 b . x

2
h pour b et x�RN .

LEMME 3.1. – (i) Pour tout f�H0
1 (V), sb f et tb f�H0

1 (V).

(ii) Pour tout f , u�H0
1 (V), on a

s
V

u
¯u

¯xi

40 et s
V

f
¯u

¯xi

42s
V

u
¯f

¯xi

.

DÉMONSTRATION DU LEMME 3.1. – L’assertion (i) provient du fait que tb , sb�
C Q (RN ). L’assertion (ii) est clairement vérifiée pour tout u , f� D(V). La con-
clusion en résulte par densité. r

PROPOSITION 3.2. – Supposons L à coefficients constants.

(i) ( b , a , u) est solution de (2.1) si et seulement si a est valeur propre
et sb u fonction propre associée du problème (d’ordre zéro):

.
/
´

Lv1
Ab Qb

4
v4lm(x) v

v40

dans

sur

V ,

¯V .

(3.1)

(ii) Les surfaces propres de s 1 (L , m) sont symétriques. En fait
G n ( b , L , m)4G n (2b , L , m).

(iii) Si m(x)f1, alors

G n ( b , L , 1 )4m n (L , 1 )1
Ab Qb

4
(3.2)

pour tout b�RN et n41, 2 , R .

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.2. – (i) Supposons que ( b , a , u) est
solution de (2.1). Soit f�H0

1 (V). Par le lemme 3.1, fsb�H0
1 (V). En prenant
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fsb comme fonction test dans (2.1), il vient

s
V

A˜u . ˜(fsb )4as
V

m(x) ufsb1s
V

( b . A˜u)(fsb ) .(3.3)

Posons v(x) »4u(x) sb (x). On a donc

u(x)4v(x) tb (x) , ˜u4g˜v2
vb

2
h tb et ˜(fsb )4g˜f1

fb

2
h sb .

En remplaçant dans (3.3) et en utilisant le lemme 3.1, on obtient

s
V

A˜v . ˜f4s
V

gam(x)2
Ab Qb

4
h vf .

Il en résulte que a est valeur propre du problème (3.1), ce qui établit la moitié
de l’assertion (i). L’implication réciproque se démontre par un calcul iden-
tique.

(ii) Fixons b et soit l 1 ( b , L , m)El 2 ( b , L , m)Gl 3 ( b , L , m)GR la sui-
te des valeurs propres D0 de (3.1). Par le point (i), chaque G n ( b , L , m) est
égal à un l k ( b , L , m) et inversément chaque l k ( b , L , m) est égal à un
G n ( b , L , m). De plus, comme uKsb u est un isomorphisme, les multiplicités
sont égales. Comme les G n ( b , L , m), n41, 2 , R , et les l k ( b , L , m), k4
1, 2 , R vont en croissant et sont répétés suivant leur multiplicité, on déduit
que

G n ( b , L , m)4l n ( b , L , m)(3.4)

pour tout n . Comme on a clairement l n ( b , L , m)4l n (2b , L , m), le point (ii)
en résulte.

(iii) Lorsque m(x)f1, les valeurs propres de (3.1) sont égales à celles de L
translatées de 2Ab Qb/4 . La formule (3.2) résulte alors de (3.4). r

4. – Problème de Neumann.

Dans cette section on suppose la frontière ¯V de classe C 1 . L’opérateur L
vérifie les mêmes hypothèses que dans la section 2.

On considère le problème aux valeurs propres d’ordre un suivant:

.
/
´

Trouver ( b , a , u)�RN3R3H 1 (V)0]0( tel que

L(u)4am(x) u1b . (A(x) ˜u)

¯u/¯n L40

dans

sur

V ,

¯V ,

(4.1)

où m�M et où ¯/¯n L représente la dérivation conormale associée à L . On dési-
gne par s 1

A(L , m) l’ensemble des valeurs propres d’ordre un ( b , a)�RN3
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R1 . Les solutions de (4.1) s’entendent évidemment au sens faible, c’est-à-dire
u�H 1 (V) avec

a(u , v)4s
V

am(x) uv1s
V

b Q (A(x) ˜u) v (v�H 1 (V) ,(4.2)

où a(u , v) désigne la forme de Dirichlet (2.4) considérée maintenant sur
H 1 (V).

Le problème aux valeurs propres d’ordre zéro s’écrit:

.
/
´

Trouver ( m , u)�R3H 1 (V)0]0( tel que

Lu4mm(x) u

¯u/¯n L40

dans

sur

V ,

¯V .

(4.3)

On désigne par s 0
A(L , m) l’ensemble des valeurs propres mF0.

Puisque H 1 (V) contient les constantes non nulles, on remarque que 0�
s 0
A(L , m) et que la forme de Dirichlet a(u , v) ne définit pas un produit scalaire
sur H 1 (V). Pour adapter la méthode de Courant à cette situation, nous allons
construire un sous-espace fermé de H 1 (V) qui ne contient pas les constantes
et sur lequel a(u , v) définit un produit scalaire. Nous traiterons directement
le cas du spectre d’ordre un, le cas du spectre usuel s’obtenant en faisant ci-
dessous b40. La construction différera suivant que s

V

e b Qx m(x)c0 ou
40.

Pour chaque b�RN , on définit le sous-espace de H 1 (V):

H(m, b)»4

.
/
´

mu�H 1(V); s
V

e b.xm(x) u40n
mu�H 1(V); s

V

e b.xm(x) u4s
V

u40n
lorsque s

V

e b.xm(x)c0 ,

lorsque s
V

e b.xm(x)40 .

LEMME 4.1. – (i) Il existe une constante cD0 telle que cs
V

u 2Gs
V

N˜uN2

pour tout u�H(m , b).

(ii) La forme de Dirichlet a b (u , v) définie en (2.6) est un produit sca-
laire sur H(m , b) équivalent au produit scalaire usuel s

V

˜u˜v1s
V

uv .

DÉMONSTRATION DU LEMME 4.1. – (i) Supposons, par l’absurde, qu’il existe

une suite un�H(m , b) telle que
1

n
s

V

un
2Ds

V

N˜unN2. Posons vn4
un

VunV2

, de
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sorte que

s
V

vn
241 et

1

n
Ds

V

N˜vnN2 .(4.4)

Pour une suite partielle, vn � v dans H 1 (V) et vnKv dans L 2 (V), et on déduit
de (4.4) que

s
V

N˜vN240 et s
V

v 241 .

Par conséquent v est une constante non nulle. Comme H(m , b) est fermé, v�
H(m , b), d’où une contradiction puisque H(m , b) ne contient pas les constan-
tes non nulles. Le point (ii) découle immédiatement de (i) et de l’uniforme el-
lipticité de L . r

THÉORÈME 4.2. – (i) sA 1 (L , m) est la réunion de RN3]0( et de la suite des
graphes des fonctions G

A
n : RNKR , n41, 2 , R , où G

A
n ( b) est défini pour b�

RN par

1

G
A

n ( b)
»4 sup

F� Fn (H(m , b) )
minm s

V

e b . x m(x) u 2 ; u�F et a b (u , u)41n .(4.5)

(ii) Pour chaque b�RN , 0EG
A

1 ( b)GG
A

2 ( b)GRK1Q .

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 4.2. – Soit ( b , a , u)�RN3R13H 1 (V).
Comme dans la démonstration du théorème 2.1, on commence par vérifier que
( b , a , u) est solution de (4.1) si et seulement si (a , u) est solution de

.
/
´

Trouver (a , u)�R13H 1 (V)0]0(

a b (u , v)4as
V

e b . x m(x) uv

tel que

( v�H 1 (V) .
(4.6)

Admettons un instant le lemme suivant qui transforme notre problème
dans H 1 (V) en un problème dans H(m , b).

LEMME 4.3. – Soit b�RN fixé et considérons le problème

.
/
´

Trouver (a , u)�R13H(m , b)0]0(

a b (u , v)4as
V

e b . x m(x) uv

tel que

( v�H(m , b) .
(4.7)

Alors a est valeur propre de (4.7) si et seulement si aD0 et est valeur propre
de (4.6).
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Rappelons aussi le résultat classique suivant (voir par exemple [De]).

LEMME 4.4. – Soit H un espace de Hilbert réel de dimension infinie, de
produit scalaire ( , ) et de norme V V , et soit T : HKH un opérateur linéaire
compact symétrique. Posons

n n »4 sup
F� Fn (H)

min ](Tu , u); u�F et VuV41((4.8)

et supposons n nD0 pour chaque n41, 2 , R Alors l’ensemble des valeurs
propres D0 de T est la suite n 1Fn 2FR De plus n nK0 lorsque nKQ .

Pour poursuivre la démonstration du théorème 4.2, on introduit l’opérateur
T : H(m , b)KH(m , b) défini par

a b (Tu , v)4s
V

e b Qx m(x) uv (u , v�H(m , b) .

On vérifie aisément que T est bien défini, compact et symétrique. De plus le
problème (4.7) s’écrit

Tu4
1

a
u , u�H(m , b) .

Les conclusions du théorème 4.2 suivent alors du lemme 4.4 une fois démontré
que, pour chaque n ,

sup
F� Fn(H(m , b) )

minm s
V

e b Qx m(x)u 2 ; u�F et a b (u , u)41nD0 .(4.9)

Pour établir (4.9) on commence par construire, comme dans [De], 3n fonctions
de D(V) de supports deux à deux disjoints, u1

i , R , un
i , i41, 2 , 3 , telles que

s
V

e b Qc m(x)(uk
i )D0 pour chaque i , k . On choisit ensuite, pour chaque k , des

coefficients a k
1 , a k

2 , a k
3 non tous nuls tels que

uk »4a k
1 uk

11a k
2 uk

21a k
3 uk

3�H(m , b) .

On vérifie ensuite, comme dans [De], que

minm s
V

e b Qx m(x) u 2 ; u�F et a b (u , u)41nD0

pour F4vect ]u1 , R , un(, ce qui entraîne (4.9). r

DÉMONSTRATION DU LEMME 4.3. – Soit (a , u) une solution du problème
(4.7). Comme H(m , b) ne contient pas les constantes non nulles, on voit de sui-
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te que aD0. Considérons d’abord le cas où s
V

e b Qx m(x)c0. Pour v�H 1 (V),

on pose v14v2c où c4g s
V

e b Qx m(x)h21

s
V

e b Qx m(x) v , de sorte que v1�

H(m , b). En utilisant (4.7) et le fait que u�H(m , b), on a

a b (u , v) 4

4

4

4

a b (u , v1 )

as
V

e b . x m(x) uv1

as
V

e b . x m(x) uv2acs
V

e b . x m(x) u

as
V

e b . x m(x) uv .

Puisque v�H 1 (V) est arbitraire, il en résulte que ( b , a , u) est une solution
de (4.6).

Considérons maintenant le cas où s
V

e b Qx m(x)40. Fixons w�H 1 (V) tel
que s

V

e b . x m(x) wc0 et posons

cu4g s
V

e b . x m(x) wh21g 1

a
a b (u , w)2s

V

e b . x m(x) uwh ,

de sorte que

a b (u , w)4as
V

e b . x m(x)(u1cu ) w .(4.10)

On va montrer que (a , u1cu ) est solution de (4.6). Pour cela on écrit, pour
chaque v�H 1 (V), v4v11c1 w1c2 où

c14

s
V

e b . x m(x) v

s
V

e b . x m(x) w
, c24

1

mes (V)
g s

V

v2c1s
V

wh , v14v2c1 w2c2 .

On voit facilement que v1�H(m , b). En utilisant (4.7) (4.10) et le fait que uv1�
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H(m , b), on a

a b (u1cu , v) 4

4

4

4

4

a b (u , v)

a b (u , v1 )1c1 a b (u , w)

as
V

e b . x m(x) uv11c1 as
V

e b . x m(x)(u1cu ) w

as
V

e b . x m(x)(u1cu )(v11c2 )1c1 as
V

e b . x m(x)(u1cu ) w

as
V

e b . x m(x)(u1cu ) v ,

ce qui montre que (a , u1cu ) est solution de (4.6).
Réciproquement soit maintenant (au) solution de (4.6) avec aD0. En pre-

nant vf1 dans (4.6), on obtient s
V

e b . x m(x) u40. Considérons d’abord le cas

où s
V

e b . x m(x)c0. Ce qui précède implique donc que u�H(m , b) et on déduit

que (a , u) est solution de (4.7). Considérons maintenant le cas où

s
V

e b . x m(x)40. On pose

uA4u2moy (u) où moy (u) »4
1

mes V
s

V

u ,

et on vérifie facilement que uA�H(m , b). On a alors pour tout v�H(m , b)

a b (uAv) 4

4

4

4

a b (uv)

as
V

e b . x m(x) uv

as
V

e b . x m(x) uAv1amoy (f)s
V

e b . x m(x) v

as
V

e b . x m(x) uAv

ce qui montre que (auA) est solution de (4.7). Ceci termine la démonstration du
lemme 4.3 et du théorème 4.2. r

REMARQUES 4.5. – 1) La description précédente semble nouvelle même
dans le cas du spectre d’ordre zéro.

2) Si m(x)FeD0 p.p. x alors on peut obtenir sA1 (Lm) (et sA0 (L , m) ) sans
introduire l’espace H(mb). En effet, l’équation Lu4am(x) u1b QA(x) ˜u
s’écrit Lu1m(x)u4 (a11) m(x) u1b QA(x) ˜u et la forme de Dirichlet



AOMAR ANANE - OMAR CHAKRONE - JEAN-PIERRE GOSSEZ496

associée au membre de gauche de cette dernière équation est coercive sur
H 1 (V). Le lemme 4.4 peut alors être appliqué directement dans H 1 (V).

3) Dans le cas du laplacien nous ne savons pas que si le spectre sA1 (2
D , 1 ) admet une expression explicite comme dans le cas des conditions aux li-
mites de Dirichlet.

4) L’alternative de Fredholm peut aussi être établie dans le présent
contexte.

5) On peut également considérer des conditions aux limites mêlées de
Dirichlet-Neumann. Cette situation est en fait plus simple que celle des condi-
tions de Neumann et ne nécessite pas l’introduction d’un sous-espace.

5. – Spectre d’ordre un du p-laplacien.

On considère le problème aux valeurs propres d’ordre un suivant:

.
/
´

Trouver

2D p u

u

( b , a , u)�RN3R3W0
1, p (V)0]0( tel que

4am(x)NuNp22 u1b . N˜uNp22 ˜u

40

dans

sur

V ,

¯V ,

(5.1)

où 1EpEQ et m�M . Rappelons que D p u»4div (N˜uNp22 ˜u). Si ( b , a , u)
est solution de ce problème, alors ( b , a) est dit valeur propre d’ordre un et u
fonction propre associée. On désigne par s 1 (2D p , m)%RN3R l’ensemble
des valeurs propres d’ordre un ( b , a) avec aF0.

Le problème classique aux valeurs propres (d’ordre zéro) s’écrit:

.
/
´

Trouver

2D p u

u

(l , u)�R3W0
1, p (V)0]0( tel que

4lm(x)NuNp22 u

40

dans

sur

V ,

¯V .

(5.2)

On désigne par s 0 (2D p , m) l’ensemble des valeurs propres lF0.
Pour tout b�RN et n�N0 , on notera

An
b4]K% Sb ; K compact symétriqueet g(K)Fn(

où

Sb4mu�W0
1, p (V); VuV1, p , b »4g s

V

e b . x N˜uNp dxh1/p

41n
et où g(F) est le genre d’une partie F%W0

1, p (V) fermée et symétrique. Il est
clair que V . V1,p,b est une norme sur W0

1, p (V) équivalente à la norme usuelle et
que (W0

1, p (V), V . V1, p , b ) est uniformément convexe. Rappelons que les nom-
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bres l nD0 définis par

1

l n

4 sup
K�An

0
min
u�K

s
V

m(x)NuNp(5.3)

appartiennent à s 0 (2D p , m) et que l nKQ (voir [A2]). On écrira parfois
l n4l n (2D p , m).

Dans cette section nous montrons que s 1 (2D p , m) contient une suite de
surfaces continues de RN3R0

1 tendant vers 1Q (théorèmes 5.1 et 5.4). Nous
établissons aussi la partie non-résonance de l’alternative de Fredholm d’ordre
un pour le p-laplacien (proposition 5.6).

THÉORÈME 5.1. – (i) s 1 (2D p , m) contient la réunion de la suite des gra-
phes des fonctions L n : RNKR0

1 , n41, 2 , R , où L n ( b) est défini pour
b�RN par

1

L n ( b)
»4 sup

K�An
b

min
u�K

s
V

e b . x m(x)NuNp dx .(5.4)

(ii) Pour chaque b�RN , lim
nK1Q

L n ( b)41Q .

(iii) Si L n ( b)4L n11 ( b)4R4L n1k ( b) pour un certain k , alors
g(K)Fk11 où K désigne l’ensemble des fonctions propres d’ordre un dans
Sb associées à (b , L n ( b)).

On écrira parfois L n ( b)4L n ( b , 2D p , m).

REMARQUES 5.2. – 1) Pour b40, on a clairement L n (0 , 2D p , m)4l n

(2D p , m).

2) Si p42, alors, pour chaque n , L n ( b , 2D , m) défini ci-dessus par la
méthode Ljusternik-Schnirelmann est égal à G n ( b , 2D , m) défini en (2.7)
par la méthode de Courant. En particulier donc L n ( b , 2D , 1 )4m n (1)1
NbN2 /4 (cf. proposition 3.2). La démonstration de ce résultat est analogue à cel-
le donnée dans le cas du spectre d’ordre zéro de l’égalité entre l n (2D , m) dé-
fini en (5.3) et m n (2D , m) défini en (2.3) (voir [Az], [A,C]).

3) On peut également considérer des conditions aux limites de Neumann
(cf. [C]).

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 5.1. – Comme dans la démonstration du
théorème 2.1, on fixe b et on vérifie que ( b , a , u) avec aF0 est solution de



AOMAR ANANE - OMAR CHAKRONE - JEAN-PIERRE GOSSEZ498

(5.1) si et seulement si (a , u) est solution du problème d’ordre zéro

.
/
´

Trouver

2D p
b u

u

(a , u)�R3W0
1, p (V)0]0( tel que

4ae b Qx m(x)NuNp22 u

40

dans

sur

V ,

¯V ,

(5.5)

où l’opérateur 2D p
b est défini par

2D p
b u»42div (e b Qx N˜uNp22 ˜u) .

Pour étudier (5.5), on considère la restriction FAb de la fonctionnelle

Fb (u)4
1

p
s

V

e b Qx m(x)NuNp

à la variété Sb . Il est clair que Fb est une fonctionnelle de classe C 1 sur
W0

1, p (V), paire, bornée sur Sb , et que Sb est une sous-variété C 1 symétrique
fermée de W0

1, p (V), avec 0�Sb . La règle des multiplicateurs de Lagrange im-
plique que si u�Sb et rD0, alors u est point critique de FAb de valeur critique r
si et seulement si (1 /r , u) est solution de (5.5). Comme a40 n’est pas valeur
propre de (5.5), étudier (5.5) revient donc à rechercher les points critiques de
valeur critique D0 de FAb .

Appelons cn le membre de droite de (5.4). On va montrer que

a( b)

l n (2D p , e b Qx m)
GcnG

b( b)

l n (2D p , e b Qx m)
(5.6)

où a( b) et b( b) sont des constantes D0. Pour vérifier la première de ces iné-
galités, on part de K�An

0 et on définit K 8 comme ]u/VuV1, p , b ; u�K(. Claire-
ment K 8�An

b . Par définition de cn ,

cnF min
v�K 8

s
V

e b Qx m(x)NvNp4s
V

e b Qx m(x)
NuNp

VuV1, p , b
p

pour un certain u�K . Par conséquent

cnFa( b)s
V

e b Qx m(x)NuNp

où a( b)4 inf ]1/VuVp
1, p , b ; VuV1, p , 041(. La première inégalité de (5.6) en ré-

sulte en prenant l’infimum sur K puis le supremum sur An
0 . L’autre inégalité

de (5.6) se démontre de la même façon, en partant d’un K�An
b .

Les inégalités (5.6) impliquent cnD0 et cnK0. L’assertion (ii) du théorème
5.1 est donc démontrée. Les points (i) et (iii) résultent alors des corollaires 4.1
et 4.3 de [S], une fois démontrée la condition de Palais-Smale.
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LEMME 5.3. – La fonctionnelle FAb satisfait (PS)c sur Sb pour tout
cc0.

DÉMONSTRATION DU LEMME 5.3. – Soient uk�Sb et tk�R deux suites telles
que FAb (uk )Kc et

F 8b (uk )2 tk G 8b (uk )K0 dans W 21, p 8 (V) ,(5.7)

où Gb (w)4p 21
VuVp

1, p , b . On doit montrer que uk admet une suite partielle con-
vergente dans W0

1, p (V). En prenant la valeur de (5.7) en uk , on obtient tkK
cc0. Comme uk reste borné dans W0

1, p (V), pour une suite partielle, ukKu
dans L p (V), et donc F 8b (uk )KF 8b (u) dans L p 8 (V) et a fortiori dans
W 21, p 8 (V). Il résulte alors de (5.7) que G 8b (uk ) converge dans W 21, p 8 (V).
Comme G 8b : W0

1, p (V)KW 21, p 8 (V) est un homéomorphisme (en fait c’est une
application de dualité), on déduit que uk converge dans W0

1, p (V). Ceci termine
la démonstration du lemme 5.3 et du théorème 5.1. r

THÉORÈME 5.4. – L n est pour tout n une fonction continue sur RN .

La démonstration de ce théorème utilisera le lemme suivant:

LEMME 5.5. – Pour tout b et b 8�RN , on a

1

L n ( b)
G

1

L n ( b 8 )
Ve ( b 82b). x

VQ1Ve b 8 . x2e b . x
VQ

VmVQ

l 1 (D p , 1 )
Ve 2b . x

VQ .

DÉMONSTRATION DU LEMME 5.5. – Soient b , b 8�RN . Pour K�An
b , définis-

sons

K 84{ u

g s
V

e b 8 . x N˜uNph1/p
; u�K} .

Il est clair que K 8 est un compact symétrique de Sb 8 . Comme l’application
f : KKK 8 définie par

f (u)4
u

g s
V

e b 8 . x N˜uNph1/p

est continue impaire, on a nGg(K)Gg(K 8 ), de sorte que K 8�An
b 8 . Par suite

(5.4) implique

min
v�K 8

s
V

e b 8 . x m(x)NvNpG
1

L n ( b 8 )
.
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Prenons u0�K tel que v0 défini par

v0 »4
u0

gse b 8 . x N˜u0Nph1/p
�K 8

réalise le minimum ci-dessus. On a donc

s
V

e b 8. x m(x)Nu0 NpG
1

L n ( b 8 )
s

V

e b 8. x N˜u0Np ,(5.8)

4
1

L n ( b 8 )
s

V

e ( b 82b). x e b . x N˜u0Np

G
1

L n ( b 8 )
Ve ( b 82b). x

VQ

puisque u0�K . Par ailleurs

s
V

e b 8.xm(x)Nu0Np4s
V

e b.xm(x)Nu0Np1s
V

(e b 8.x2e b.x) m(x)Nu0Np

Fs
V

e b.xm(x)Nu0Np2Ve b 8.x2e b.x
VQVmVQs

V

Nu0Np

Fs
V

e b.xm(x)Nu0Np2Ve b 8.x2e b.x
VQ

VmVQ

l 1(D p,1)
s

V

N˜u0N
p

4s
V

e b.xm(x)Nu0Np2Ve b 8.x2e b.x
VQ

VmVQ

l 1(D p,1)
s

V

e 2b.xe b.xN˜u0N
p

Fs
V

e b.xm(x)Nu0Np2Ve b 8.x2e b.x
VQ

VmVQ

l 1(D p,1)
Ve 2b.x

VQ.

Par conséquent, (5.8) implique

min
u�K

s
V

e b.xm(x)NuNpG
1

L n(b 8)
Ve ( b 82b).x

VQ1Ve b 8.x2e b.x
VQ

VmVQ

l 1(D p,1)
Ve 2b.x

VQ,

et comme K était arbitraire dans An
b , on déduit que

1

L n ( b)
G

1

L n ( b 8 )
Ve ( b 82b). x

VQ1Ve b 8 . x2e b . x
VQ

VmVQ

l 1 (D p , 1 )
Ve 2b . x

VQ .

Ceci termine la démonstration du lemme 5.5.
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 5.4. – Considérons une suite b kKb dans
RN , on a

1

L n ( b)
G

1

L n ( b k )
Ve ( b k2b). x

VQ1Ve b k . x2e b . x
VQ

VmVQ

l 1 (D p , 1 )
Ve 2b . x

VQ .

Puisque V est compact, on a lim
kK1Q

Ve b k . x2e b . x
VQ40 et lim

kK1Q
Ve ( b k2b). x

VQ4

1,

et on déduit lim sup
kK1Q

L n ( b k )GL n ( b). D’autre part, en échangeant les rôles de

b et b k , on a également la relation

1

L n ( b k )
G

1

L n ( b)
Ve ( b2b k ). x

VQ1Ve b . x2e b k . x
VQ

VmVQ

l 1 (D p , 1 )
Ve 2b k . x

VQ ,

et par suite L n ( b)G lim inf
kK1Q

L n ( b k ), ce qui termine la démonstration. r

PROPOSITION 5.6. – Si ( b , a)�s 1 (2D p , m), alors le problème

.
/
´

2D p u

u

4

4

amNuNp22 u1bN˜uNp22 ˜u1h

0

dans

sur

V ,

¯V ,
(5.9)

admet une solution pour tout h�W 21, p 8 (V).

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.6. – Nous allons appliquer un argu-
ment standard de degré topologique. Soit ( b , a)�s 1 (2D p , m). Le problème
(5.9) s’écrit sous la forme

.
/
´

2D p
b u4am(x) e b . x NuNp22 u1e b . x h

u40

dans

sur

V ,

¯V .
(5.10)

En utilisant le fait que 2D p
b est un homéomorphisme de W0

1, p (V) sur
W 21, p 8 (V) et que W0

1, p (V)%L p (V) avec injection compacte, on vérifie que
l’opérateur

(t, u)�[0, 1]3W0
1, p(V)KTt(u)4(2D p

b)21(am(x) e b.xNuNp22u1te b.xh)�W0
1, p(V)

est compact. Résoudre (5.1) revient donc à montrer que T1 admet un point fixe.
Par la théorie du degré, il suffit de montrer que

]u�W0
1, p (V); )t� [0 , 1 ] avec (I2Tt ) u40( est borné .(5.11)

En effet, le degré de I2T1 sur une grande boule vaudra alors celui de I2T0 ,
qui est non nul par le théorème de Borsuk. Pour montrer (5.11), on suppose
par l’absurde l’existence de suites un�W0

1, p (V) et tn� [0 , 1 ] telles que
Ttn

(un )4un et Vun V1, pK1Q . Posons vn4un OVunV1, p . Pour une suite partiel-
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le, vn � v dans W0
1, p (V) et vnKv dans L p (V). De plus, vn satisfait

vn4 (2D p
b )21gam(x) e b . x NvnNp22 vn1

tn e b . x h

VunV1, p
p21 h .

On en déduit que vnKv dans W0
1, p (V), que VvV1, p41 et que finalement

.
/
´

2D p v4am(x)NvNp22 v1b . N˜vNp22 ˜v

v40

dans V ,

sur ¯V .

Par conséquent ( b , a)�s 1 (2D p , m), une contradiction. r

REMARQUES 5.7. – 1) La proposition 5.6 concerne la partie non-résonance
de l’alternative de Fredholm (c-à-d l’existence d’une solution pour tout h).
La partie résonance (c-à-d l’existence d’une solution pour certains h lors-
que ( b , a) appartient au spectre, reste ouverte. Signalons ici un résultat par-
tiel dans cette direction dans le cas du spectre d’ordre zéro: 2D p u4
l 1 (2D p , 1 )NuNp22 u1h dans V , u40 sur ¯V n’a pas de solution si h est non
identiquement nulle et ne change pas de signe (cf. [F,G,T,T]).

2) On peut considérer des opérateurs plus généraux que le p-laplacien,
par exemple le Ap-laplacien (cf. [T]):

Ap u»42div(((A(x) ˜u Q˜u)(p22) /2 A(x) ˜u)

où A(x) est une matrice symétrique uniformément elliptique comme dans la
section 2. Le spectre d’ordre un du Ap-laplacien avec poids m�M est défini
comme l’ensemble s 1 (Ap , m) des ( b , a)�RN3R1 tels que le problème

.
/
´

Ap u

u

4

4

am(x)NuNp22 u1b . (A(x) ˜u Q˜u)(p22) /2 A(x) ˜u

0

dans

sur

V ,

¯V

admet une solution non triviale. On vérifie comme précédemment que ( b , a)�
s 1 (Ap , m) si et seulement si a est valeur propre du problème d’ordre
zéro

.
/
´

Ap
b u

u

4

4

ae b . x m(x)NuNp22 u

0

dans

sur

V ,

¯V ,

où Ap
b u»42div (e b . x (A(x) ˜u Q˜u)(p22) /2 A(x) ˜u) . L’opérateur Ap

b est encore
un Ap-laplacien (de matrice e 2b Qx/p A(x)). Les conclusions des théorèmes 5.1 et
5.4 et de la proposition 5.6 peuvent facilement être adaptées à l’étude de
s 1 (Ap , m).
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6. – Quelques propriétés du spectre d’ordre un du p-laplacien.

Plusieurs travaux ont été effectués sur le début du spectre d’ordre zéro
s 0 (2D p , m). On sait entre autres, suite aux résultats de [A1], [A.T], [L], que
l 1 (m) est simple, que l 1 (m)El 2 (m) et que ]l 1 (m), l 2 (m)[Os 0 (2D p , m)4f .
La description précise de s 0 (2D p , m) au-delà de l 2 (m) reste un problème
ouvert dans le cas ND1 et pc2. Les propriétés précédentes de l 1 (m) et
l 2 (m) s’étendent aux deux premières surfaces propres de s 1 (2D p , m).

THÉORÈME 6.1. – (i) L 1( . ) est la première surface propre de s 1 (2D p , m)
au sens suivant:

s 1 (2D p , m)% ]( b , a)�RN3R ; L 1 ( b)Ga( .

(ii) Si a4L 1 ( b), alors ( b , a) est simple et toute fonction propre asso-
ciée garde un signe constant.

(iii) Si ( b , a)�s 1 (2D p , m) avec acL 1 ( b), alors toute fonction pro-
pre associée à ( b , a) change de signe.

(iv) L 2( . ) est la deuxième surface propre de s 1 (2D p , m) au sens
suivant:

.
/
´

L 1 ( b)EL 2 ( b) pour tout b�RN ,

si L 1 ( b)EaEL 2 ( b) alors ( b , a)�s 1 (2D p , m) .

La démonstration du théorème 6.1 consiste comme précédemment à se ra-
mener au problème d’ordre zéro (5.5), ce qui conduit à la relation

L n ( b , 2D p , m)4l n (2D p
b , e b Qx m) .

Les résultats rappelés ci-dessus à propos de s 0 (2D p , m) s’étendent aisément
au cas de l’opérateur 2D p

b , et le théorème 6.1 en résulte. On notera que 2D p
b

est un Ap-laplacien et certains résultats de [T] peuvent donc aussi être utilisés
ici pour obtenir (i), (ii), (iii).

On peut aussi étendre à s 1 (2D p , m) les résultats de [D,G] et [A,T] relatifs à
la dépendance monotone stricte des valeurs propres par rapport au poids.

PROPOSITION 6.2. – Soient m1 , m2�M avec m1
G
g

m2 . Alors

(i) L n ( b , 2D , m1 )DL n ( b , 2D , m2 ) pour tout n .

(ii) L 1 ( b , 2D p , m1 )DL 1 ( b , 2D p , m2 ) pour tout 1EpEQ .

(iii) Si de plus m1 (x)Em2 (x) p.p. x�V , alors L 2 ( b , 2D p , m1 )D
L 2 ( b , 2D p , m2 ).
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7. – Non-résonance en dessous de la première surface propre.

Dans cette section et la suivante, nous allons étudier l’existence de solution
au problème

.
/
´

2D p u

u

4 f (x , u , ˜u)1h

40

dans

sur

V ,

¯V
(7.1)

sous des hypothèses de non-résonance par rapport au spectre s 1 (2D p , 1 ).
Nous commencerons par le cas où la non-linéarité f est asymptotiquement en-
dessous de la première surface propre de 2D p (pour le poids m(x)f1).

Soit donc ( b , a) avec aEL 1 ( b , 2D p , 1 ). On suppose que la fonction de
Caratheodory f (x , s , j) vérifie

.
/
´

(dD0 )ad�L p 8 tel que

sf (x , s , j)GaNsNp1b . NjNp22 js1d(NsNp211NjNp211ad (x) )NsN

p.p. x�V et ((j , s)�RN3R .

(7.2)

On suppose en plus la condition suivante qui concerne le comportement de f en
x , j pour s borné:

.
/
´

(RD0 )f R�L 1 (V) et aR�R tels que

max
NsNGR

Nf (x , s , j)NGaR NjNp1f R (x) p.p. x�V et (j�RN.
(7.3)

THÉORÈME 7.7. – On suppose (7.2), (7.3), avec aEL 1 ( b , 2D p , 1 ). Alors
pour tout h�W 21, p 8 (V), il existe u�W0

1, p (V) tel que

(i) f (x , u , ˜u) et f (x , u , ˜u) u�L 1 (V),

(ii) s
V

N˜uNp22 ˜u˜f4s
V

f (x , u , ˜u) f1ah , fb pour tout f�W0
1, p (V)O

L Q (V) et pour f4u .

REMARQUES 7.2. – 1) Bien qu’on se trouve en dessous de la première surfa-
ce propre L 1 (Q , 2D p , 1 ), il peut arriver que l’opérateur Au»42D p u2
f (x , u , ˜u) ne soit pas coercif. En fait cela se produit même dans le cas linéai-
re. Prenons en effet p42 et f (x , s , j)4as1b . j , avec aEL 1 ( b , 2D , 1 ) et
aDl 1 . Posons un4nf 1 , où f 1 est la fonction propre positive de norme 1 asso-
ciée à l 1 , de sorte que VunV1, 24n . Un calcul simple fournit

aA(un ), un b

VunV1, 2

4ng12 a

l 1
hK2Q lorsque nKQ .
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2) Notons que la non-linéarité f vérifie seulement une condition de crois-
sance d’un seul côté par rapport à s (cf. (7.2)) et une condition de croissance de
degré p par rapport à j (cf. (7.3)). La partie principale de la démonstration co-
nsistera à introduire une troncature fn de f telle que fn vérifie des conditions de
croissance usuelle (des deux côtés par rapport à s et de degré p21 par rap-
port à j).

3) Les hypothèses (7.2) et (7.3) sont vérifiées par exemple si

f (x , s , j)4aNsNp22 s1bNjNp22 j1g(x , s , j)1 l(x , s , j)

où g et l vérifient:

g(x , s , j) s

Ng(x , s , j)N

sl(x , s , j)

G

G

G

0

b(NsN) (NxNp1c(x) ) ,

C(NsNq211NxNq211d(x) )NsN ,

avec b continu, c(x)�L 1 (V), qEp , d(x)�L p 8 (V) et C une constante.

4) Si on prend a40, b40 et l40 dans l’exemple précédent, on retrou-
ve la situation considérée dans [B,B,M] (voir aussi [DV]). Notons que dans cet-
te situation sf (x , s , j)G0, et par conséquent l’opérateur 2D p u2 f (x , u , ˜u)
est coercif.

5) Si f ne dépend pas de ˜u et si b40, on retrouve les conditions usuelles
de non résonance à gauche de la première valeur propre (d’ordre zéro).

La démonstration du théorème 7.1 se fait en plusieurs étapes. La première
concerne le cas où f satisfait des conditions de croissance en NsNp21 et NjNp21

(cf. (7.4) ci-dessous). Il sera possible dans ce cas d’utiliser directement la théo-
rie des opérateurs pseudo-monotones coercifs.

LEMME 7.3. – On suppose (7.2) avec aEL 1 ( b , 2L p , 1 ). On suppose en
plus qu’il existe a0�R et b(x)�L p 8 (V) tels que

(7.4) Nf (x, s, j)NGa0(NsNp211NjNp21)1b(x) p.p. x�V , ((s , j)�R3RN .

Alors, pour tout h�W 21, p 8 (V), il existe u�W0
1, p (V) solution au sens faible

usuel du problème (7.1).

DÉMONSTRATION DU LEMME 7.3. – Définissons g : V3R3RNKR par

g(x , s , j)4e b . x ( f (x , s , j)2b . NjNp22 j) .

Cette fonction vérifie encore une condition de croissance du type (7.4). De



AOMAR ANANE - OMAR CHAKRONE - JEAN-PIERRE GOSSEZ506

plus, le probléme (7.1) est équivalent au problème

.
/
´

2D p
b u

u

4g(x , u , ˜u)1hA

40

dans

sur

V ,

¯V ,
(7.5)

où hA4e b . x h . L’opérateur A(u)42D p
b u2g(x , u , ˜u) intervenant dans ce

dernier problème est pseudo-monotone de W0
1, p (V) dans W 21, p 8 (V). Mon-

trons que A est coercif. D’après (5.4), on a

L 1 ( b , 2D p , 1 )s
V

e b . x NuNpGs
V

e b . x N˜uNp4VuV1, p , b
p (u�W0

1, p (V) .

En utilisant (7.2) et le fait que 0EmEe b . xEM , on obtient facilement

aA(u), ubFg12 a

L 1(b,2D p, 1)
2

Md

m(L 1(b,2D p, 1))1/p hVuV1, p, b
p 2cVuV1, p, b

où c4c(m , M , b , d)D0. En choisissant alors d assez petit, on déduit

aA(u), ub

VuV1, p , b

K1Q lorsque VuV1, p , bK1Q ,

d’où la coercivité de A . Il existe donc u�W0
1, p (V) tel que A(u)4 hA, et u est

une solution du problème (7.1). r

La suite de la démonstration du théorème 7.1 concerne le cas général où
(7.4) n’est plus nécessairement satisfait. Comme indiqué précédement, on va
introduire une troncature fn de f (inspirée de [B,B,M]). Ces fonctions fn vérifie-
ront encore (7.2), (7.3), et cela uniformément par rapport à x .

Pour n41, 2 , R , posons

fn (x , s , j)4
f (x , s , j)2b . NjNp22 j

11 (1 /n)Nf (x , s , j)2b . NjNp22 jN
1b . NjNp22 j

et

gn (x , s , j)4e b . x ( fn (x , s , j)2bNjNp21 j) .

On a

Nfn (x , s , j)NGn1NbNNjNp21 et Ngn (x , s , j)NGMn(7.6)

p.p. x�V et ((j , s)�RN3R . On vérifie facilement que la condition (7.3) entraîne

.
/
´

max
NsNGR

Nfn (x , s , j)NGbR NjNp1f R (x)

max
NsNGR

Ngn (x , s , j)NGbR e b . x NjNp1cR (x)
(7.7)
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où bRD0, et cR (x)�L 1 (V). On vérifie aussi aisément que la condition (7.2) en-
traîne que

.
/
´

(dD0 )ad�L p 8 tel que

sfn (x , s , j)GaNsNp1b . NjNp22 js1d(NsNp211NjNp211ad (x) )NsN

p.p. x�V , ((j , s)�RN3R .

(7.8)

On déduit alors de (7.6), (7.8) et du lemme 7.3 qu’il existe un�W0
1, p (V)

solution au sens faible usuel du problème

.
/
´

2D p un

un

4 fn (x , un , ˜un )1h

40

dans

sur

V ,

¯V .
(7.9)

LEMME 7.4. – Il existe c0D0 tel que (n�N , on a Vun V1, pGc0 .

DÉMONSTRATION DU LEMME 7.4. – Le problème (7.9) s’écrit

.
/
´

2D p
b un

un

4gn (x , un , ˜un )1hA

40

dans

sur

V ,

¯V ,
(7.10)

où hA4e b . x h . En multipliant (7.10) par un et en utilisant (7.8), on obtient, par
un calcul analogue à celui conduisant à la coercité dans la démonstration du
lemme 7.3,

g12 a

L 1(b,2D p, 1)
2

Md

m(L 1(b,2D p, 1)))1/p h VunV1, p, b
p Guc1

VhAV21, p 8

m 1/p
v
VunV1, p, b.

En choisissant alors d assez petit, on déduit que (un ) reste borné dans
W0

1, p (V). r

Pour une suite partielle, on peut donc supposer que

.
/
´

un �u

unKu

un (x)Ku(x)

dans

dans

p.p.

W0
1, p (V) ,

L p (V) ,

x�V .

(7.11)

LEMME 7.5. – unKu dans W0
1, p (V).

DÉMONSTRATION DU LEMME 7.5. – Nous allons démontrer que un
1Ku 1

dans W0
1, p (V) (la démonstration de ce que un

2Ku 2 dans W0
1, p (V) est analo-

gue). D’après (7.11), on a, pour une suite partielle, un
1�u 1 dans W0

1, p (V).
Puisque 2D p

b : W0
1, p (V)KW 21, p 8 (V) est un opérateur de type (S 1 ), il suffit
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de montrer que

lim sup
nK1Q

a2D p
b un

1 , un
12u 1 bG0 .(7.12)

Pour abréger, on notera a(j) »4e b . x NjNp22 j . Pour tout kD0, on pose

Tk u(x)4
.
/
´

k

u(x)

2k

si u(x)Dk ,

si Nu(x)NGk ,

si u(x)E2k .

Il est clair que Tk u�W0
1, p (V). Écrivons

a2D p
b un

1 , un
12u 1 b4In

1 (k)1In
2 (k)1In

3 (k)(7.13)

où In
1 (k)4 a2D p

b un
1 , (un

12Tk u 1 )1 b, In
2 (k)42a2D p

b un
1 , (un

12Tk u 1 )2 b
et In

3 (k)4 a2D p
b un

1 , Tk u 12u 1 b. On va successivement estimer In
1 (k), In

2 (k)
et In

3 (k). Posons vn »4un
12Tk u 1 . D’après (7.11), pour une suite partielle,

vn
1� v 1 »4 (u 12Tk u 1 )1 .

1) En multipliant (7.10) par vn
1 , on obtient

s
V

a(˜un ) ˜vn
14s

V

gn (x , un , ˜un ) vn
11 ahA, vn

1 b .

Notons que si vn (x)D0, alors un
1 (x)4un (x), et donc (7.8) entraîne

gn (x , un , ˜un ) vn
1GM(aNun (x)Np211d(Nun Np211N˜unNp211ad (x) )) vn

1

et

s
V

a(˜un ) ˜vn
14s

V

a(˜un
1 ) ˜vn

1 .

En utilisant alors le lemme 7.4, on déduit

In
1 (k)G ahA, vn

1 b1Mas
V

Nun (x)Np21 vn
1 (x)1

Mdc0
1/p 8g11 1

l 1
1/p 8 h Vvn

1
Vp1Mds

V

ad (x) vn
1 (x)

et donc

lim sup
nK1Q

In
1 (k)GI 1 (k)(7.14)
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où

I 1 (k) »4 ahA, v 1 b1Mas
V

Nu(x)Np21 v 1 (x)1

Mdc0
1/p 8g11 1

l 1
1/p 8 h Vv 1

Vp1Mds
V

ad (x) v 1 (x) .

Observons dès maintenant que puisque v 14 (u 12Tk u 1 )1K0 dans
W0

1, p (V) quand kK1Q , nous avons I 1 (k)K0 quand kK1Q .

2) Posons wn4c k (vn
2 ) avec c k (s)4se bk

2 s 2 /4 où bk est la constante inter-
venant dans (7.7). On montre facilement que

c 8k (s)2bk c k (s)F1/2 .(7.15)

Puisque c k (0)40 et 0Gvn
2Gk , on a wn�W0

1, p (V). En multipliant (7.10) par
wn , on obtient

s
V

a(˜un ) ˜vn
2 c 8k (vn

2 )4s
V

gn (x , un , ˜un ) c k (vn
2 )1 ahA, c k (vn

2 )b .(7.16)

Notons que c k (vn
2 )F0, et que si un (x)G0, alors

2gn (x , un , ˜un )GM(aNun (x)Np211d(Nun Np211N˜unNp211ad (x) )) .

Posons En4]x�V : 0Gun (x)GTk u 1 (x)( et Fn4]x�V : un (x)G0(. En
utilisant (7.7), on obtient

(7.17) 2s
V

gn (x , un , ˜un ) c k (vn
2 )G2s

En

gn (x , un , ˜un ) c k (vn
2 )1cn

Gbks
En

e b.xN˜unNpc k(vn
2)1s

En

ck(x)c k(vn
2)1cn

où

0GcnGMas
Fn

Nun Np21 c k (vn
2 )1

Mdc0
1/p 8g11 1

l 1
1/p 8 hg s

Fn

c k (vn
2 )ph1/p

1Mds
Fn

ad (x) c k (vn
2 ) .

Comme v 240, on montre facilement que lim
nK1Q

cn40. Notons que si un (x)G0,
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alors vn
2 (x)4Tk u 1 (x), et donc

s
V

(a(˜un )2a(˜un
1 ) )˜vn

2 c 8k (vn
2 )4s

V

(a(˜un )2a(˜un
1 ) )˜Tk u 1 c 8k (Tk u 1 ) .

En utilisant alors (7.16) et (7.17) dans la relation précédente, il vient

(7.18) 2s
V

(a(˜un
1 )2a(˜Tk u 1 ) )˜vn

2 c 8k (vn
2 )4

2s
V

a(˜un ) ˜vn
2 c 8k (vn

2 )

1s
V

a(˜Tk u 1 ) ˜vn
2 c 8k (vn

2 )

1s
V

(a(˜un)2a(˜un
1))˜Tku 1c 8k(Tku 1)

42s
V

gn (x , un , ˜un ) c k (vn
2 )2 ahA, c k (vn

2 )b

1s
V

a(˜Tk u 1 ) ˜vn
2 c 8k (vn

2 )

1s
V

(a(˜un )2a(˜un
1 ) )˜Tk u 1 c 8k (Tk u 1 )

Gbks
En

e b . x N˜unNp c k (vn
2 )1s

En

ck (x) c k (vn
2 )1cn

2ahA, c k (vn
2 )b1s

V

a(˜Tk u 1 ) ˜vn
2 c 8k (vn

2 )

1s
V

(a(˜un )2a(˜un
1 ) )˜Tk u 1 c 8k (Tk u 1 ) .

Par ailleurs, en remarquant que (˜vn ) c k (vn
2 )42(˜vn

2 ) c k (vn
2 ), nous

avons

(7.19) s
En

e b.xN˜unNpc k(vn
2)4s

V

e b.xN˜un
1Npc k(vn

2)

42s
V

(a(˜un
1)2a(˜Tku 1))˜vn

2c k(vn
2)1

1s
V

a(˜un
1)˜Tku 1c k(vn

2)1s
V

a(˜Tku 1)˜vnc k(vn
2) .
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En utilisant finalement (7.15), (7.18), (7.19) et le fait que (a(˜un
1 )2

a(˜Tk u 1 ) )˜vn
2G0, il vient

(7.20) 21/2s
V

(a(˜un
1)2a(˜Tku 1))˜vn

2Gbks
V

a(˜un
1)˜Tku 1c k(vn

2)

1bks
V

a(˜Tku 1)˜vnc k(vn
2)

1s
V

ck(x) c k(vn
2)1cn2ahA,c k(vn

2)b

1s
V

(a(˜un)2a(˜un
1))˜Tku 1c 8k(Tku 1)

1s
V

a(˜Tku 1)˜vn
2c 8k(vn

2) .

On va maintenant passer à la limite pour nKQ . Les suites (a(˜un ) ) et
(a(˜un

1 ) ) sont bornées dans (L p 8 (V) )N et donc, pour une suite partielle,
a(˜un ) � x et a(˜un

1 ) � h dans (L p 8 (V) )N . Rappelons que v 24 (u 12
Tk u 1 )240 et que c k (0)40. Par passage à la limite dans (7.20), on
obtient

lim sup
nK1Q

In
2 (k)4 lim sup

nK1Q
2s

V

(a(˜un
1 )2a(˜Tk u 1 ) )˜vn

2

G2 s
V

(x(x)2h(x) )˜Tk u 1 (x) c 8k (Tk u 1 ) .

D’autre part, il est clair que (a(˜un )2a(˜un
1 ) )(Tk (un ) )140, et par consé-

quent (x(x)2h(x) ) Tk u 1 (x)40. Par suite (x(x)2h(x) )˜Tk u 1 (x)40, d’où
finalement

lim sup
nK1Q

In
2 (K)G0 .(7.21)

3) Il est clair que

lim sup
nK1Q

In
3 (K)4s

V

x(x) ˜(Tk u 12u 1 ) .(7.22)

Revenant finalement à (7.13) et utilisant (7.14), (7.21) et (7.22), nous
obtenons

lim sup
nK1Q

a2D p
b un

1 , un
12u 1 bGIk1s

V

x(x) ˜(Tk u 12u 1 )

pour tout kD0. Comme Tk uKu dans W0
1, p (V) et IkK0 quand kK1Q , il en



AOMAR ANANE - OMAR CHAKRONE - JEAN-PIERRE GOSSEZ512

résulte que lim sup
nK1Q

a2D p
b un

1 , un
12u 1 bG0, d’où la relation (7.12) et le lem-

me 7.5. r

LEMME 7.6. – La suite des fonctions fn (x , un , ˜un ) est equi-absolument in-
tégrable dans L 1 (V).

DÉMONSTRATION DU LEMME 7.6. – Nous allons d’abord établir les estima-
tions:

s
V

( fn (x , un , ˜un ) un )1Gc2 ,(7.23)

s
V

( fn (x , un , ˜un ) un )2Gc3 ,(7.24)

où c2 et c3 sont deux constantes indépendantes de n . Pour cela on déduit d’une
part de l’inégalité (7.8) et du lemme 7.4 que

s
V

( fn (x , un , ˜un ) un )1G

Ns
V

(aNun Np1 ( b . N˜un Np22 ˜un ) un1d(Nun Np211N˜un Np211ad (x) )Nun NN
Gc2 ,

d’où (7.23). D’autre part, en multipliant (7.9) par un , il suit du lemme 7.4
que

Ns
V

fn (x , un , ˜un ) unN4Ns
V

N˜un Np2 ah , un b N(7.25)

Gc0
p1c0 VhV21, p 8

4c4 .

Par conséquent les inégalités (7.23) et (7.25) impliquent

s
V

( fn (x , un , ˜un ) un )242 g s
V

fn (x , un , ˜un ) unh1s
V

( fn (x , un , ˜un ) un )1

Gc41c24c3 ,

d’où (7.24).
Entamons maintenant la démonstration du lemme 7.6 proprement dite.
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Soit eD0 et soit E une partie mesurable de V . Pour tout RD0 et n�N , on
pose

An , R4]x�E ; Nun (x)NER ;p.p( ,

Bn , R4]x�E ; Nun (x)NFR ; et un (x) fn (x , u , ˜un (x) )F0 p.p.( ,

Cn , R]x�E ; Nun (x)NFR et un (x) fn (x , un , ˜un (x) )E0 p.p.( ,

de sorte que An , RNBn , RNCn , R4E . En utilisant le lemme 7.4 et (7.7), on
déduit

s
An , R

Nfn (x , un , ˜un )NdxGs
E

(f R (x)1bR N˜un Np ) .

Comme f R�L 1 (V) et N˜unNpKN˜uNp dans L 1 (V), la famille (f R1
bR N˜un Np ) est equi-absolument intégrale et donc il existe hD0 tel que

s
E

(f R (x)1bR N˜un Np )Ge/2 si mes (E)Gh . Par ailleurs l’inégalité (7.23)

implique

s
Bn , R

Nfn (x , un , ˜un )NdxG
1

R
s

Bn , R

fn (x , un , ˜un ) un dx

4
1

R
s

V

( fn (x , un , ˜un ) un )1 dx

G
c2

R
.

Enfin, de l’estimation (7.24) résulte que

s
Cn , R

Nfn (x , un , ˜un )NdxG2
1

R
s

Cn , R

fn (x , un , ˜un ) un dx

4
1

R
s

V

( fn (x , un , ˜un ) un )2 dx

G
c3

R
.

Faisant la somme des trois inégalités précédentes, on obtient

s
E

Nfn (x , un , ˜un )NdxGs
E

(f R (x)1bR N˜un Np )1
c21c3

R
.

Choisissons RD (2(c21c3 ) )/e . Il résulte alors des inégalités précédentes et du
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choix de R que pour toute partie mesurable E%V vérifiant mes(E)Eh , on a

s
E

Nfn (x , un , ˜un )NdxGe pourtout n�N ,

ce qui démontre le lemme 7.6. r

Le dernier lemme concerne la convergence de f (x , un , ˜un ).

LEMME 7.7. – (i) fn (x , un , ˜un )K f (x , u , ˜u) dans L 1 (V),

(ii) f (x , u , ˜u) u�L 1 (V).

DÉMONSTRATION DU LEMME 7.7. – (i) D’après le lemme 7.5, un (x)Ku(x)
dans W0

1, p(V) et donc, pour une suite partielle, ˜un(x)K˜u(x) p.p. x�V et

fn (x , un , ˜un )K f (x , u , ˜u) p.p. x�V .(7.26)

Le lemme 7.6 implique alors que fn (x , un , ˜un )K ( f (x , u , ˜u) dans
L 1 (V).

(ii) Des estimations (7.23) et (7.24), on obtient, en utilisant le lemme de Fa-
tou, ( f (x , u , ˜u) u)1 et ( f (x , u , ˜u) u)2�L 1 (V), d’où ( f (x , u , ˜u) u�
L 1 (V). r

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 7.1. – Nous avons vu qu’une suite partielle
de la suite un des solutions de (7.9) converge vers une fonction u . Montrons
que u est une solution du problème (7.1). D’après le lemme 7.7, l’assertion (i)
du théorème est vérifiée. Comme

2D p un4 fn (x , un , ˜un )1h dans W 21, p 8 (V) ,

on déduit des lemmes 7.7 et 7.5 que

(7.27) s
V

N˜uNp22˜u˜f4s
V

f (x,u,˜u) f1ah,fb (f�W0
1,p(V)OL Q(V) .

Il reste à voir que (7.27) a encore lieu pour f4u . Pour ce faire on déduit de
(7.27) que

2D p u4 f (x , u , ˜u)1h dans W 21, p 8 (V) .

Par le lemme 7.7, la distribution 2D p u2h4 f (x , u , ˜u)�L 1 (V)O
W 21, p 8 (V) et de plus (2D p u2h) u4 f (x , u , ˜u) u�L 1 (V). Il résulte alors
du lemme de Brezis-Browder [B,B] que

a2D p u , ub4s
V

f (x , u , ˜u) u1 ah , ub .

Ceci termine la démonstration du théorème 7.1. r
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8. – Non-résonance entre deux surfaces propres consécutives.

Nous considérons maintenant la situation où la non-linéarité f dans (7.1) se
trouve asymptotiquement entre deux surfaces propres consécutives de s 1 (2
D p , 1 ). Dans le cas linéaire p42 nous traiterons effectivement cette situation
générale, mais dans le cas non linéaire pc2, nous nous limiterons à la situ-
ation où f se trouve asymptotiquement entre les deux premières surfaces pro-
pres. Cette limitation provient évidemment de notre connaissance partielle du
spectre de 2D p (cf. section 6).

On suppose donc qu’il existe a 1Ea 2�R et b�RN tels que pour tout dD0
il existe ad�L p 8 (V) avec

(8.1)
.
/
´

a 1NsNp1(b.NjNp22j) s2d(NsNp211NjNp211ad(x))NsNGsf (x, s, j)G

a 2NsNp1(b.NjNp22j) s1d(NsNp211NjNp211ad(x))NsN

p.p. x�V et ((j , s)�RN3R .

THÉORÈME 8.1. – Supposons (8.1) avec soit p42 et L k ( b , 2D , 1 )Ea 1E
a 2EL k11 ( b , 2D , 1 ) pour un certain entier kF1, soit pc2 et L 1 ( b , 2
D p , 1 )Ea 1Ea 2EL 2 ( b , 2D p , 1 ). Alors, pour tout h�W 21, p 8 (V), le problè-
me (7.1) admet une solution au sens faible usuel.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 8.1. – Nous allons faire la démonstration
dans le cas p42. La démonstration dans le cas pc2 est tout à fait analogue.
Soit donc p42. On commence comme précédemment à transformer le problè-
me (7.1) en le problème (7.5). Soit (Tt )t� [0 , 1 ] la famille d’opérateurs définie de
H0

1 (V) dans H 21 (V) définie par

Tt (u) »42D b (u)2e b . x (t( f (x , u , ˜u)1h)1 (12 t) au2 tb . ˜u)(8.2)

où a est fixé avec a 1EaEa 2 . Comme f (x , s , j) a une croissance au plus liné-
aire en NsN et NjN (une conséquence de (8.1)), l’opérateur Tt est de type (S1 )
pour tout t� [0 , 1 ] (voir [B,M]). Par la théorie du degré de [B,M], le théorème
8.1. sera donc démontré si on établit l’estimation à priori:

]u�H0
1 (V); )t� [0 , 1 ] avec Tt (u)40( est borné .(8.3)

Pour ce faire, on suppose par l’absurde qu’il existe un�H0
1 (V), tn� [0 , 1 ] tels

que Ttn
(un )40 et Vun V1, 2K1Q . On a donc

2D b (un )4e b . x (tn ( f (x , un , ˜un )1h)1 (12 tn ) aun2 tn b . ˜un ) .(8.4)

Posons vn4
un

VunV1, 2

. Pour une suite partielle, vn � v dans H0
1 (V) et vuKv
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dans L 2 (V). Posons

gn (x) »4
f (x , un , ˜un )

VunV1, p

2b . ˜vn .

Ces fonctions gn restent clairement bornées dans L 2 (V) et donc, pour une sui-
te partielle, gn � g dans L 2 (V). On va décomposer la suite de la démonstration
en plusieurs étapes.

1ÈRE ÉTAPE. – g(x)40 p.p. dans A»4]x�V ; v(x)40 p.p.(.

PREUVE. – Définissons f(x)4sgn(g(x) ) x A . D’après (8.1) on a

Ngn (x)f(x)NGagNvnN1dgNvnN1N˜vnN1
ad (x)

VunV1, 2
hh x A (x) ,

pour une constante a , et donc

Vgn fV2GagVvn x A V21dg11 Vad x A V2

Vun V1, 2
hh .

Comme vn x AK0 dans L 2 (V), il vient lim sup Vgn fV2Gad , et comme d est ar-
bitraire, gn fK0 dans L 2 (V). Comme par ailleurs gn � g dans L 2 (V), on a

s
V

gn fKs
V

gf4s
V

Ng(x)Nx A (x), et on conclut s
A

Ng(x)N40, d’où la 1ère

étape.
Définissons maintenant la fonction

d(x)4
.
/
´

g(x)

v(x)

a

si x�V0A ,

si x�A .

2ÈME ÉTAPE. – a 1Gd(x)Ga 2 p.p. x�V .

PREUVE. – Il s’agit de montrer que a 1G (g(x) /v(x) ) p.p. x�V0A (la dém-
onstration de l’autre inégalité est analogue). Posons B4]x�V0A ;
a 1 (v(x) )2Dv(x) g(x) p.p.(. Il suffit clairement de montrer que mes B40. D’a-
près (8.1), on a

a 1 (un )22d(Nun N1N˜un N1ad (x) )Nun NGun ( f (x , un , ˜un )2b . ˜un ) .
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En divisant par Vun V1. 2
2 puis en multipliant par x B et en intégrant, il

vient

a 1s
V

(vn )2 x B2ds
V
gNvnN1N˜vnN1

ad (x)

VunV1, 2
hNvnNx BGs

V

vn gn (x) x B ,

et par l’inégalité de Hölder,

a 1s
V

(vn )2 x BGs
V

vn gn (x) x B1dgc1 cd

Vun V1, 2
h ,

où c et cd sont des constantes. En passant à la limite sur n puis sur d , on
obtient

s
V

(v(x) g(x)2a 1 v(x)2 ) x BF0 .

De la définition de l’ensemble B résulte alors que mes B40, d’où la 2ème
étape.

Il est clair qu’on peut supposer que tnK t . Posons m(x)4 td(x)1 (12 t) a .
Clairement a 1Gm(x)Ga 2 p.p.x.

3ÈME ÉTAPE. – La fonction v est une solution du problème avec poids

.
/
´

2D b u

u

4e b . x m(x) u

40

dans

sur

V ,

¯V .
(8.5)

PREUVE. – En divisant (8.4) par VunV1, 2 , il vient

2D b vn4e b . xgtn gn (x)1 (12 tn ) avn1
tn h

Vun V1, 2
h ,(8.6)

et en passant à la limite

s
V

e b . x ˜v˜f4s
V

e b . x (tg(x)1 (12 t) av) f , (f�H 1
0 (V) .

D’après la 1ère étape et la définition de d(x), on a g(x)4d(x) v(x) p.p. x�V ,
et il en résulte que

2D b v4e b . x (td(x)1 (12 t) a)v dans H 21 (V)

d’où (8.5), ce qui termine la 3ème étape.

4ÈME ÉTAPE. – vg0.
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PREUVE. – En multipliant (8.6) par vn , il vient

s
V

e b . x (tn gn (x) vn1 (12 tn ) a(vn )2 )1
tn ah , vn b

Vun V1, 2

4s
V

e b . x N˜vnN2Fa

où a4min
V

e b . xD0. Par passage à la limite, on déduit 0EaGs
V

e b . x m(x) v 2 ,

d’où la 4ème étape.
Finalement, d’après la 3ème et la 4ème étape, ( b , 1 ) est une valeur propre

d’ordre 1 du problème (5.2) avec p42, et donc 14L l ( b , 2D , m) pour un
certain l . Par ailleurs L k ( b , 2D , 1 )Ea 1Gm(x)Ga 2EL k11 ( b , 2D , 1 ), et
par la propriété de stricte monotonie des surfaces propres (voir proposi-
tion 6.2), il vient

L k ( b , 2D , m)E1EL k11 ( b , 2D , m) ,

une contradiction. Ceci termine la démonstration du théorème 8.1. r

REMARQUE 8.2. – 1) Lorsque p42 et V est régulier, alors l’opérateur
(2D)21 Tt : H0

1 (V)KH0
1 (V) est compact, où Tt est défini en (8.2). On peut

alors utiliser la théorie usuelle du degré de Leray-Schauder dans la démon-
stration précédente.

2) Lorsque p42, on peut remplacer 2D par un opérateur L comme
dans la section 2.
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