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Alcune condizioni per la costruzione
di un piano finito di traslazione (*)

ALESSANDRO BASILE - PAOLO BRUTTI

Summary. – The construction of any finite translation plane depends on the appro-
priate determination of a partition P(E) of a Galois field E , together with a set A of
automorphisms of E as a vector space. In this paper we obtain sufficient conditions
on P(E) and A , so that a translation plane is produced. They are also necessary
conditions when NAN41. Particularly, we examine the case where E is a two-di-
mensional vector space. We prove that no translation planes are constructible by a
single automorphism, other than the André planes. Furthermore, if NAND1, the
conditions previously obtained cannot be satisfied.

1. È noto che se E è un insieme finito di n elementi, l’esistenza di un insie-
me G di permutazioni su E strettamente 2-transitivo (scriveremo brevemente
S2T) equivale all’esistenza di un piano affine di ordine n (cfr. [3], [5]). Indiche-
remo un tale piano con p (E , G).

Nel seguito E sarà un campo finito e denoteremo sempre con G il gruppo
delle permutazioni su E : xKax1b , con a�E * e b�E . Il gruppo G è S2T su
E e il piano p (E , G) è desarguesiano. È noto, ed è esplicitamente osservato in
[1], che se sono dati una partizione P(G)4]G0 , G1 , R , Gn21( di G come in-
sieme, con idE�G0 , e degli automorfismi lineari t 1 , R , t n21 di E come spazio
vettoriale su un suo sottocampo, in modo che l’insieme di permutazioni G 84
G0NG1 t 1NRNGn21 t n21 sia a sua volta S2T su E , allora il piano p (E , G 8 ) è
un piano di traslazione. Viceversa è anche noto che ogni piano di traslazione fi-
nito puó essere rappresentato in tal modo (cfr. [2]).

Se P e P 8 sono due partizioni di uno stesso insieme, si dice che P è un «raf-
finamento» di P 8 se ogni elemento di P è contenuto in un elemento di P 8 . Si
può ottenere una particolare partizione di G , che denoteremo con G/// , ponendo
in ciascuna classe tutte e sole le permutazioni xKax1b con lo stesso elemen-
to a di E *. Data una partizione P(E *)4]E0 , E1 , R , En21( di E * e
definito

Gr4]xKax1bNa�Er , b�E(

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del GNSAGA del CNR.
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per ogni r40, 1 , R , n21, si ottiene una partizione P(G) di G di cui G/// è un
raffinamento. Chiameremo P(G) la partizione «associata» a P(E *). Viceversa,
data una partizione P(G)4]G0 , G1 , R , Gn21( di G tale che G/// sia un suo raf-
finamento, denotando con Er , per ogni r40, 1 , R , n21, l’insieme degli ele-
menti a�E * tali che la permutazione xKax appartenga a Gr , si ottiene una
partizione P(E *) di E * la cui partizione associata è P(G). Allo stesso modo di-
remo che P(E *) è associata a P(G). Si osservi che se la partizione P(G) e gli
automorfismi lineari t 1 , R , t n21 sono dati in modo che l’insieme G 84G0N
G1 t 1NRNGn21 t n21 sia S2T su E , allora necessariamente G/// è un raffina-
mento di P(G).

Nel seguito, per ciascun automorfismo t r , r41, R , n21, considereremo
l’insieme

Mr4]x 21 t r (x)Nx�E *(

e denoteremo con T(t 1 , R , t n21 ) il sottogruppo di E * generato dagli insiemi
Mr . La proposizione che segue fornisce un criterio di scelta della partizione
P(G) affinché l’insieme G 8 sia S2T su E , e quindi p (E , G 8 ) sia un piano di tra-
slazione. Essa è la generalizzazione della proposizione 2 di [1], che riguarda il
caso in cui gli automorfismi t 1 , R , t n21 siano automorfismi del campo E e il
piano p (E , G 8 ) un piano finito generalizzato di André.

PROPOSIZIONE 1. – Siano E un campo finito, t 1 , R , t n21 automorfismi li-
neari di E come spazio vettoriale su un suo sottocampo, P(E *)4
]E0 , E1 , R , En21( una partizione di E * con 1�E0 e con partizione associata
P(G)4]G0 , G1 , R , Gn21(, T4T(t 1 , R , t n21 ). Se la partizione E * /T è un
raffinamento di P(E *) allora l’insieme di permutazioni G 84G0NG1 t 1NRN
Gn21 t n21 è S2T su E .

DIM. – Detto t l’indice di T in E *, esiste un generatore v di E * tale che v t

sia un generatore di T . I laterali distinti di T sono allora T , vT , R , v t21 T .
Per ogni r40, 1 , R , t21 poniamo

Gr4]xKax1bNa�v r T , b�E( .

Inoltre, per ogni r41, R , t21, se Es è l’elemento di P(E *) tale che risulti
v r T’Es , poniamo tr4 idE nel caso s40, tr4t s nel caso sc0. L’insieme G4
]G0 , G1 , RGt21( è una partizione di G con idE�G0 . Ma si ha ovviamente

G 84G0NG1 t1NRNGt21 tt21 .

Si potrà allora concludere che l’insieme G 8 è S2T su E mostrando che G , la sua
partizione G e gli automorfismi t1 , R , tt21 soddisfano le ipotesi della proposi-
zione 1 di [1].
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Siano infatti g�Gr , 1GrG t21, e g 8�G0 due arbitrarie permutazioni de-
finite da

g(x)4ax1b con a�v r T ,

g 8 (x)4a 8 x1b 8 con a 8�T .

Si ha allora g 21 g 8 (x)4a 21 a 8 x1a 21 (b 82b). Posto quindi a4v r1at e a 84
v bt , con a e b interi, si ottiene

a 21 a 84v (t2r)1 t(b2a21)�v t2r T ,

pertanto g 21 g 8�Gt2r .
Consideriamo ora un qualsiasi automorfismo tr , 1GrG t21, e due arbi-

trari elementi x1 , x2 di E , x1cx2 . Se tr4 idE allora si ha ovviamente tr (xi )4
idE (xi ), i41, 2 , con idE�G0 . Se invece tr4t s con 1GsGn21, poiché il
gruppo G è S2T su E , esiste ed è unica la permutazione g�G , g : xKax1b ,
tale che g(xi )4t s (xi ), i41, 2 . Da queste segue

a4 (x12x2 )21 t s (x12x2 )�T

e quindi g�G0 .
Il teorema precedente non è invertibile. Il prossimo esempio mostra infatti

come si possa costruire un piano di traslazione p (E , G 8 ), senza che il gruppo
T(t 1 , R , t n21 ) e la partizione P(E *) rispondano ai requisiti della proposizio-
ne 1.

ESEMPIO. – Siano E4GF(q 2 ) e K4GF(q). Denotiamo con h : E *KK * l’o-
momorfismo suriettivo «norma» definito da h(x)4xs (x) per ogni x�E *, dove
s è l’automorfismo xKx q del campo E . Il nucleo di h è il sottogruppo H4
]x 21 s (x)Nx�E *( di E *. Dato un generatore v di E *, l’elemento u4v q21 è
un generatore di H . Si ha pertanto

H4]u , u 2 , R , u q1141( .

Consideriamo un elemento a di E * tale che risulti

12a2a q
c0 .

Da questa segue au r112ac0 per ogni r41, R , q11. Poniamo quindi

b r4au r (au r112a)21

e

t r4b r s1 (12b r ) idE .

Da t r (x)40 con xc0 segue 12a2a q40. Pertanto t 1 , R , t q11 sono auto-
morfismi lineari dello spazio vettoriale E su K .



ALESSANDRO BASILE - PAOLO BRUTTI432

Consideriamo ora l’insieme

M4Mq114]x 21 t q11 (x)Nx�E *(4]ax112aNx�H( .

Fissato un qualsiasi elemento j di E * tale che j21�M , poniamo

G04]xKax1bNa�E *2jM , b�E(

e

Gr4]xKax1bNa4j(au r112a), b�E( ,

per r41, R , q11. L’insieme di permutazioni G 84G0NG1 t 1NRN
Gq11 t q11 è S2T su E .

Siano infatti x1cx2 , y1cy2 arbitrari elementi di E e g la permutazione del
gruppo G tale che g(xi )4yi , i41, 2 . Se g�G0 allora ovviamente g�G 8 , sup-
poniamo quindi g�Gr , 1GrGq11. Posto g(x)4j(au r112a)x1b , si con-
sideri l’elemento di H

u s4
u r

(x12x2 )q21

e la permutazione h�Gs definita da

h(x)4j(au s112a) x1b 8 ,

con

b 84ja(u r x12u s x1
q )1b .

La permutazione ht s appartiene a Gs t s e, poichè si ha anche b 84ja(u r x22
u s x2

q )1b , si ottiene ht s (xi )4yi , i41, 2 .
Siano ora f ed f 8 due permutazioni di G 8 tali che xiKyi , i41, 2 . Se f ed f 8

appartengono entrambe a G0 si ha un assurdo, in quanto il gruppo G è S2T su
E . Supponiamo f�Gr t r e f 8�Gs t s con 1GrGq11, 1GsGq11. Posto

f (x)4j[au r x q1 (12a) x]1b ,

f 8 (x)4j[au s x q1 (12a)x]1b 8 ,

da f (xi )4 f 8 (xi ), i41, 2 , si ottiene u r4u s . Quindi da f (x1 )4 f 8 (x1 ) segue
b4b 8 cioè f4 f 8 . Se ora si suppone f�G0 e f 8�Gs t s , 1GsGq11, posto
f (x)4ax1b , con a�E *2jM , e f 8 come in precedenza, da f (xi )4 f 8 (xi ),
i41, 2 segue

a4j[au s (x12x2 )q21112a]�jM

che è assurdo.
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La partizione ]E0 , E1 , R , Eq11( di E * associata alla partizione
]G0 , G1 , R , Gq11( di G è in questo caso la seguente:

E04E *2jM , Er4]j(au r112a)( ,

r41, R , q11. Pertanto, posto T4T(t 1 , R , t q11 ), E * /T non soddisfa la
condizione della proposizione 1. Si può mostrare che il piano di traslazione
p (E , G 8 ) può essere riguardato come il piano derivato del piano desarguesia-
no p (E , G), rispetto all’insieme di derivazione individuato da jM . Pertanto
p (E , G 8 ) è un piano finito di Hall e poichè gli elementi di jM non hanno norma
costante, esso non è un piano di André (cfr. [4]).

La non invertibilità della proposizione 1 dipende essenzialmente dal fatto
che gli automorfismi che vi compaiono, distinti fra loro e diversi da idE , siano
almeno due. Vale infatti la seguente

PROPOSIZIONE 2. – Siano E un campo finito, t un automorfismo lineare di E
come spazio vettoriale su un suo sottocampo, P(E *)4]E0 , E1( una partizione
di E * con 1�E0 e partizione associata P(G)4]G0 , G1(, T4T(t). L’insieme di
permutazioni G 84G0NG1 t è S2T su E se e solo se la partizione E * /T è un
raffinamento di P(E *).

DIM. – Se E * /T è un raffinamento di P(E *), si ha un caso particolare della
proposizione 1. Supponiamo viceversa che l’insieme G’ sia S2T su E . Il gruppo
T è generato dall’insieme M4]x 21 t(x)Nx�E *(. Scelti comunque un ele-
mento z�E0 ed un elemento y�M , si ha zy�E0 . Se infatti y4 t 21 t(t) con t�
E *, posto t4 t12 t2 , da t1c t2 segue che esiste una permutazione g�G 8 tale
che g(ti )4zt(ti ), i41, 2 . Se g appartiene a G1 t , posto g(x)4at(x)1b con a�
E1 , si ha at(ti )1b4zt(ti ), i41, 2 , quindi at(t)4zt(t) cioè a4z che è assur-
do. Ne segue g�G0 . Posto allora g(x)4a 8 x1b 8 con a 8�E0 , si ottiene g(ti )4
a 8 ti1b 84zt(ti ), i41, 2 , e da queste a 8 t4zt(t). Pertanto a 84zy , cioè zy�
E0 . Sia ora v un qualsiasi elemento di zT . Si ha allora v4zu1 Ruh con h intero
positivo e u1 , R , uh elementi di M . Ma per quanto dimostrato prima, zu1 è un
elemento di E0 , e quindi si ha subito per induzione che v appartiene a E0 . Ne
segue che zT è contenuto in E0 e quindi che E * /T è un raffinamento di
P(E *).

2. In questo paragrafo considereremo il caso in cui E sia uno spazio vetto-
riale di dimensione due su un suo sottocampo K , per mostrare come non sia
possibile costruire un piano di traslazione p (E , G 8 ), quando si voglia comun-
que utilizzare un unico automorfismo lineare, oppure se ne vogliano utilizzare
più d’uno ma rispettando le condizioni della proposizione 1. Restano natural-
mente aperti due problemi. Il primo consiste nello stabilire se le conclusioni
precedenti sussistano anche quando la dimensione di E su K sia maggiore di
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due. Il secondo, nel caso invece di dimensione due, riguarda la possibilità di ot-
tenere un piano di traslazione p (E , G 8 ), con un metodo diverso da quello usa-
to nel paragrafo precedente per la costruzione di un piano finito di Hall.

Siano E4GF(q 2 ), K4GF(q), s l’automorfismo xKx q del campo E , H il
nucleo dell’omomorfismo «norma», t un qualsiasi automorfismo dello spazio
vettoriale E su K . Il caso t4s è stato trattato in [1], supporremo quindi tcs
e ovviamente tc idE . Inoltre, poichè ciò non costituisce una limitazione sulla
scelta di t , supporremo anche t(1)41. Esiste allora (cfr. [6]) un elemento a�
E , ac0, ac1, tale che

t4as1 (12a) idE .

L’elemento

j412a2a q

appartiene a K e l’invertibilità di t è equivalente alla condizione jc0.
Consideriamo ora l’insieme

M4]x 21 t(x)Nx�E *(4]au112aNu�H(

e definiamo la seguente applicazione di H in sè:

uKu42u
(12a)

(12a)q

(au112a)q

(au112a)
.

Da jc0 segue che essa è biiettiva. Si ottiene subito che è anche involutoria e
che si ha

142
(12a)

(12a)q
.

Vale inoltre la seguente proprietà.

(p1 ) Gli elementi u di H tali che u4u sono due distinti o nessuno, se q è
dispari, uno ed uno solo, se q è pari.

DIM. – Si ha infatti u4u se e solo se u è una soluzione dell’equazione

a(12a)q x 212(12a)q11 x1a q (12a)40 .

Se q è dispari, essa ha per discriminante l’elemento non nullo di K: D4 (12
a)q11 j . Ne segue che D è un quadrato di E * e che pertanto si hanno due solu-
zioni distinte. Ma il loro prodotto è un elemento di H , quindi esse sono entram-
be in H o entrambe in E *2H .
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Se invece q è pari, l’equazione precedente ha una ed una sola soluzione u , la
controimmagine dell’elemento di H

a q (12a)

a(12a)q

nell’automorfismo xKx 2 . Ma tale automorfismo muta H in sè, dunque u è un
elemento di H .

La permutazione su H uKu induce la seguente permutazione su M:

z4au112aK zA 4au112a .

Essa è a sua volta involutoria. Si ha subito

1A 4
(12a)

(12a)q
j ,

e inoltre

zzA 4 1A

per ogni z�M . Da ciò la proprietà che segue.

(p2 ) Per ogni z , t�M , zc t , si ha

zMO tM4]1A, zt(

e risulta 1A 4zt se e solo se t4 zA.

DIM. – Per quanto osservato prima, è infatti ovvio che 1A e zt siano elementi
di zMO tM . D’altra parte, posto z4au112a , t4av112a , u e v in H , se
v è un qualsiasi elemento di zMO tM , esistono x , y�H tali che

v4z(ax112a)4 t(ay112a) .

Si ha allora azx4 t(ay112a)2z(12a) e da questa, poichè x q1141, si ot-
tiene che y è una soluzione dell’equazione ay 21by1c40, dove

a4 t(12a)q21 (v2u)q21 ,

b4 (12a)q (v2u)q1a(12a)q211a q (v2u)q21 ,

c4 t q .

L’insieme zMO tM è pertanto costituito da due elementi al più, quindi zMO
tM4]1A, zt(. Gli elementi 1A e zt coincidono nel caso t4 zA, e solo in questo, in
quanto da zt4 1A segue subito v4uA cioè t4 zA.
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Consideriamo ora il sottogruppo T(t) di E * generato da M ed il seguente
sottoinsieme di T(t):

F4 0
z�M

zM .

La proprietà (p2 ) permette di calcolare l’ordine di F . Se q è dispari, dalla (p1 )
segue che gli elementi z di M tali che z4 zA sono due distinti o nessuno. In que-
st’ultimo caso, posto

M4]1, 1A, z1 , zA1 , R , z(q21) /2 , zA(q21) /2( ,

si ha

NMN1A MN42q11 ,

NMN1A MNz1 MNzA1 MN4 (2q11)12(q22) ,

NMN1A MNz1 MNzA1 MNz2 MNzA2 MN4 (2q11)12(q22)12(q24) ,

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

NFN4 (2q11)12(q22)12(q24)1R124

2(1131R1q)114
(q11)2

2
11 .

Supponiamo ora che esistano due elementi distinti x e y di M tali che x4xA,
y4 yA. Se nessuno di essi è 1 , posto

M4]1, 1A, x , y , z1 , zA1 , R , z(q23) /2 , zA(q23) /2( ,

si ottiene

NMN1A MN42q11 ,

NMN1A MNxMNyMN4 (2q11)1 (q22)1 (q23) ,

NMN1A MNxMNyMNz1 MNzA1 MN4(2q11)1(q22)1(q23)12(q24) ,

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

NFN4 (2q11)1 (q22)1 (q23)12(q24)12(q26)1R124

2(1131R1q)4
(q11)2

2
.
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Se invece uno di essi è 1, posto

M4]1, x , z1 , zA1 , R , z(q21) /2 , zA(q21) /2( ,

si ha

NMNxMN42q ,

NMNxMNz1 MNzA1 MN42q12(q22) ,

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

NFN42q12(q22)12(q24)1. . . 1242(1131R1q)4
(q11)2

2
.

Si ottiene quindi in ogni caso NFNF (q11)2 /2 . Ne segue NT(t)ND (q 221) /2 e
quindi T(t)4E *. Se invece q è pari, esiste uno ed un solo elemento x di M tale
che x4 xA. Supponiamo dapprima xc1. Posto allora

M4]1, 1A, x , z1 , zA1 , R , z(q22) /2 , zA(q22) /2( ,

si ottiene

NMN1A MN42q11 ,

NMN1A MNxMN4 (2q11)1 (q22) ,

NMN1A MNxMNz1 MNzA1 MN4 (2q11)1 (q22)12(q23) ,

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

NFN4 (2q11)1 (q22)12(q23)12(q25)1R124

2[1131R1 (q21) ]1 (q11)4
(q11)211

2
.

Se invece 14 1A, posto

M4]1, z1 , zA1 , R , zq/2 , zAq/2( ,

si ha

NMNz1 MNzA1 MN4 (q11)12(q21) ,

NMNz1 MNzA1 MNz2 MNzA2 MN4 (q11)12(q21)12(q23) ,

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

NFN4 (q11)12(q21)12(q23)1. . . 124
(q11)211

2
.
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Pertanto, nel caso q pari, si ha sempre NT(t)NFNFND (q 221) /3, e quindi an-
che ora T(t)4E *.

Possiamo allora riassumere gli ultimi risultati nella seguente proposizione
3. Essa permette di dimostrare le proposizioni 4 e 5, nelle quali vengono for-
malizzate le due affermazioni fatte all’inizio del paragrafo.

PROPOSIZIONE 3. – Siano E4GF(q 2 ), K4GF(q). Per ogni automorfismo
t dello spazio vettoriale E su K , tc idE , tcs , il gruppo T(t) coincide
con E *.

PROPOSIZIONE 4. – Siano E4GF(q 2 ), K4GF(q), t un automorfismo dello
spazio vettoriale E su K , tc idE , tcs . Non esiste una partizione ]G0 , G1( di
G , con idE�G0 e G0cG , tale che l’insieme G0NG1 t sia S2T su E .

DIM. – Sia P(G)4]G0 , G1( una partizione di G , con idE�G0 e G0cG , tale
che l’insieme G0NG1 t risulti S2T su E . In questo caso la partizione G/// è un
raffinamento di P(G), si può quindi considerare la partizione P(E *)4
]E0 , E1( di E * associata a P(G). Da idE�G0 segue 1�E0 e da G0cG segue
E0cE *. Ma, per la proposizione 2, la partizione E * /T(t) è un raffinamento di
P(E *). Ne segue T(t)’E0 . E questo è assurdo in quanto, per la proposizione
3, si ha T(t)4E * quindi E04E *.

La proposizione 4 implica, nel caso E4GF(q 2 ), che gli unici piani di trasla-
zione ottenibili con un unico automorfismo non identico, si hanno per t4s e
pertanto sono piani finiti di André (cfr. [1]).

PROPOSIZIONE 5. – Siano E4GF(q 2 ), K4GF(q), t 1 , R , t n21 automor-
fismi dello spazio vettoriale E su K , almeno uno diverso da idE e da s ,
T4T(t 1 , R , t n21 ). Non esiste una partizione ]E0 , E1 , R , En21( di E *, con
1�E0 e E0cE *, tale che E * /T sia un suo raffinamento.

DIM. – Esiste un automorfismo t r , 1GrGn21, tale che t rc idE e t rcs .
Allora la dimostrazione segue subito dalla proposizione 3 e dall’osservazione
che si ha T(t r )’T(t 1 , R , t n21 ).
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