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Metodi variazionali e topologici nello studio
delle equazioni di Schrödinger nonlineari

agli stati stazionari.

SILVIA CINGOLANI (*)

Summary. – In the present paper we survey some recents results concerning existence
of semiclassical standing waves solutions for nonlinear Schrödinger equations.
Furthermore, from Maxwell’s equations we derive a nonlinear Schrödinger equa-
tion which represents a model of propagation of an electromagnetic field in optical
waveguides.

1. – Introduzione.

Scopo di questa nota è di illustrare alcuni recenti risultati riguardanti una
classe di equazioni di tipo Schrödinger nonlineare

iˇ
¯c

¯t
42ˇ2 Dc1V(x) c2 f (c)(1.1)

dove c4c (x , t), x�RN , ˇ è la costante di Planck, i denota l’unità immagina-
ria, D denota l’operatore di Laplace. Lo studio di queste equazioni gioca un
ruolo importante nella fisica moderna. Le equazioni di Schrödinger nonlineari
si deducono nella descrizione matematica di molti fenomeni fisici. Alcuni di
questi sono i complessi effetti di interazioni tra elettroni in un metallo, la pro-
pagazione di onde elettromagnetiche nei plasmi, i moti di vortici in Meccanica
dei Fluidi.

Alcune soluzioni fisicamente interessanti di queste equazioni sono quelle
corrispondenti a stati legati nonlineari, cioè soluzioni localizzate con energia
finita. Negli anni recenti l’esistenza di stati legati dell’equazione di Schrödin-
ger nonlineare è stata largamente studiata nel limite semiclassico. La transi-
zione dalla meccanica quantistica a quella classica viene formalmente descritta
mandando a zero la costante di Planck ˇ e onde stazionarie dell’equazione di
Schrödinger nonlineare, che esistono per piccoli valori del parametro ˇ , ven-
gono usualmente dette semiclassiche. In un certo senso la costante ˇ rappre-
senta una «misura» di quantizzazione del sistema fisico considerato.

(*) Comunicazione presentata a Napoli in occasione del XVI Congresso U.M.I.
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Le equazioni di Schrödinger nonlineari sono in genere completamente in-
trattabili con metodi analitici e pertanto vengono spesso risolte con metodi nu-
merici o di iterazione. In questa nota focalizzaremo l’attenzione su una classe
di equazioni di Schrödinger nonlineari che possono essere studiate con metodi
variazionali. Si vedrà che dal punto di vista matematico la ricerca di stati semi-
classici stazionari di queste equazioni di evoluzione conduce a cercare soluzioni
positive di un problema ellittico perturbato in RN e a capire come si concentra
la parte spaziale dell’onda stazionaria in relazione alla forma del potenziale.

Molta letteratura matematica degli anni recenti si è dedicata a studiare
questo tipo di fenomeni di concentrazione.

Come detto all’inizio, scopo di questa nota è richiamare alcuni recenti ricer-
che su queste problematiche. Il lavoro è organizzato come segue.

La sezione 2 è dedicata a una breve panoramica dei risultati classici ineren-
ti l’esistenza di stati semiclassici per equazioni di Schrödinger nonlineari e ad
alcuni recenti sviluppi.

Nella sezione 3 si presenta un recente risultato di esistenza di stati semi-
classici utilizzando un metodo perturbativo in teoria dei punti critici che suc-
cessivamente ha trovato svariate applicazioni nello studio di equazioni ellitti-
che semilineari in cui si verificano fenomeni di concentrazione e nello studio di
sistemi dinamici perturbati (si veda tra questi [AB, C, C1].).

Nella sezione 4 si considerano potenziali con una molteplicità di punti criti-
ci (in particolare potenziali periodici) e vengono presentati dei risultati di esi-
stenza di soluzioni con una molteplicità di punti di concentrazione.

Nella sezione 5 si prendono in esame potenziali non differenziabili e saran-
no sviluppati argomenti di tipo variazionale globale per ottenere molteplicità
di soluzioni in corrispondenza dei minimi globali del potenziale.

Nella sezione 6 mostreremo come le equazioni di Schrödinger nonlineari
agli stati stazionari sono anche fondamentali equazioni nello studio degli effet-
ti dispersivi nonlineari in Ottica Nonlineare. In particolare si deducono diret-
tamente dalle equazioni di Maxwell assumendo una relazione nonlineare tra la
polarizzazione elettrica del materiale e il campo elettrico. Questo tipo di equa-
zione descrive matematicamente la propagazione di campi elettromagnetici
monocromatici in guide d’onda con un responso nonlineare.

2. – Esistenza di onde stazionarie semiclassiche.

L’esistenza di soluzioni semiclassiche per l’equazione di Schrödinger nonli-
neare è stata dimostrata in un lavoro pionieristico da Floer e Weinstein [FW]
nel caso unidimensionale (N41), applicando un metodo di riduzione finito-di-
mensionale di tipo Lyapunov-Schmidt. Precisamente loro provarono che con
un potenziale V limitato e una nonlinearità cubica f (u)4u 3 , l’equazioni di
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Schrödinger nonlineare ammette una soluzione stazionaria semiclassica con-
centrata in ciascun punto di minimo o massimo non degenere del potenziale V .
Precisamente dimostrarono il seguente teorema:

TEOREMA 2.1. – Supponiamo V limitato. Per ogni punto di minimo (o
massimo) nondegenere x0 di V esiste un ˇ0D0 tale che per ogni ˇ con 0EˇEh0

l’equazione di Schrödinger nonlineare unidimensionale

iˇ
¯c

¯t
42ˇ2 ¯2 c

¯x
1V(x) c2NcN2 c ,(2.1)

ha una soluzione (onda stazionaria)

c (t , x)4exp (ilˇ21 t) uˇ (x) ,

con l�R e uˇ : RKR concentrata vicino x0 . Precisamente, uˇ ha un solo
massimo globale xˇ e

xˇKx0 , ˇK0 ;

max
Nx2x0 NGd

uˇ (x)Dl 1/(p21) .

Inoltre esiste C indipendente da ˇ , d tale che

uˇ (x)GC
Nx2xˇ N

ˇ
expg2kd

Nx2xˇ N

ˇ
h

se Nx2x0 NFd .

Successivamente Y. G. Oh [O] estese questo risultato a dimensioni più alte
e a potenziali appartenenti alla classe di Kato (V)a , ad esempio potenziali che
oscillano lentamente all’infinito o che crescono come potenziali di grado pari o i
loro esponenziali o loro pertubazioni limitate.

La stabilità orbitale della soluzione trovata in [FW] è stata studiata da M.
Grillakis, J. Shatah, W. Strauss [GSS]. Richiamiamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 2.2. – La uˇ-orbita ]exp (ilˇ21 t) uˇ (x) : t�R( è detta stabile
se per ogni hD0 esiste dD0 con la seguente proprietà:

se Vc 02uˇ VH 1Ed e c (t , Q) è una soluzione di (2.1) in un intervallo [0 , t0 )
con c (0 , Q)4c 0 , allora c (t , Q) può essere prolungata in 0G tE1Q e

sup
0E tE1Q

inf
s�R

Vc (t , Q)2exp (ils) uˇ VH 1Eh .

uˇ-orbita è detta instabile se la soluzione cessa di esistere dopo un tempo
finito.

In [GSS] gli autori dimostrarono il seguente risultato.
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TEOREMA 2.3. – Se x0 è un minimo nondegenere di V , allora esiste ˇ1D0
tale che per ogni 0EˇEˇ1 , uˇ-orbita è stabile.

Anni dopo, P. Rabinowitz [R] dimostrò con argomenti variazionali globali
l’esistenza di una onda stazionaria semiclassica di (1.1) avente energia minima
sotto l’ipotesi

lim inf
NxNK1Q

V(x)D inf
x�RN

V(x) .

In [W], X. Wang provò che la parte spaziale dell’onda trovata da Rabinowitz si
concentra vicino a minimi globali del potenziale per ˇK0.

Recentemente in un lavoro in collaborazione con A. Ambrosetti e M. Badia-
le si è provato che questi fenomeni di concentrazione si verificano anche in cor-
rispondenza dei punti di minimo e di massimo locale (eventualmente degene-
re) del potenziale (si veda [ABC, ABC1]). Dedicheremo la sezione 3 alla de-
scrizione di questo risultato.

Contemporaneamente, M. Del Pino e P. Felmer [DF] hanno ottenuto una
versione locale dei risultati di Rabinowitz, mediante argomenti variazionali di
penalizzazione e hanno dimostrato che soluzioni semiclassiche si concentrano
in corrispondenza anche dei minimi locali (eventualemente degeneri) del
potenziale.

Successivamente Yan Yan Li [L] ha ulteriormente indebolito le ipotesi di
nondegenerazione sui punti critici del potenziale, estendendo i risultati di esi-
stenza al caso di potenziali con componenti critiche stabili, in particolare punti
di sella del potenziale. Si veda inoltre successivi contributi contenuti in [DF1, G].

3. – Un approccio perturbativo.

Questa sezione è dedicata a descrivere brevemente il risultato provato in
[ABC1]. Come accennato nell’introduzione, la dimostrazione del risultato si
basa su un metodo perturbativo in teoria dei punti critici che rappresenta una
generalizzazione di un risultato astratto contenuto in [ACZE].

Consideriamo la seguente equazione di evoluzione:

iˇ
¯c

¯t
42ˇ2 Dc1V(x) c2NcNp21 c ,(3.1)

dove assumiamo 1EpE2*21 e

2*4
.
/
´

2N

N22

1Q

se ND2 ,

se NG2 .
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La ricerca di onde solitarie di (3.1)

c (t , x)4exp (ilˇ21 t) u(x) ,

con l�R , u : RNKR1 , conduce allo studio del problema ellittico in RN :

.
/
´

2ˇ2 Du1lu1V(x) u4NuNp21 u ,

lim
NxNKQ

u(x)40 .
(Pˇ)

Si considera un potenziale V che presenta un punto critico di massimo o di mi-
nimo locale con una degenerazione al più di ordine finito. Precisamente si as-
sume che V soddisfi la seguente ipotesi:

(V) V�C Q (RN , R); V possiede un punto critico x0�RN ; precisamente
esiste un intero pari mD0 tale che D k V(x0 )40 per ogni kEm e D m V(x0 ) è
definita positiva o negativa.

A meno di traslazioni, non è restrittivo assumere che x040 e V(0)40. Po-
sto, per convenienza, ˇ4e con un cambio di variabile xKex , (Pˇ ) diventa

2Du1lu1V(ex) u4NuNp21 u , x�RN ,(3.2)

che può essere considerata una perturbazione dell’equazione

2Du1lu4NuNp21 u , x�RN .(3.3)

È noto che per ogni lD0, (3.3) ha un’unica soluzione positiva radiale z(x) cen-
trata in 0 , che decade esponenzialmente a zero 0 , per NxNKQ , supposto 1E
pE2*21 (cf. [BL, K]).

In [ABC1] si è dimostrato il seguente risultato:

TEOREMA 3.1. – Sia lD2 inf V e 1EpE2*21. Assumiamo che V sia li-
mitato e soddisfi l’ipotesi (V). Allora per ogni eD0 sufficientemente piccolo
(Pe ) ha una soluzione positiva uAe tale che

uAe (x)Czg x

e
h .

Diamo brevemente un’idea della dimostrazione. Soluzioni di (Pe ) che deca-
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dono a 0 per NxNK1Q corrispondono a punti critici del funzionale su
W 1, 2 (RN )

Je (u)4
1

2
s

RN

(N˜u(x)N21lNu(x)N2 )1s
RN

g 1

2
V(ex) u 2 (x)2

1

p11
Nu(x)Np11h .

Tale funzionale Je è ben definito e C 2 su W 1, 2 (RN ) se p11E2* e V è
limitato.

Per e40, l’equazione (Pe ) ha un’unica soluzione positiva radiale z che cor-
risponde a un punto critico di Passo Montano del funzionale imperturbato

J0 (u)4
1

2
s

RN

(N˜u(x)N21lNu(x)N2 )2
1

p11
s

RN

Nu(x)Np11 .

Poiché (3.3) è invariante per traslazioni allora per ogni u�RN

zu (x) »4z(x1u)

è anche soluzione di (3.3). Allora J0 possiede a livello b4J0 (z) una varietà di
punti critici

Z4]zu Nu�RN( .

Si denoti con Tu Z lo spazio tangente a Z in zu . Si può dimostrare che Z è una
varietà critica nondegenere di J0 , ossia verifica le seguenti proprietà:

i) J 90 (zu ) è un operatore di Fredholm di indice zero;

ii) Tu Z4Ker [J 90 (zu ) ], ossia W�W 1, 2 (RN ) risolve

2DW1lW2pzu
p21 W40

se e solo se W�span ]Di zu Ni41, R , N(.

Applicando un Teorema di Contrazione è possibile dimostrare il seguente
lemma:

LEMMA 3.2. – Per ogni uD0 esiste eD0 e una funzione continua
w4w(u , e), definita su T4]NuNEu(3]NeNE e(, tale che

w�Tu Z » , w(u , 0 )40 ,

˜Je (zu1w(u , e) )�Tzu
Z , ( (u , e)�T .
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Inoltre w è C 1 rispetto a u e per ogni nGm21 risulta

w(u , e)

e n
K0 , per eK0 ,

fortemente in W 2, 2 . Inoltre per n4m tale limite esiste c0.

Utilizzando il Lemma 3.2, si può definire la varietà

Ze4]u�W 1, 2 Nu4zu1w(u , e), (u , e)�T(

e provare che Ze è un vincolo naturale per il funzionale Je . Per e piccolo, Ze è
una varietà N dimensionale localmente diffeomorfa a Z . Inoltre risulta

u�Ze e ˜NZe
Je (u)40 ¨ ˜Je (u)40 .

Il problema viene ricondotto allo studio dei punti critici della funzione

F e (u)4Je (zu1w(u , e) )

sulla varietà finito-dimensionale Ze . Per e sufficientemente piccolo, si dimostra
che

F e (u)4J0 (zu )1
1

2m!
e m G(u)1o(e m )

dove

G(u)4s
RN

D m V(0)[x , R , x] zu
2 dx .

Si può dimostrare che se V ha un minimo locale in 0 , allora G ha un minimo lo-
cale stretto u40 e F e ha a un minimo in u4u(e)K0 per eK0. Dunque esiste
una soluzione ue4zu(e)1w(u(e), e) di (3.2) tale che ueKz per eK0.

Questo tipo di approccio perturbativo consente di ottenere una estensione
del criterio di stabilità di [GSS] al caso degenere. Si ottengono informazione
sull’indice di Morse della soluzione ue , cioè sulla dimensione del sottospazio
dove D 2 Je (ue ) è definito negativo. Precisamente si dimostra che

D 2 Je (ue )[zu(e) , zu(e) ]E0 ,

D 2 Je (ue )[v , v]D0 , (v»span ]zu(e) , ¯1 zu(e) , R , ¯N zu(e)( , vc0 .

Inoltre poiché u(e)K0 per eK0 si ha

lim
eK0

1

e m
D 2 Je (ue )[¯i zu(e) , ¯i zu(e) ]4

1

2m!
D 2

i , i G(0) .

Se x0 è un minimo per V (eventualmente degenere), allora 0 è un minimo stret-
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to per G . Deduciamo che D 2 Je (ue ) ha esattamente un autovalore semplice ne-
gativo for e piccolo.

Si può applicare il Criterio di Stabilità in [GSS], e concludere che la soluzio-
ne ue è stabile se e solo se la funzione lKJe (ue ) è convessa e instabile se è con-
cava. Si dimostra inoltre che la soluzione è stabile se

¯

¯l
s

RN

Nue N2D0(3.4)

e instabile se (3.4) è E0. Nel caso particolare in cui f (u)fNuNp21 u si ha ue è
stabile se 1EpE5 e instabile se 5EpE1Q .

4. – Soluzioni di tipo «multibumps».

In questa sezione consideriamo un potenziale con una molteplicità di punti
critici e cerchiamo soluzioni semiclassiche di (3.1) con una molteplicità di punti
di concentrazione. Recentemente sono stati ottenuti risultati di esistenza di
soluzioni semiclassiche con un numero finito di punti di concentrazione vicino a
punti critici del potenziale. Rimandiamo a [O1] per il caso di punti critici non-
degeneri, a [DF2, Gu] per potenziali con minimi locali eventualmente
degeneri.

Il metodo utilizzato in [DF2, Gu] è ispirato a tecniche variazionali di «incol-
lamento» introdotte da V. Coti Zelati, P. Rabinowitz [CZR, CZR1] e separata-
mente da Serè [Se] nello studio di soluzioni omocline di tipo multibumps per
sistemi hamiltoniani. Più recentemente in [L] viene analizzata la situazione più
generale di componenti limitate stabili di punti critici ed è provata l’esistenza
di stati semiclassici con un numero finito di bumps applicando argomenti di
grado topologico.

In un lavoro in collaborazione con M. Nolasco consideriamo il caso di poten-
ziali con una infinità numerabile di punti critici di massimo e di minimo locale e
proviamo l’esistenza di stati semiclassici con infiniti punti di concentrazione.

Al fine di dare un’idea della dimostrazione, iniziamo con il considerare il ca-
so in cui il potenziale W(x)4l1V(x) soddisfa le seguenti ipotesi:

(h1) W�C Q (RN ), inf
x�RN

W(x)D0;

(h2) )(xj )j�I%RN , I%N (insieme finito), e (mj )j�I�2N , tale che
D k W(xj )40 per ogni kEmj , D mj W(xj ) è definita positiva o negativa. Inol-
tre, )rD0 tale che D 2 W(x) è semidefinita positiva o negativa (rispettiva-
mente) per ogni x�Br (xj ) ( j�I).

In [CN] si dimostra il seguente risultato:
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TEOREMA 4.1. – Assumiamo (h1-2) con I%N finito, allora per eD0 suffi-
cientemente piccolo, esiste ue�C 2 (RN ) una soluzione positiva di (Pe ) tale
che, per eK0,

ue (x)C!
j�I

vjg x2xj

e
h , x�RN ,

dove vj�C 2 (RN ) è l’unica soluzione positiva radiale (centrata in 0) del
problema

.
/
´

2Du1W(xj )u4NuNp21 u ,

lim
NxNKQ

u(x)40 .

x�RN ,

Il Teorema 4.1 viene dimostrato mediante uno shadowing lemma per equazio-
ni alle derivate parziali introdotto da S. Angenent [An] e mediante una accura-
ta analisi delle proprietà spettrali dell’operatore

Ae , jf2 e 2 D1W(x)2pNue , j Np21

dove ue , j è una soluzione di (Pe ) che si concentra nel punto xj per eK0. È pos-
sibile inoltre estendere il Teorema 4.1 al caso di potenziali con una infinità nu-
merabile di punti critici degeneri. In questa situazione sono necessarie delle
ipotesi aggiuntive di uniformità sui punti critici. Precisamente si assume

(h3) sup
j�I

mjE1Q , sup
j�I

W(xj )E1Q e )c0 , c1D0 tale che c0 NjNmjG

ND mj W(xj )[j , R , j]NGc1 NjNmj e ND mj11 W(x)[j , R , j]NGc1 NjNmj11 per
ogni Nx2xj NG r, j�I e j�RN .

In [CN] viene dimostrato il seguente teorema:

TEOREMA 4.2. – Siano soddisfatte (h1-2-3) con I%N numerabile, allora per
eD0 sufficientemente piccolo esiste ue�C 2 (RN ), una soluzione positiva di
(3.2), tale che per eK0,

ue (x)C !
j�I

vjg x2xj

e
h , x�RN(4.1)

dove vj�C 2 (RN ) è l’unica soluzione positiva radiale (centrata in 0) del
problema

.
/
´

2Du1W(xj ) u4NuNp21 u ,

lim
NxNKQ

u(x)40 .

x�RN

L’ipotesi (h3) è necessaria per ottenere delle stime uniformi rispetto a e sulla
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famiglia di operatori Ae , j con j�I . Ovviamente, (h3) è sempre soddisfatta per
potenziali periodici in cui l’insieme dei punti critici (xj )j�I è finito a meno di ZN-
traslazioni. Inoltre basandosi la dimostrazione del Teorema 4.2 su un argo-
mento di punto fisso in spazi di Banach, la soluzione trovata è unica nella clas-
se delle soluzioni che hanno il comportamento asintotico prescritto da (4.1).
L’unicità consente di dimostrare che tra la classe delle soluzioni ottenute nel
Teorema 4.2 ci sono infinite soluzioni distinte con una molteplicità (a meno di
traslazioni) di punti di concentrazione, supposto che il potenziale sia periodico.

Precisamente si dimostra il seguente teorema.

TEOREMA 4.3. – Supponiamo W periodico e assumiamo (h1-2), allora per e
sufficientemente piccolo esistono infinite soluzioni periodiche di (3.2) con-
centrate per eK0 vicino a reticoli periodici di massimi o minimi di W .

5. – Risultati di molteplicità senza ipotesi di differenziabilità sul poten-
ziale.

In questa sezione consideriamo il caso in cui il potenziale sia una funzione
continua, non necessariamente differenziabile. Si presentano dei risultati di
molteplicità di soluzioni di (Pe ) per eK0 ottenuti in collaborazione con M. Laz-
zo [CL, CL1]. In questo caso l’idea è di collegare la molteplicità delle soluzioni
del problema (Pe ) alla ricchezza (intesa in senso opportuno) dell’insieme dei
minimi assoluti del potenziale V . Si applicheranno degli argomenti variazionali
che coinvolgono la categoria di Ljusternik–Schnirelman e che sono collegati a
precedenti lavori di Coron [Co], Benci e Cerami [BC], Passaseo [BCP].

A tal fine richiamiamo alcune definizioni e un risultato astratto in teoria dei
punti critici.

DEFINIZIONE 5.1. – Siano Y un sottoinsieme chiuso di uno spazio topolo-
gico X . Definiamo categoria di Ljusternik-Schnirelman di Y in X e la deno-
tiamo cat

X
(Y) il minore numero di insiemi chiusi e contrattili in X che rico-

prono Y .

DEFINIZIONE 5.2. – Sia M una C 1, 1 varietà Riemanniana completa (mo-
dellata su uno spazio di Hilbert) e sia h�C 1 (M, R). Diremo che h soddisfa la
condizione di Palais-Smale in ha

b4]u� M : aGh(u)Gb( a livello c� (a , b),
se per ogni successione un in ha

b tale che

i) h(un )Kc , per nK1Q ,

ii) h 8 (un )K0, per nK1Q;

risulta che un ammette una estratta convergente a u�ha
b .
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TEOREMA 5.3. – Sia M una C 1, 1 varietà Riemanniana completa (modella-
ta su uno spazio di Hilbert) e assumiamo che h�C 1 (M, R) sia limitato dal
basso. Siano 2QE inf

M
hEaEbE1Q e a non sia valore critico per h . Sup-

poniamo che h soddisfi la condizione di Palais-Smale su un sottolivello h b4
]u� M : h(u)Gb(. Allora

J]u�h a : ˜h(u)40(F cat
h a

(h a )

dove h a
f ]u� M : h(u)Ga(.

LEMMA 5.4. – Siano H , V1 e V2 insiemi chiusi con V2%V1 ; siano
b : HKV1 , c : V2KH due mappe continue tali che b i c è omotopicamen-
te equivalente all’immersione j : V2KV1 . Allora cat

H
(H)F cat

V1
(V2 ).

La dimostrazione del lemma precedente segue da una semplice applicazio-
ne della definizione di categoria e dalla definizione di equivalenza omotopica
tra mappe.

Come nella sezione 3, si ponga V(x)4l1W(x) e consideriamo il problema

.
/
´

2e 2 Du1W(x) u4NuNp21 u ,

lim
NxNKQ

u(x)40 ,

x�RN

(Pe)

con 1EpE2*21. Supponiamo che il potenziale sia continuo su RN e soddisfi
l’ipotesi

lim inf
NxNKQ

W(x)D inf
x�RN

W(x)D0 .(5.1)

Come accennato nella sezione 2, P. Rabinowitz [R] ha dimostrato che per un
potenziale continuo che verifica (5.1) esiste una soluzione di Passo Montano
per e sufficientemente piccolo. Successivamente X. Wang [W] ha provato che
questa soluzione si concentra in un punto di minimo assoluto del potenziale. Al
fine di presentare il risultato di molteplicità contenuto in [CL], introduciamo
delle notazioni.

Definiamo

W0f inf
x�RN

W(x) ,

M4]x�RN : W(x)4W0( ,

Md4]x�RN : d(x , M)Gd( .

In [CL] abbiamo provato il seguente risultato:
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TEOREMA 5.5. – Supponiamo che W sia continuo in RN e soddisfi l’ipotesi
(5.1). Allora per ogni dD0 esiste e dD0 tale che (Pe ) ha almeno cat

Md

(M) solu-
zioni positive, per ogni eEe d .

Il Teorema 5.5 viene dimostrato con un approccio variazionale. Si considera lo
spazio di Hilbert

H 4{u�H 1 (RN ) : s
RN

W(x)NuN2E1Q} ,

munito del prodotto scalare (u , v)4s
RN

(˜u Q˜v1W(x) uv) dx . Si denota con

V QV la norma associata al prodotto scalare. Si introduce la varietà

S4{u� H : s
RN

NuNp1141}
e il funzionale

Je (u)4s
RN

(e 2 N˜uN21W(x)NuN2 ) dx , u�S .

Se u è punto critico di Je su S e uD0, allora (Je (u) )1/(p21) u è soluzione debole
di (Pe ).

Richiamiamo adesso che l’equazione limite

2e 2 Du1mu4NuNp21 u , x�RN ,(PQ)

con e , mD0 ha un’unica soluzione positiva vA(e ; m)�H 1 (RN )OC 2 (RN ), radial-
mente simmetrica rispetto all’origine e che decade esponenzialmente a zero. Il
minimo

m(e ; m) »4 inf
u�H 1 (R)0]0(

e 2s
RN

N˜uN21ms
RN

NuN2

g s
RN

NuNp11h2/(p11)
(5.2)

è raggiunto su una funzione

v(e ; m)4
vA (e ; m)

VvA (e ; m)VL p11 (RN )

.

È facile provare che la mappa m(e ; Q) è strettamente crescente. Per conve-
nienza si ponga v4v (1 ; W0 ). In vista di applicare il Teorema 5.3, l’idea è di
introdurre due mappe.

Fissato dD0, sia h una funzione descrescente definita su [0 , 1Q), tale
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che h(t)41 se 0G tGd/2 , h(t)40 se tFd , 0GhG1 e Nh 8 (t)NGc per qual-
che cD0. Per ogni y�M , definiamo

c e , y (x)4h(Nx2yN) e2N/(p11) vg x2y

e
h

e poniamo

W e , y (x)4
c e , y

Nc e , y Np11

.

A questo punto introduciamo la mappa F e : MKH 1 (RN ) definita ponendo
F e (y)4W e , y .

Per costruzione si ha che F e (y) ha supporto compatto per ogni y�M e
quindi F e (y) è in H e in S .

Si può dimostrare che risulta

lim
eK0

e N g 12p

p11
h Je (F e (y) )4m(1 ; W0 ) ,

uniformemente in y�M .
Si introduce poi una seconda mappa baricentro nel seguente modo. Sia

rD0 tale che Md%Br4]x�RN : NxNGr(. Sia x : RNKRN tale che

x(x)4
.
/
´

x

r
x

NxN

se NxNGr ,

se NxNFr .

Si definisce b : SKRN ponendo

b(u)4s
RN

x(x)Nu(x)Np11 dx .

Rimarchiamo che

b(F e (y) )4y1s
RN

(x(ex1y)2y)Nv(x)Np114y1o(1) ,

per eK0, uniformemente per y�M . Consideriamo adesso h(e) una funzione
positiva che tende a zero per eK0 e poniamo

S e4]u�S : Je (u)Gm(e ; W0 )1e N g p21

p11
h h(e)( .

Si dimostra che

lim
eK0

sup
u�S e

inf
y�Md

[b(u)2b(W e , y ) ]40 .
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Segue che la mappa b i F e è omotopica all’immersione j : MKMd in Md , per e
sufficientemente piccolo. Utilizzando il Lemma astratto 5.4, si riesce a collega-
re la topologia di un sottolivello del funzionale con la topologia di M . Dal mo-
mento che il funzionale dell’energia Je soddisfa la condizione di Palais-Smale
nel sottolivello S e si può applicare il Teorema 5.3 e ottenere la tesi del Teore-
ma 5.5.

Si osservi che gli argomenti variazionali utilizzati nel Teorema 5.5 non ri-
chiedono che la soluzione di energia minima del problema limite sia unica. L’u-
nicità della soluzione di tale problema è invece un ingrediente fondamentale
quando si vogliono applicare teoremi di inversione utilizzati ad esempio in
[ABC1, L, G]. Questo fatto consente di estendere il Teorema 5.5 a classi di
equazioni di Schrödinger nonlineare in cui non vi è l’unicità della soluzione di
energia minima del problema limite.

Consideriamo l’equazione più generale del tipo

2e 2 Du1V(x) u4 f (x , u)(Ge)

dove f : RN3RKR

f (x , u)4K(x)NuNp21 u1Q(x)NuNq21 u ,

1EqEpE2*21, V , K , Q sono funzioni potenziali in competizione, V , K sono
funzioni positive limitate, Q può cambiare segno.

Risultati di esistenza di soluzioni positive di (Ge ) per eK0 sono stati otte-
nuti da T. Bartsch e Z. Q. Wang [BW] nel caso in cui V , K , Q sono invarianti
sotto l’azione di un sottogruppo di O(N). Senza ipotesi di simmetria sui coeffi-
cienti, per ottenere l’esistenza in [BW] è necessario che il potenziale sia illimi-
tato (sebbene non necessariamente coercivo). Senza ipotesi di illimitatezza sul
potenziale V , è noto un risultato dovuto a X. Wang e B. Zeng in cui si prova l’e-
sistenza di una soluzione di energia minima in corrispondenza di piccoli valori
di e .

In [CL1] questo risultato è esteso e si dimostra la molteplicità di soluzioni
di (Ge ) per e piccolo utilizzando la teoria della categoria di Ljusternik–Schni-
relman. Il numero di soluzioni viene collegato con la topologia dell’insieme dei
minimi globali di una opportuna funzione ausiliaria, cosiddetta di energia mini-
ma, G4G(j), definita come l’energia minima associata all’equazione a coeffi-
cienti costanti

2Du(x)1V(j)u(x)4 f (j , u) , x�RN(Ej)

(notiamo che qui j�RN agisce come un parametro invece che come una varia-
bile indipendente).

Si noti che l’unicità della soluzione di energia minima per il problema
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(Ej ) è nota solo nel caso in cui Q(j)G0 su RN oppure N41 oppure
1EqEpEN/(N22) e ND2.

Adesso poniamo

c04 inf
j�RN

G(j) , M4]j�RN : G(j)4c0( .

Nel caso Qf0, l’insieme dei minimi assoluti di G è, in qualche senso, una
zona intermediaria tra i minimi di V e i massimi di K . È semplice provare che
in questo caso i punti critici di G possono essere trovati come punti critici della
funzione

g(x) »4
V (2p121N2Np) /(2p22) (x)

K 2/(p21) (x)
.

Nel caso Qc0 non può essere data una descrizione esplicita dei minimi di G ,
in termini delle funzioni V , K , Q .

Per ogni dD0, denotiamo Md4]x�RN : d(x , M)Gd(. Inoltre sia cQ l’e-
nergia minima associata a

2Du(x)1VQ u(x)4KQNu(x)Np21 u(x)1QQNu(x)Nq21 u(x) , x�RN ,

dove

VQ4 lim inf
NsNKQ

V(s) , KQ4 lim sup
NsNKQ

K(s) , QQ4 lim sup
NsNKQ

Q(s)

(if VQ41Q , let cQ41Q).
In [CL1] si dimostra il seguente risultato:

TEOREMA 5.6. – Assumiamo che V , K , Q siano funzioni continue in RN

che soddisfano le seguenti ipotesi

(H1 ) V0f inf
x�RN

V(x)D0, K , Q�L Q (RN ), K(x)D0 per ogni x�RN ;

(H2 ) c0EcQ .

Allora per ogni dD0 esiste e dD0 tale che (Pe ) ha almeno cat
Md

(M) soluzio-
ni, per ogni eEe d .

Elenchiamo adesso alcune condizioni sufficienti per garantire (H2 ), in ter-
mini di V , K e Q .

1. VQ4 sup
x�RN

V(x), KQ4 inf
x�RN

K(x), QQ4 inf
x�RN

Q(x).

2. Esiste x0�RN tale che

VQFV(x0 ) , KQGK(x0 ) , QQGQ(x0 ) ,

con una delle disuguaglianze strette.
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3. Esiste x0�RN tale che

VQ
(2p121N2Np) /(2p22)

KQ
2/(p21)

F
V (2p121N2Np) /(2p22) (x0 )

K 2/(p21) (x0 )
,

QQ

VQ
(p2q) /(p21) KQ

(q21) /(p21)
G

Q(x0 )

V (p2q) /(p21) (x0 ) K (q21) /(p21) (x0 )

con una delle disuguaglianze strette.
Se V , K , Q non sono costanti, allora ciascuna delle condizioni 1-3 garanti-

sce cQDc0 . Nel caso KQ40 e QQE0 abbiamo cQ41Q , da cui (H2 )
segue.

6. – Un modello in Ottica Nonlineare.

Le equazioni di Schrödinger nonlineari agli stati stazionari sono fonda-
mentali equazioni anche in Ottica Nonlineare che si deducono nella descrizione
matematica della propagazione di onde elettromagnetiche guidate in mezzi
con un responso nonlineare. Queste equazioni possono essere direttamente de-
rivate dalle equazioni di Maxwell assumendo una relazione nonlineare tra la
polarizzazione elettrica del materiale e il campo elettrico. Descriviamo breve-
mente il modello. Consideriamo un dielettrico stratificato di composizione
omogenea, perpendicolare all’asse x in cui l’indice di rifrazione degli strati
esterni dipenda dall’intensità del campo elettromagnetico incidente. Suppo-
niamo che il mezzo non sia carico elettricamente (r40) e non sia magnetico
(HfB). I campi E , D , H , B sono funzioni di (x , y , z , t)�R4 . Le equazioni di
Maxwell diventano

rot E42
1

c

¯B

¯t
, div D40 ,

rot B4
1

c

¯D

¯t
, div B40 .

La costante c denota la velocità della luce nel vuoto. Per una descrizione detta-
gliata del fenomeno si rimanda a [S]. Viene fatto lo speciale ansatz di cercare
soluzioni dell’equazione di Maxwell corrispondenti a un campo elettrico mono-
cromatico di frequenza vD0, che si propaga nella direzione z e trasverso alla
direzione di polarizzazione. Un campo di questo tipo è dato da

E(x , z , t)4u(x) cos (bz2vt) e2(6.1)

dove vD0 è la frequenza, 2p

b
D0 è la lunghezza d’onda (bD0) e u : RKR ,

e24 (0 , 1 , 0 ).
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Dall’Ottica è noto che la relazione tra campo elettrico E e il campo sposta-
mento D è determinata dalla polarizzazione del mezzo P che è una proprietà
caratteristica del mezzo sotto l’azione del campo elettrico E. Si ha precisamente

D4E14pP .(6.2)

Come al solito, si suppone che la polarizzazione sia data da

P (x , y , z , t)4X(x , y , z , s) E(x , y , z , t)

dove X è una funzione scalare, detta suscettibilità dielettrica, che dipende dal

punto (x , y , z) e dall’intensità media del campo elettrico gs4 1

2
u 2 (x)h. Que-

sto tipo di ipotesi è usuale quando si assume che E ha una alta frequenza
ottica.

In questa discussione supponiamo che X dipenda solo da x e s; pertanto da
(6.2) segue

D (x , z , t)4 (114pX(x , s) ) E(x , z , t) .

La quantità n 2 (x , s)4114pX(x , s) è detta funzione dielettrica e n(x , s) rap-
presenta l’indice di rifrazione.

Tenendo conto che rot ( rot E)4grad ( div E)2˜2 E , dalle equazioni di
Maxwell si deriva

grad ( div E)2˜2 E42
1

c 2
n 2gx ,

1

2
u 2 (x)h ¯ 2 E

¯t 2
.

Poiché grad ( div E)40, dalla (6.1) si ricava che u(x) deve soddisfare l’equazio-
ne di Schrödinger nonlineare

2u
..

(x)1b 2 u(x)4
v 2

c 2
n 2gx ,

1

2
u 2 (x)h u(x) , x�R .

Il campo magnetico corrispondente ad E è dato da

B4H4
c

v
]2bu(x) cos (bz2vt) e11u

.
(x) sin (bz2vt) e3( .

Le condizioni di guida richiedono che i campi E , D , H , B decadano a 0 per
NxNK1Q e matematicamente tale condizione significa

lim
NxNKQ

u(x)40 , lim
NxNKQ

u
.
(x)40 .
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Inoltre l’effetto guida d’onda richiede fisicamente che in ciascun piano y4cost
la densità di energia elettromagnetica totale associata ai campi E , D , H , B ,
ossia

W(x , y , z , t)4
1

2
mn 2gx ,

1

2
u 2 (x)h NEN21NHN2n ,

per unità di lunghezza in z , sia finita. Questo corrisponde a richiedere che in
ciascun piano y�R si abbia

s
2Q

1Q

s
a

a11

W(x , y , z , t) dz dxE1Q ,

o equivalentemente

u , u
.
�L 2 (R) .(6.3)

Fisicamente (6.3) garantisce che l’intensità del raggio I4 c 2 b

2v
s

2Q

1Q

u(x)2 dx sia
finita.

La possibilità per questo modello di supportare onde guidate dipende da
come varia l’indice di rifrazione nel mezzo. Il problema di comprendere come
gli effetti nonlineari possono favorire fenomeni di onde guidate è stato oggetto
di vivo interesse da parte dei fisici matematici. Dalla legge di Snell è noto che
in assenza di effetti nonlineari onde guidate possono esistere se l’indice di ri-
frazione del mezzo è più grande rispetto agli strati esterni.

Speciali classi di equazioni sono state studiate in corrispondenza di fissate
frequenze. L’approccio è in genere numerico e si ricerca la esplicita soluzione
per speciali funzione dielettriche. Qui richiamiamo un interessante lavoro di N.
N. Akhmediev [A] in cui la propagazione ondosa è studiata in un mezzo simme-
trico costituito da tre strati di composizione omogenea, cioè X dipende da
(x , y , z) solo attraverso s . In questo modello lo strato interno del mezzo è li-
neare mentre gli strati esterni sono nonlineari, self-focusing, ossia l’indice di
rifrazione del mezzo n(x , s) cresce con l’intensità del campo. Viene considera-
ta la seguente funzione dielettrica

n 2 (x , s)4
.
/
´

q 21b 2

q 21s

if NxNEd ,

if NxNDd ,

dove q , b�R e 2dD0 denota lo spessore dello strato interno. L’equazione a
cui Akhmediev pervenne è la seguente

2u 91 (l2c 2 x [2d , d] )u4 (12x [2d , d] ) u 3 , x�R ,
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dove l4b 22q 2 e x(x) è la funzione caratteristica dello strato interno [2d , d].
L’equazione si può integrare direttamente ed è possibile mostrare che da una
famiglia di soluzioni simmetriche biforca da certo punto l4l 0 , un ramo di so-
luzioni asimmetriche. Negli anni 90, alcuni matematici hanno cercato di appli-
care metodi variazionali e topologici per studiare i modelli nonlineari che ven-
gono fuori con scelte differenti di funzioni dielettriche. Citiamo in particolare i
contributi dovuti a Stuart [S, S1, S2], John [JS], Ruppen [Ru], Ambrosetti, Ar-
coya, J. L. Gámez [AAG]. Più recentemente in collaborazione con D. Arcoya e
J. L. Gámez abbiamo analizzato il modello di propagazione di onde guidate in
un dielettrico stratificato di composizione non omogenea. Questo conduce a
studiare l’equazione di Schrödinger nonlineare

.
/
´

2u
..

(x)1 (l2c 2 h(x) ) u(x)4 (12x(x) )Nu(x)Np22 u(x) , x�R ,

uD0 lim
NxNKQ

u(x)40 .
(Pl)

dove lD0, pD2, x(x) è la funzione caratteristica dell’intervallo [2d , d]. Qui
h : RKR è una funzione pari che gioca il ruolo della funzione caratteristica
del modello di Akhmediev. Precisamente si assume che valga la seguente
ipotesi:

(h) h è una funzione pari, limitata, hF0, hg0, supp h% [2d , d],
dD0.

In [ACG] abbiamo ottenuto il seguente risultato:

TEOREMA 6.1. – Si assuma che h soddisfi (h). Se lDc 2
VhVQ , allora il pro-

blema (Pl ) ha, almeno, una soluzione positiva asimmetrica.

Più in generale, l’esistenza di soluzioni positive asimmetriche di (Pl ) è di-
mostrata per dimensione NF2 per il corrispondente problema simmetrico el-
littico semilineare su RN , in un lavoro in collaborazione con J. L. Gámez [CG].
Per N42, tale problema fornisce un modello matematico per la propagazione
di onde guidate cilindriche.

Il problema ellittico semilineare in dimensione NF2 è dato da:

.
/
´

2Du(x)1 (l2c 2 h(x) ) u(x)4 (12x(x) ) f (u(x) ) , x�RN ,

uD0 lim
NxNKQ

u(x)40 .
(Hl)

dove lD0, NF2 e h : RNKR è una funzione radialmente simmetrica, limita-
ta con supporto contenuto nella palla Bd »4]x�RN : NxNGd(. Viceversa x de-
nota la funzione caratteristica della palla Bd .
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Si suppone inoltre che la funzione f�C 1 ( (0 , Q), R) soddisfi le seguenti
ipotesi:

( f1 ) f (t) t 21K0 per tK0, f (t) t 2(2*21)K0 per tK1Q , dove 2*4
2N/(N22) se NF3 e 2* è ogni numero più grande di 2, se N42;

( f2 ) esiste pD1 tale che 0Epf (t)G f 8 (t) t per ogni tD0.

In [CG] viene provato il seguente teorema:

TEOREMA 6.2. – Assumiamo ( f1 ) e ( f2 ). Supponiamo inoltre

(h) h�L Q (RN ) è radialmente simmetrica tale che hF0, supph %Bd ,
ess inf

Bd
hf hD0.

Se lDc 2
VhVQ , allora il problema (Hl ) ha, almeno, una soluzione

asimmetrica.

In [ACG] e [CG] viene dimostrata l’esistenza di una soluzione asimmetrica
nonostante i problemi siano per loro natura simmetrici. Nella letterata mate-
matica questo è una aspetto comune a diversi lavori concernenti l’esistenza di
soluzioni di energia minima asimmetriche per problemi simmetrici. Citiamo un
famoso lavoro di H. Brezis e L. Nirenberg [BN] in cui si prova l’esistenza di so-
luzioni asimmetriche per un problema ellittico simmetrico su un anello. Citia-
mo ulteriormente gli interessanti risultati contenuti in [Li, CZE, E].

Diamo brevemente un’idea delle dimostrazione del Teorema 6.1. Gli argo-
menti utilizzati sono variazionali e le soluzioni del problema (Pl ) sono cercate
come punti critici del funzionale I : H 1 (R)KR , definito ponendo

I(u)4
1

2
s

R

(Nu
.
N21q(x)NuN2 ) dx2s

R

(12x)NuNp dx ,

dove q(x) »4l2c 2 h(x) per ogni x�R . Se lDc 2
VhVQ , allora VuV2 »4s

R

(N˜uN21

q(x)NuN2 ) dx , è una norma equivalente a quella canonica di H 1 (R).
Si dimostra che il funzionale I soddisfa una condizione di compattezza, la

condizione di Palais-Smale in un opportuno sottolivello al di sotto del livello di
energia minima corrispondente al problema all’infinito

.
/
´

2u
..

(x)1lu(x)4NuNp22 u , x�R ,

uD0 , lim
NxNKQ

u(x)40 .
(PQ)

Come già detto nelle sezioni precedenti, è noto che il problema all’infinito
(PQ ) ha un’unica soluzione z0 (x) radialmente simmetrica centrata nell’origine.
Essendo (PQ ) invariante per traslazioni, per ogni u�R , z0 (x1u) è ancora so-
luzione di (PQ ).
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Sia adesso m(l)fm(1 , l) il livello di energia minima associato al proble-
ma all’infinito come definito nella sezione precedente in (5.2). Precisamente si
dimostra che I soddisfa la condizione di Palais-Smale nel sottolivello

S»4mu�H 1 (R) : J(u)E
p22

2p
m(l)p/(p22)n .

A questo punto si dimostra che il funzionale I ha la geometria del Passo Mon-
tano. Innanzitutto 0 è un punto di minimo locale per I a livello 0 . Inoltre per
ogni u�R , con NuN sufficientemente grande esiste tuD0 tale che J(tu zu )E0.

Allora possiamo definire per ogni u�R con NuN sufficientemente grande,
l’insieme

G u4]g�C([0 , 1 ], H 1 (R) ) : g(0)40, g(1)4 tu zu(

e il livello

cu »4 inf
g�G u

sup
t� [0 , 1 ]

I(g(t) ) .

Si può dimostrare che cuE
p22

2p
m(l) e quindi esiste una soluzione di Passo

Montano con energia minore di p22

2p
m(l)p/(p22) .

È interessante notare che questa soluzione di Passo Montano non eredita
la simmetria del problema. Si può infatti dimostare che ogni eventuale soluzio-

ne simmetrica ha energia maggiore di p22

2p
m(l)p/(p22) .

Sia v una soluzione pari del problema (Pl ) allora è facile vedere che per
ogni x� [2d , d] risulta

2v
..
(x)1 (l2c 2 h(x) ) v (x)G0 .

Quindi se lDc 2
VhVQ , v (x) è convessa in (2d , d) e

max ]v (x) : x� [2d , d](4v (2d)4v (d)

con v
.
(d)D0, per il lemma di Hopf. Allora v raggiunge il suo punto di massimo

in un certo x0�R0[2d , d]. Poichè supp h% [2d , d] si ha

2v
..
(x)1lv (x)4v (x)p21 , NxNDd ,

con v
.
(6x0 )40, e quindi v (x)4z(NxN2x0 ), con NxNFx0 . Essendo z0 soluzione di

2 z
..

01lz04z0
p21 ,



SILVIA CINGOLANI340

si ricava

I(v)4
p22

2p
s

R

[Nv
.
N21 (l2c 2 h) v 2 ] dxF

p22

2p
s

R0[2x0 , x0 ]

Nv
.
N21lv 24

p22

2p
s

R

Nz
.

0N21lz0
2 dx4

p22

2p
m(l)p/(p22) .

Segue dunque che la soluzione di Passo Montano non è pari.
Consideriamo adesso il problema (Hl ). Come prima, soluzioni deboli di

(Hl ) corrispondono a punti critici del funzionale dell’energia J : H 1 (RN )KR ,
definito ponendo

J(u)4
1

2
s

RN

(N˜uN21q(x)NuN2 ) dx2s
RN

(12x) F(u) dx ,

dove F(s)4s
0

s

f (t) dt .

In dimensione NF2 si possono rifare argomenti analoghi al caso N41,
per provare l’esistenza di una soluzione di Passo di Montagna per il problema
(Hl ). Tuttavia vorrei sottolineare che gli argomenti utilizzati in dimensione
N41 per dimostrare le proprietà di non simmetrica della soluzione trovata
falliscono in dimensione più alta. In [CG] si ricorrerà all’analisi della funzione
energia minima associata a un ausiliario problema di Neumann in un dominio
esterno a una palla BR , come funzione del suo raggio R .

L’idea è di confrontare l’energia minima delle soluzioni simmetriche del
problema (Hl ) con il livello di energia dei ground states positivi di un opportu-
no problema di Neumann nel dominio esterno di una palla.

Diamo solo un’accenno della dimostrazione. Sia v una soluzione simmetrica
di (Hl ). Allora per lDc 2

VhVQ si ha

Dv (x)4 (l2c 2 h(x) ) v (x)F (l2c 2
VhVQ ) v (x)D0 , per NxNGd

e quindi per il lemma di Hopf ¯v

¯n
(x)D0, NxN4d , dove n è la normale esterna

alla palla di raggio d . Segue che v raggiunge il suo massimo globale in un pun-
to x0 tale che Nx0 NDd . Essendo v radialmente simmetrica, v soddisfa il proble-
ma di Neumann:

.
/
´

2Du(x)1lu(x)4 f (u(x) ) , NxNDNx0 N ,

¯u

¯n
40 , NxN4Nx0 N .

(N)

Al fine di confrontare l’energia minima del problema di Neumann (N) con il li-
vello J(v), è cruciale l’analisi della funzione energia minima JR del generico
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problema di Neumann nel dominio esterno di una palla di raggio R:

.
/
´

2Du(x)1lu(x)4 f (u(x) ) , NxNDR ,

¯u

¯n
40 , NxN4R

(PR)

come funzione del suo raggio.
Precisamente si dimostra che JR è localmente crescente, cioè JR 8EJR per

0ER 8ER , con R 8 vicino R . Essendo allora JR una funzione continua si ha
che JR è strettamente crescente.

Sia adesso E(l) l’energia minima associata al problema limite in RN

.
/
´

2Du1lu4 f (u(x) ) , x�RN ,

uD0 , lim
NxNKQ

u(x)40 .

Si dimostra che

lim
RK0

JR4E(l) ,

e quindi per NuN sufficientemente grande si ha

cuEE(l)fJ0GJNx0 NGJ(v) .

Segue che anche nel caso NF2, la soluzione di Passo Montano è asimmetrica.
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