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Un problema agli autovalori per un sistema
di equazioni quasilineari ellittiche.

DANIELA VISETTI

In questa tesi si considera il seguente sistema di equazioni non lineari:
(P,) —Au+V(x)u+e(—Ad,u+ W' (u) =uu

dove u & una funzione da 2 ¢ R" in R"*! con n = 3, & & un parametro positivo e p e
N con p > n. Il problema (P,) & studiato sia nel caso in cui £ sia un dominio liscio
e limitato, sia nel caso in cui 2 sia tutto R". In R" viene studiato anche il caso
simmetrico.

La funzione V e reale, V: QcR"—R, e W' rappresenta il gradiente della
funzione W: R*"*'\{£,} =R, dove &, & un punto di R""' diverso dall’origine.

I motivo della scelta del presente problema agli autovalori (P,) merita alcune
spiegazioni. Si consideri I'equazione di Schrédinger non lineare

1) zi—f = —Ay + V(x) v + eN(y)

dove 1 : 2 Xx R—C ed N(v) & un operatore differenziale non lineare. Le soluzio-
ni stazionarie dell’equazione (1)
Y, t) =u(x) e ™,

con % : 2—R, sono in corrispondenza con le soluzioni del seguente problema
non lineare agli autovalori

2) —Au+ V(x) u + eN(u) = uu
a condizione che si abbia

3) Nu(x)e ) = e~ N(u(x)) .
E possibile estendere P'operatore non lineare

“) Nw)=—-4,u+W'(u)

alle funzioni complesse in modo da verificare (3).

La scelta dell’'operatore (4) € motivata da una congettura proposta da Derrick
in un articolo del 1964 ([1]). Derrick cercava un modello per rappresentare parti-
celle elementari nello spazio (in R", con n > 1) e per questo motivo considero una
generalizzazione dell’equazione di sine-Gordon in una dimensione. Pili precisa-
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mente considero 'equazione

1 &g
_2 atZ

g+ P @ =0,

dove f' & il gradiente di una funzione f C' reale e non negativa e la funzione ¢ ha
dominio R" con n > 2. Con un semplice argomento di riscalamento dimostro che
questa equazione non possiede soluzioni statiche non banali. Presento inoltre al-
cune congetture per risolvere questo problema: una delle proposte fu di conside-
rare potenze piu alte delle derivate nella Lagrangiana. Tale congettura é stata
studiata da Benci, Fortunato e Pisani in un articolo del 1998 ([2]): dimostrarono
che il sistema di equazioni

5) —Adp—Asp+W'(p) =0,

dove ¢ : R®*—>R*e W: R*{£,} — R & una funzione singolare, ammette una solu-
zione non banale con I’energia concentrata intorno all’origine e con un comporta-
mento particellare. Le funzioni dello spazio delle configurazioni (e conseguente-
mente le soluzioni del problema) sono caratterizzate da un invariante topologico,
detto carica topologica, che assume valori interi: anche da questo punto di vista
¢’é un’analogia con il caso dell’equazione di sine-Gordon. Si pud dunque dire che
lesistenza di queste soluzioni concentrate & garantita da vincoli topologici.

Aok sk ko sk

Questa tesi da un risultato di esistenza e molteplicita di soluzioni per il proble-
ma (P,). L’idea e considerare il problema (P,) come una perturbazione del proble-
ma lineare (P,). In termini dei funzionali energia associati, si passa dal funzionale
non simmetrico J, al funzionale simmetrico J,. Perturbazioni non simmetriche di
un problema simmetrico, che preservano valori critici, sono state studiate da mol-
ti autori (per brevitd si omette qui la bibliografia su questo argomento).

I1 risultato d’esistenza e quindi un risultato di preservazione per il funzionale

J. di certi valori critici del funzionale J,, vincolato sulla sfera unitaria di
L2(.Q, Rn+ 1)'
Poiché la carica topologica divide il dominio A del funzionale energia J, in compo-
nenti connesse /1, con g € Z, le soluzioni si trovano in ogni componente connessa
e in due modi diversi: come minimi e come punti critici di min-max del funzionale
energia vincolato sulla sfera unitaria di L2(2, R"*1). Il numero di soluzioni & fi-
nito, ma puo essere reso grande a piacere, purché il parametro ¢ sia sufficiente-
mente piccolo e il punto singolare £, sia sufficientemente lontano dall’origine di
Rn +1 .

Dato qe Z, per ogni &, = (&, 0) (con §;>0e 0 eR") e per ogni € > 0, esisto-
no uq(e) e uy(e) rispettivamente autovalore e autofunzione del problema (P,),
tali che la carica topologica di u,(e) sia q.

Inoltre, dato qe Z\{0} e dato ke N, consideriamo &, = (&q, 0) con &, suffi-
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cientemente grande e 0 € R". Siano A; gli autovalori del problema lineare (P,).
Allora per e abbastanza piccolo e per ogni j <k con A;_, <A;, esistono u;(e) e
u; (&) rispettivamente autovalore e autofunzione del problema (P,), tali che la
carica, topologica di u;(e) sia q.

L S

Questa tesi si divide in quattro parti.

La prima parte & dedicata ad argomenti classici e introduttivi, o noti in gene-
rale. Inizialmente vengono presentate sia le motivazioni fisiche che quelle mate-
matiche per studiare le onde solitarie: il problema concreto che diede origine allo
studio delle onde solitarie e dei solitoni, la congettura di Derrick e la relazione
con la Meccanica Quantistica e Bohmiana. Poi viene introdotta la carica topologi-
ca, dovuta a Benci, Fortunato e Pisani. Infine si richiamano argomenti di base
quali i teoremi di immersione di Sobolev, la teoria spettrale per i problemi lineari
e risultati classici nello studio dei punti critici.

Le parti seguenti contengono il lavoro originale. La parte seconda affronta il
problema (P,) su un dominio liscio e limitato Q2 di R", la parte terza su tutto R" ed
infine la parte quarta presenta il problema su R", ma in un contesto simmetrico.
Ognuna di queste parti comprende la definizione di opportuni spazi di funzioni, lo
studio delle proprieta di compattezza del funzionale e lo studio del problema li-
neare agli autovalori associato. Dopo questi preliminari si perviene direttamente
al primo risultato di esistenza, mentre per poter esibire il secondo risultato d’esi-
stenza & necessario costruire dei valori critici, con metodi di min-max, partendo
da alcune funzioni appositamente scelte.
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