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Metodi polinomiali per il calcolo di funzioni di matrici
non simmetriche e di grandi dimensioni.

PAOLO NOVATI

Data una matrice reale A di ordine N ed un vettore N-dimensionale v , nella
tesi vengono proposti alcuni metodi di tipo polinomiale per il calcolo di

y4 f (A) v ,(1)

in cui f è una funzione analitica in un certo dominio del campo complesso conte-
nente lo spettro di A , s (A). La matrice A viene generalmente assunta non sim-
metrica e di grandi dimensioni. Questo tipo di problema riveste una certa impor-
tanza in numerose applicazioni pratiche, in particolar modo nel campo dei proble-
mi differenziali.

Un metodo polinomiale per il calcolo di f (A) v è un metodo in cui le approssi-
mazioni sono del tipo

ym 4pm21 (A) vB f (A) v , mF1,(2)

dove pm21 è un polinomio di grado al più m21.
Generalizzando alcune idee introdotte per la risoluzione dei sistemi lineari con

i metodi di tipo Krylov, recentemente alcuni autori hanno proposto metodi per il
calclo di (1) basati sulla proiezione dell’operatore f (A) sugli spazi di Krylov gene-
rati da A e v ,

Km 4span ]v , Av , R , A m21 v(,

che vengono costruiti usando gli algoritmi di Arnoldi o di Lanczos (vedi [3], [4]).
Queste tecniche sono di tipo polinomiale, e, dal punto di vista della velocità di con-
vergenza in relazione al numero di passi m , risultano essere piuttosto valide. Tut-
tavia, l’uso di questi metodi presenta gli svantaggi tipici delle tecniche di tipo
proiettivo, dovuti essenzialmente alla costruzione degli spazi di Krylov. In parti-
colare, utilizzando l’algoritmo di Arnoldi sussiste il non trascurabile problema
della crescita del costo computazionale ad ogni passo. Usando invece l’algoritmo
di Laczos c’è la possibilità di fallimento totale del metodo e, in generale, ci sono
seri problemi di instabilità dovuti al fatto che l’algoritmo utilizza proiezioni di tipo
obliquo. Un altro svantaggio di questi metodi risiede nella dipendenza stretta dal
vettore v , nel senso che gli spazi di Krylov vengono costruiti usando v come vetto-
re di innesco, e questo può essere un problema quando è necessario calcolare
f (A) v con molti v diversi.

Seguendo un approccio diverso, nella tesi vengono studiati metodi polinomiali
basati sull’approssimazione di f attraverso speciali polinomi definiti su un certo
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compatto del piano complesso contenente s (A), e in cui f è analitica. Più in detta-
glio, dato un certo compatto V%C tale che s (A) ’V , vengono studiati metodi di
tipo (2) in cui i polinomi pm21 , mF1, approssimano in qualche modo f su V. In
questo modo, vengo estese alcune idee sulle quali si basano i metodi semi-iterativi
per la risoluzione dei sistemi lineari [2].

Per ottenere la convergenza di un metodo di questo tipo, ovvero

lim
mKQ

Vem V40, em pm21 (A) v2 f (A) v ,

non sempre è sufficiente che la sequenza di polinomi ]pm21 (mF1 sia tale
che

Vpm21 2 f VVK0 ,

dove V QVV è la norma uniforme. Una condizione sufficiente per la convergenza è
che la sequenza ]pm21 (mF1 si comporti asintoticamente come la sequenza di poli-
nomi di miglior approssimazione uniforme ]p *m21 (mF1 , ovvero,

lim
mKQ

Vpm21 2 f V

1/(m21)
V 4 lim

mKQ
Vp *m21 2 f V

1/(m21)
V .

Questa proprietà è nota come convergenza massimale a f su V. Inoltre, per mi-
gliorare il più possibile le prestazioni di un metodo di questo tipo, è importante
che V sia una buona approssimazione della convex hull di s (A). Come conseguen-
za, per ottenere metodi validi è necessario utilizzare sequenze ]pm21 (mF1 in gra-
do di convergere massimalmente su compatti V di varie geometrie.

Dal punto di vista numerico, l’interesse è rivolto alla realizzazione di metodi le
cui approssimazioni ym , mF0, siano computabili attraverso una formula ricorsiva
ad un numero finito di termini.

Tenendo conto di queste richieste, in questo alvoro vengono studiati tre meto-
di: il metodo basato sulle serie di Faber troncate (FSM), il metodo basato sulle
serie di Chebyshev troncate (CSM), e il metodo basato sull’interpolazione nei no-
di di Fejèr (FPM).

Nel metodo FSM, i polinomi pm21 , mF1, sono le serie di Faber troncate ri-
spetto ad V e alla funzione f

pm21 (z) »4 !
j40

m21

aj (V , f ) Fj (z),

dove Fj (z) è il j-esimo polinomio di Faber definito su V e aj (V , f ) è il j-esimo
coefficiente di Faber. Questa tecnica è già stata considerata nell’ambito della ri-
soluzione dei sistemi lineari [1], in cui f (z) 41/z , e risulta essere particolarmente
efficiente grazie alle proprietà dei polinomi di Faber che consentono di ottenere
convergenza massimale senza restrizioni sulla geometria di V. Dal punto di vista
numerico, poichè i polinomi di Faber soddisfano un relazione ricorsiva, questa ri-
corsione si riflette sul calcolo delle approssimazioni ym , mF0. Nel caso particola-
re in cui A sia simmetrica (anti-simmetrica), s (A) è contenuto in un intervallo
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reale (immaginario) [a , b], i cui polinomi di Faber associati si semplificano nei po-
linomi di Chebyshev opportunamente scalati e traslati. In particare, se Tj (z) è il j-
esimo polinomio di Chebyshev, su [a , b] si ha

Fj (z) 42g b2a

4
hj

Tjg 2z2 (a1b)

b2a
h, jD0.

Dunque, in questo caso il metodo FSM si semplifica nel CSM, in cui i polinomi
pm21 , mF1, sono le serie di Chebyshev troncate rispetto a tale intervallo e alla
funzione f. Lo stesso accade quando il bordo di V è un ellisse del piano
complesso.

Il metodo FPM è un metodo di tipo interpolatorio, in cui i polinomi pm21 , mF

1, interpolano f su un certo insieme di punti, i nodi di Fejèr, definiti sul compatto
V contenente s (A). Indicando con c la mappa conforme relativa a V , ovvero c
mappa C 0]w : NwNG1( in C 0V in modo conforme, i nodi di Fejèr sono definiti
come le immagini attraverso c delle radici dell’unità. I punti di Fejèr rivestono
una certa importanza nella teoria dell’approssimazione polinomiale complessa
poichè permettono di ottenere convergenza massimale per la corrispondente se-
quenza di interpolanti, senza restrizioni sulla geometria di V [5]. Numericamen-
te, la scelta di questi nodi permette di rappresentare gli interpolanti con la for-
mula di Newton, e, come conseguenza, permette di calcolare le approssimazioni
ym , mF0, con una formula ricorsiva a tre termini.

Riassumendo, le proprietà dei tre metodi che vengono studiati sono le
seguenti:

1. se s (A) ’V e f è analitica su V , i metodi convergono. Inoltre, in base alla
posizione delle singolarità di f al di fuori di V , i metodi possono convergere anche
se s (A) ’O V; la convergenza è superlineare se f è analitica su tutto il piano
complesso;

2. in tutti e tre i casi esiste una relazione ricorsiva per il calcolo di
ym 4pm21 (A) v ;

3. la definizione dei parametri di iterazione è indipendente da v;

4. non è necessario calcolare esplicitamente alcuna funzione di matrice
(questo ad esempio non vale per i medodi di tipo Krylov);

5. il costo ad ogni passo è costante ed è sostanzialmente quello di un appli-
cazione di A.

Il principale svantaggio di questi metodi risiede nel fatto che sono necessarie
alcune informazioni a priori sulla dislocazione nel piano complesso di s (A). Que-
ste informazioni permettono infatti di costruire il compatto V contenente s (A)
sul quale verrà costruito il metodo scelto. Quindi, per applicare un metodo di que-
sto tipo è indispensabile una prima fase in cui si utilizza un metodo di stima degli
autovalori. In letteratura, queste procedure composte sono generalmente note
come metodi ibridi.
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Oltre a quanto detto, nella tesi vengono studiati gli integratori esponenziali
basati sui tre metodi proposti, per la risoluzione di problemi ai valori iniziali, e
vengono presentati alcuni esempi numerici provenienti dalla semidiscretizzazione
con il metodo delle linee di un equazione di tipo parabolico. Inoltre, viene presa in
esame l’applicazione dei metodi al calcolo di A 21 v , kAv , ln (A) v , cos (A) v ,
exp (kA) v , cos (kA) v , cosh (kA) v , fornendo una serie di test nei quali questi
metodi vengono confrontati con i metodi di Krylov basati sugli algoritmi di Arnol-
di e Lanczos.
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