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Risolubilità e non-risolubilità di equazioni
alle derivate parziali negli spazi Gevrey.

PAOLA MARCOLONGO

Questa tesi affronta i problemi della risolubilità e della non-risolubilità in am-
bito Gevrey di alcune classi di equazioni alle derivate parziali.

La prima parte è dedicata ad equazioni alle derivate parziali semilineari aniso-
trope, con caratteristiche di arbitraria molteplicità, della forma seguente:

P(x , D) u1F(x , ¯a u)N!n21
j41 a j s j1a nEm 4 f (x).

In via preliminare, si è proceduto allo studio approfondito dell’equazione lineare
associata:

P(x , D) u4 f (x),

dove

P(x , D) u4 !
!n21

j41 a j s j1a nGm
aa (x) D a u

s 84 (s 1 , R , s n21 ), s j F1, s n 41, D»42i¯ .
Ricordiamo che G s (V), spazio Gevrey anisotropo di ordine s4 (s 1 , R , s n ), è

costituito da tutte le funzioni f (x) soddisfacenti localmente maggiorazioni del
tipo

N¯a f (x)NGC NaN11 (a 1 ! )s 1
R(a n ! )s n .

Al fine di studiare la risolubilità Gevrey dell’operatore P , si introducono gli spazi
Gevrey-Sobolev anisotropi Hs , c

t , s 8 , r (V), costituiti da tutte le funzioni f�L 2 (V) tali
che:

V f VHs , c
t , s 8 , r

»4Ve tc(xn , D 8 ) f VH s
1/s 8

E1Q

dove s 8 è l’ordine Gevrey anisotropo, sD0 è l’indice di Sobolev, r� (0 , 1 ), V4

(2d , d)3Rn21 e c è una funzione che soddisfa le stime seguenti:

ND j
xn

D b 8
j 8 c(xn , j 8 )NGCj , b 8 aj 8 br2b 1 s 12R2b n21 s n21

1 /s 8 .

con aj 8 b1/s 8 »4 !
j41

n21

(11Nj jN
2 )1/2s j . Gli spazi Sobolev anisotropi H s

1/s 8 sono definiti

in modo standard.
Dopo aver provato risultati di tipo tecnico abbiamo dimostrato i seguenti due

teoremi, determinanti per l’analisi del nostro problema.

TEOREMA 1. – Per s 4 (s 1 /r , R , s n21 /r , sn ), r� (0 , 1 ), sn D1 arbitrari, data
f� G s

0 (V) esiste tD0 tale che, per ogni sD0 risulta f�Hs , c
t , s 8 , r (V).
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TEOREMA 2. – Se c è una funzione peso essenzialmente sub-additiva rispetto
a j 8 , cioè c(xn , j 81h 8 ) Gc(xn , j 8 )1c(xn , h 8 )1C , e s è sufficientemente
grande, allora Hs , c

t , s 8 , r (V) è un’algebra.

Il principale risultato concernente la risolubilità dell’equazione lineare, in una
forma semplificata, è il seguente:

TEOREMA 3. – Si consideri l’equazione

P(x , D) u4 f� G s
0 (V),(1)

dove s e P(x , D) sono definiti come in precedenza. Si supponga che i coefficienti
aa (x) siano analitici; si consideri il simbolo principale anisotropo

pm (x , j) »4 !
Sn21

j41 a j s j1a n4m
aa (x) ja

e si supponga che il simbolo di P possa essere scritto nel modo seguente
p(x , j) 4 pm (x , j)1qm2e (x , j), con qm2e (x , D) contenente derivate D a fino al-
l’ordine anisotropo m2e , 0 EeG1. Si supponga che pm (x , j) soddisfi le se-
guenti condizioni:

– per ogni (x0 , j 0 ) appartenente alla varietà caratteristica anisotropa,
esista un intorno conico quasi omogeneo G in cui si possa scrivere

pm (x , j) 4em2k (x , j) »
j41

k

(j n 1v ( j)
1 (x , j 8 ) )

dove em2k (x , j) è quasi ellittico, analitico in x , quasi omogeneo in j 8 e
v ( j)

1 (x , j 8 ) sono analitici in x e quasi omogenei in j 8 .
– 4m (v ( j)

1 (x , j 8 ) ) F0 (alternativamente G0) in G , per ogni j .

Si supponga che nell’espressione di s 4 (s 1 /r , R , s n21 /r , sn ) si abbia

maxm 1

2
,

k2e

k
nErE1 ;

allora esiste una soluzione microlocale u di (1). Più precisamente, per un’op-
portuna fissata c , si può scrivere f�Hs , c

t , s 8 , r (V) e ottenere u�
Hs1m2k(12r), c

t , s 8 , r (V).

Per quel che riguarda l’equazione semilineare

P(x , D) u1F(x , ¯a u)N!n21
j41 a j s j1a nGm2e4mf (x)(2)

abbiamo ottenuto il seguente risultato.

TEOREMA 4. – Sia f (x) � G s
0 (V). Si supponga che valga una delle seguenti due

ipotesi:

1. per ogni (x0 , j 0 ) nella varietà caratteristica anisotropa esista un intor-
no G in cui 4m v ( j)

1 (x , j 8 ) F0, per ogni j41, R , k e per ogni intorno;
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2. per (x1 , x2 ) �V%R2 il simbolo principale anisotropo si possa scrivere
nel modo seguente:

pm (x , j) 4em2k (x , j) »
j41

k

(j 2 2sign j 1 l j (x)Nj 1N
1

s 1 ),

con 4m l j (x) F0 per ogni j e em2k (x , j) quasi ellittico.

Si supponga che il termine nonlineare sia analitico in x , intero in ¯a u e
F(x , 0 ) 40. Allora, per r determinato come nel Teorema 3, l’equazione (2) am-
mette una soluzione classica in ]NxNEd(, per m e d sufficientemente piccoli.

Considerando le classi Gevrey standard G l (V), lD1, e considerando l’ovvia
inclusione in G s , si può concludere sotto le precedenti ipotesi che le equazioni (1)
e (2) sono risolubili per f� G min ]s 1 , R , s n21( /r

0 (V).
Se s j 41 per ogni j si riottengono i risultati in [2], articolo a cui ci siamo ispira-

ti per l’utilizzo della tecnica del coniugio, adattata al caso anisotropo mediante op-
portuni risultati sul calcolo simbolico. Per maggiori dettagli si veda [4].

La seconda parte della tesi è dedicata a problemi di non risolubilità in ambito
Gevrey per alcuni operatori lineari del tipo precedente.

In particolare abbiamo considerato l’equazione

D m
x1

u2A(x1 )D m21
x2

u2B(x1 ) D m22
x2

Dx1
u4 f ,(3)

dove m è un numero dispari, mF3, A(x1 ) e B(x1 ) sono funzioni analitiche in un
intorno di x1 40 con 4m A(x1 ) 4cx 2h

1 1o(x 2h
1 ) per x1 K0, cc0. Osservando che

l’operatore a primo membro può essere considerato come operatore anisotropo,
applicando i teoremi precedenti otteniamo risolubilità Gevrey per indici

sE
m

m22
. A questo punto è naturale chiedersi che cosa si può dire per i valori

sF
m

m22
.

Più precisamente si vuole analizzare l’estendibilità alle classi di Gevrey dei ri-
sultati «negativi» in C Q di [5]. A tal fine riportiamo la versione Gevrey, dovuta a
Corli [1], della condizione di Hörmander sulla risolubilità di un operatore, con l’u-
tilizzo di norme Gevrey standard.

TEOREMA 5. – Sia 1 EsE1Q un numero reale fissato. Sia P un operatore s-
risolubile in V . Allora per ogni compatto K di V , per ogni hDeD0, esiste una
costante positiva C tale che

gmax
x�K

Nf (x)Nh2
GCV f V

K , 1

h2e

V

tPf V

K , 1

h2e

(4)

per ogni f� G s
0gV , K , 1

h
h .

Il teorema verrà applicato nel modo seguente: un operatore P non è
s-risolubile in x0 se l’equazione trasposta tPf40 ammette un’opportuna suc-



PAOLA MARCOLONGO498

cessione di soluzioni approssimate che rendono il secondo membro di (4)
arbitrariamente piccolo e lasciano il primo membro limitato dal basso.

Utilizzando il precedente risultato e dando un’opportuna versione dei risultati
presenti in [3] abbiamo dimostrato, sotto ipotesi opportune per il coefficiente
B(x1 ), che l’equazione considerata non è s-risolubile per

sD
m

m22
1U(h)(5)

con U(h) infinitesima per hK1Q .
Infine siamo passati allo studio di una estensione dell’operatore di Mizohata.

Precisamente si considera:

L»4¯x1
1 ib(x1 ) ¯x2

dove b(x1 ) � G s 8 (R), s 8F1, b(0) 40, b(x1 ) D0 per x1 E0, b(x1 ) E0 per x1 D0.
L’ordine dello zero nell’origine può essere infinito, generalizzando quanto già no-
to nel caso b(x1 ) 42x 2h11

1 .
Abbiamo dimostrato che L non è s-risolubile per sDs 8 .
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