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Geometria delle varieta Kuga-Satake.

GIUSEPPE LOMBARDO

1. — Introduzione.

Le varieta di Kuga-Satake sono varieta abeliane costruite a partire da struttu-
re di Hodge razionali polarizzate (V, h, ) di peso due di tipo K3, cioe con
dimV?% %=1 (dove la coppia V spazio vettoriale sui razionali ed s : C*— GL(V R)
rappresentazione algebrica tale che A(t) =t%-Id definiscono una struttura di
Hodge razionale di peso 2, e ¥ & una polarizzazione su tale struttura). La costru-
zione originale di M. Kuga e 1. Satake infatti (v. [1]) associa varieta abeliane a su-
perfici K3 utilizzando il secondo gruppo di coomologia della superficie con polariz-
zazione indotta dal cup-product: questa costruzione puo essere generalizzata, e
permette di costruire varieta abeliane a partire da strutture di Hodge razionali
polarizzate di tipo K3. Considerata infatti la sottoalgebra pari C * (V) dell’algebra
di Clifford C(V), le proprieta della struttura di Hodge (V, &, 1) permettono di co-
struire un toro complesso

( C*(V)®R J)
C*(Vy
su cui e possibile definire una polarizzazione ponendo
E(x,y) =Tr(alx) y),

dove ¢ e l'involuzione canonica dell’algebra di Clifford ed a un opportuno elemen-
to di C* (V).

2. — Risultati di Paranjape.

Considerata una superficie liscia X con £%°(X) = 1, la congettura di Kuga-Sa-
take-Hodge, caso particolare della congettura di Hodge, predice che esista una
superficie Z ed un diagramma

754%x4A
7l
X

tale che 7, ¢ *(V) =V dove V & il complemento ortogonale del gruppo di Neron-
Severi in H%(X, Q) ed A la Kuga-Satake associata a V (si ha, se A & la Kuga-Sata-
ke associata a V, linclusione VesH'(4, Q @ H'(A, Q cH*(A x A, Q), v. [3]).
La corrispondenza tra superfici K3 e varietad di Kuga-Satake é stata analizzata in
dettaglio da Paranjape (v. [2]) nel caso in cui la superficie sia la desingolarizzazio-
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ne del rivestimento doppio di P? ramificato su sei rette in posizione generale, tro-
vando che in questo caso Z & prodotto di due curve. Paranjape ha infatti dimostra-
to che, per tale superficie K3, la varieta di Kuga-Satake si decompone in un nume-
ro di copie di un fourfold abeliano semplice di tipo Weil ottenuto come varieta di
Prym di un rivestimento 4:1 di una curva ellittica con una particolare curva di ge-
nere 5; utilizzando la tecnica della superficie di Schoen ha quindi provato che la
superfice K3 si puo riottenere a partire dal rivestimento ed infine che tale costru-
zione realizza la corrispondenza di Hodge.

3. — Relazioni tra varieta di Kuga-Satake e varieta abeliane di tipo Weil.

II primo problema preso in esame, in analogia all’esempio di Paranjape, & stato
l'analisi delle relazioni intercorrenti in generale tra le varieta di Kuga-Satake e le
varieta abeliane di tipo Weil, cioé varieta abeliane X di dimensione complessa 27
con un campo immaginario quadratico K ¢ End,(X) tale che, per ogni k in K I’azio-
ne di k su T, X sia diagonalizzabile con n entrate o(k) ed n entrate o(k), dove o &
un embedding di K in C. Lo studio delle varieta abeliane di tipo Weil ha particola-
re importanza nell’ambito dello studio della congettura di Hodge in quanto que-
ste varieta contengono classi di Hodge eccezionali nella coomologia intermedia
della varieta, inoltre nel caso dei fourfolds queste sono le uniche varieta abeliane
per cui la congettura di Hodge & aperta (Teorema di Moonen e Zarhin). Quel-
lo che si ottiene & una stretta relazione tra fourfolds abeliani di tipo Weil con di-
scriminante banale e varieta di Kuga-Satake. Considerando infatti un fourfold
abeliano generico X di tipo Weil su di un campo immaginario quadratico

K =Q(\/—d), I'analisi delle sottostrutture di Hodge contenute nel secondo grup-
po di coomologia della varietad e delle rappresentazioni del gruppo di Mumford-
Tate conduce al seguente risultato

TEOREMA 1. — Se il discriminante di X non é banale, AxH'(X, Q) é una sot-
tostruttura di Hodge semplice di H*(X, Q) con algebra di endomorfismi un’al-
gebra di quaternioni, mentre se il disciminate ¢ banale, tale sottostruttura si
decompone in due sottostrutture di tipo K3 tra loro isomorfe di dimensione 6
con polarizzazione Hyp?®[—2]1® [ —2d].

Nel caso in cui X abbia discriminante banale, indicando con 7 la sottostruttura
di Hodge di dimensione 6, risulta dunque possibile utilizzare la costruzione di Ku-
ga e Satake a partire da 7, ed in questo modo associare una varieta di Kuga-Sata-
ke ad un fourfold abeliano di tipo Weil con diseriminante banale. L’analisi dell’a-
zione del campo immaginario quadratico e delle strutture complesse mostra che
si ha una sorta di «ciclicitd» nella costruzione che associa ad un fourfold di tipo
Weil con discriminante banale una struttura di Hodge di tipo K3 ed a questa una
varieta abeliana in quanto X stesso puod essere riottenuto a partire dalla varieta di
Kuga-Satake. Si ha infatti il seguente

TEOREMA 2. — La varieta di Kuga-Satake associata ad un fourfold abeliano
generico di tipo Weil con discriminante banale € isogena al prodotto di quattro
copie del fourfold stesso.
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Anche nel caso di dimensioni superiori si continua ad avere un legame tra va-
rieta di Kuga-Satake e vartieta abeliane di tipo Weil. Analizzando la decomposi-
zione di Poincare si prova il

TEOREMA 3. — La varieta di Kuga-Satake costruita a partire da una struttu-
ra, di Hodge polarizzata generica di tipo K3 di dimensione 2m =2 (pmod 4) ¢
1sogena al prodotto di un numero di copie (dipendente dalla m) di una varietd
abeliana 2™ -dimensionale di tipo Weil con discriminante banale.

4. — Cicli di Hodge.

I1 secondo poblema preso in esame e stato lo studio dei cicli di Hodge per va-
rieta abeliane semplici che compaiono nella decomposizione di varieta di Kuga-
Satake. I casi considerati sono quelli in cui la struttura di Hodge polarizzata di ti-
po K3 ha dimensione 6 (ed in questo caso il risultato della precedente sezione per-
mette di concludere che lo spazio dei cicli di Hodge ha dimensine 3 in quanto la
varieta abeliana semplice che si ottiene & un fourfold di tipo Weil con discriminan-
te banale), 7 ed 8. In questi due ultimi casi, utilizzando rappresentazioni dell’alge-
bra di Lie sl, si ottengono i seguenti

TEOREMA 4. — Sia (V, h, ) una struttura di Hodge generale di tipo K3 di di-
mensione 8 con polarizzazione = Hyp?® [a]®[b]1D [c]D[d] (a,b,c,de
Q. o). Se abcd = 1, la varieta di Kuga-Satake associata é isogena ad (A, X A_)*
con A, varieta abeliane semplici non isogene di dimensione 8, e B(A.) contie-
ne una sly-rappresentazione di dimensione 9.

TEOREMA 5. — Sia (V, h, ) una struttura di Hodge generale di tipo K3 di di-
mensione 7 con polarizzazione vy = Hyp?® [a]® [b]1D[c] (a, b, ceQ-,). La
varieta, di Kuga-Satake associata é isogena ad A* con A varietd abeliana sem-
plice di dimensione 8, e B*(A.) contiene una sly-rappresentazione di dimensio-
ne 9, una di dimensione 5 e due uno-dimensionali.

La tecnica utilizzata, cioé il considerare sl, rappresentazioni, fornisce risultati
anche per una classe di varieta abeliane non collegate a varietd Kuga-Satake ma
che presentano analoghe caratteristiche per quanto riguarda l'esistenza di si,
rappresentazioni. Le varieta abeliane analizzate sono quelle di tipo III cioe, se-
condo la classificazione di Albert, quelle aventi per algebra degli endomorfismi
un’algebra di quaternioni totalmente definita. In questo caso si ottiene il

TEOREMA 6. — Lo spazio dei cicli di Hodge di codimensione m di una varieta
abeliana 2m-dimensionale di tipo III contiene una sl, rappresentazione di di-
mensione 2m + 1.

L/utilitd nell’ambito dello studio della congettura di Hodge di tali risultati ri-
siede nel fatto che se un ciclo & algebrico, allora lo sono tutti quelli contenuti nella
medesima rappresentazione. Risultati come i teoremi precedenti semplificano
quindi molto le verifiche da effettuare per dedurre I'eventuale algebricita dei cicli
di Hodge.
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5. — Realizzazione geometrica.

L’ultimo problema preso in esame é stato lo studio di una realizzazione geo-
metrica della mappa che decompone la struttura di Hodge A% H'(X, Q) in due
sottostrutture di tipo K3 tra loro isomorfe. Il caso analizzato, simile a quello di
Paranjape, & quello di un rivestimento 3:1 di una curva ellittica con una curva di
genere 5 totalmente ramificato in quattro punti. In questo caso la Prym del rive-
stimento e un fourfold abeliano di tipo Weil sul campo imaginario quadratico
Q(\/—3) con discriminante banale, quindi sono verificate le condizioni del Teore-

ma 1. Considerato ¢ automorfismo di C di ordine 3 tale che <—C> = F, la superficie
2

di Schoen associata al rivestimento e, per definizione S = CXC Qove feil flip dei

due fattori e J = (¢, ¢?). L’analisi della superficie di Schoen risulta interessante
in quanto si prova facilmente che A% H (X, Q) & contenuta nel secondo gruppo di
coomologia della superficie. Lo studio delle singolarita e della mappa canonica
permette di ottenere i seguenti

TEOREMA 7. — La desingolarizzazione S di S ha come curve eccezionali due
As-curve, quattro curve (—3) razionali e quattro (—1)-curve.

TEOREMA 8. — La mappa canonica S,_;,— P! (dove S,_1, é ottenuta da S con-
traendo le (—1)-curve) contrae ogni curva eccezionale di tipo A, ad un punto,
mentre le (—3)-curve vengono mandate suriettivamente su P

La ricerca dell’involuzione di S che permette di spezzare la sottostruttura di
Hodge non puo pero essere condotta in modo analogo all’analisi di Paranjape in
quanto, studiando la mappa S—E X E-SE utilizzata da Paranjape nel caso del
rivestimento 4:1 si ottiene il seguente

TEOREMA 9. — La mappa S — E ¢ una fibrazione con curve di genere due, cia-
scuna delle quali ammette un involuzione avente per quoziente una curva ellit-
tica, ma tale tnvoluzione non si estende ad una involuzione su S.
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