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Controllo a struttura variabile per equazioni
di evoluzione in spazi di Banach.

LAURA LEVAGGI

1. – Inquadramento del problema e obiettivi della ricerca.

La metodologia di base del controllo a struttura variabile si applica al problema
della regolazione di un sistema fisico governato da un’equazione differenziale ordi-
naria. Essa consiste a grandi linee nella scelta di una superficie regolare S nello
spazio degli stati e nella costruzione di una funzione di controllo di tipo feedback in
grado di garantire che abbia luogo uno sliding mode, ossia che l’evoluzione del si-
stema, una volta raggiunta la superficie, sia vincolata ad essa. Ovviamente S deve
essere costruita in modo che l’obiettivo del controllo sia raggiunto dal moto di sli-
ding (si pensi per esempio al problema dell’inseguimento di una traiettoria). La ca-
ratteristica fondamentale di queste tecniche consiste nella scelta di una legge di
controllo discontinua nella variabile di stato del problema differenziale.

Dal punto di vista matematico sorge un notevole problema: non solo la discon-
tinuità così creata rende impossibile applicare teoremi classici di esistenza ed uni-
cità della soluzione al sistema completo, ma lo stesso concetto di soluzione dell’e-
quazione differenziale controllata viene di solito a cadere. In generale, infatti, il
luogo dei punti di singolarità della legge di controllo contiene la stessa superficie
che vogliamo rendere attrattiva, cosicché lo sliding mode non può essere soluzio-
ne dell’equazione di partenza in nessun senso classico.

Nel caso delle equazioni differenziali ordinarie il metodo usato più comune-
mente per estendere il concetto di soluzione è quello di Filippov. All’equazione
differenziale si sostituisce una particolare inclusione differenziale che permette
di generalizzare il concetto di soluzione al caso discontinuo. Un altro sistema per
ottenere l’equazione del moto sulla superficie S deriva dall’applicazione del cosid-
detto metodo del controllo equivalente. Dal vincolo di restrizione alla superficie
tipico dello sliding mode, sotto certe condizioni di regolarità, si ottiene una legge
di controllo lineare e continua, che sostituita nell’equazione di partenza dà luogo
ad una nuova equazione differenziale su S . La soluzione corrispondente rappre-
senta l’evoluzione del sistema sulla superficie nel seguente senso: si dimostra che,
scelta comunque una legge di controllo continua che sia in grado di mantenere il
sistema in un intorno della superficie S , il limite del moto così ottenuto al tendere
a zero dell’ampiezza dell’intorno è l’unica soluzione dell’equazione differenziale
derivante dall’applicazione del controllo equivalente. Se inoltre il sistema è affine
nel controllo, questo metodo fornisce esattamente l’unica soluzione di Filippov
dell’equazione discontinua che può essere vincolata ad S .

L’obiettivo del lavoro di ricerca di questa tesi è la generalizzazione di tale ap-
proccio al controllo di sistemi in cui l’evoluzione è governata da un’equazione dif-



LAURA LEVAGGI476

ferenziale in uno spazio di Banach di dimensione infinita, per esempio un’equazio-
ne alle derivate parziali, integrale o integrodifferenziale. Infatti in questi casi la
variabile di stato non può essere rappresentata attraverso un numero finito di pa-
rametri: si pensi per esempio a problemi come il controllo della temperatura in
una fornace, lo smorzamento delle vibrazioni di una struttura flessibile o più sem-
plicemente lo studio di un’equazione differenziale ritardata. Si è scelto di prende-
re in esame equazioni del tipo

x
.
(t)1Ax(t) 4Bu , A : D(A) %XKX , B : UKX(1)

con 2A operatore lineare illimitato generatore di un semigruppo fortemente con-
tinuo sullo spazio di Banach riflessivo X , B lineare e continuo da U in X , U di Ba-
nach. Il primo scopo è introdurre un nuovo concetto di soluzione generalizzata, in
modo da dare senso al problema della soluzione di (1) anche in presenza di una
legge u4u(x) discontinua nella variabile di stato x�X . Successivamente bisogna
studiare il problema dell’esistenza di soluzioni generalizzate di (1) che siano viabi-
li su un predeterminato dominio S , ossia tali che dato un valore iniziale x(0) 4
x0 �S verifichino il vincolo x(t) �S per ogni tF0. Il secondo obiettivo è quello di
rivedere il concetto di controllo equivalente nell’ambito infinito-dimensionale per
estendere il metodo discusso in precedenza, nonché stabilire una relazione tra l’e-
voluzione così determinata e le soluzioni generalizzate viabili.

2. – Risultati principali.

Come per le soluzioni di Filippov si è scelto in questa tesi di introdurre un
nuovo concetto di soluzione generalizzata facente capo ad una inclusione differen-
ziale. Sebbene la definizione sia generale, la riportiamo qui nella forma in cui vie-
ne usata per risolvere il problema di controllo. Data l’equazione (1) supponiamo
che la legge di controllo u abbia la seguente forma

u : X0SKU , S4ker C , C : XKY(2)

con Y spazio di Banach e C operatore lineare e continuo.

DEFINIZIONE 1. – Dato un problema di Cauchy per (1) con dato iniziale x0 ,
con u soddisfacente (2), chiamiamo soluzione generalizzata di tale problema
una funzione del tipo

x(t) 4K(t) x0 1s
0

t

K(t2s) f (s) ds ,

f (s) �F(x(s) ) 4 1
eD0

co Bu(B(x(s), e)0S), q.o. s

dove K(Q) è il semigruppo generato da 2A .

Si può dimostrare che una condizione di crescita lineare sulla legge u è sufficiente
affinché questa sia una buona definizione. Non solo, ma la multiapplicazione F soddisfa
le ipotesi di regolarità necessarie per applicare i risultati in [1] e ottenere sia una
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condizione necessaria affinché esistano soluzioni generalizzate viabili su S , sia una
condizione sufficiente di viabilità nel caso in cui il semigruppo sia compatto.

Per quanto riguarda il metodo del controllo equivalente vengono individuati
due possibili scenari per cui una generalizzazione è proposta.

Vediamo in dettaglio in cosa consistono. Grazie alla scelta di S (2) possiamo
esprimere il vincolo di viabilità per l’evoluzione a partire da un punto x0 �S attra-
verso la formula Cx(t) 40. Procedendo in maniera formale, possiamo derivare e
sostituire x

.
(t) (1), ottenendo C[2Ax1Bu] 40. Questa è la relazione da cui pren-

deremo spunto per definire il controllo equivalente e stabilire l’ambito in cui ge-
neralizzare il metodo. Il primo tentativo è ovviamente il più naturale: supponendo
che S sia contenuto in D(A) e CB sia invertibile con continuità almeno su CA(S)
ha senso definire

ueq (x) 4 (CB)21 CAx , (x�S .
Sostituendo in (1) si ottiene la seguente equazione differenziale sul sottospazio S

x
.
(t) 4AAx(t), AA : SKS , AAx4 [B(CB)21 C2I] Ax ,

che ha perfettamente senso dato che si prova facilmente che AA genera un gruppo
KA(Q) sullo spazio di Banach S . Veniamo ora al citato risultato di regolarizzazione:

TEOREMA 1. – Sia ud una qualunque legge di controllo regolare tale che il pro-
blema di Cauchy x

.
1Ax4Bud , x(0) 4x0, d ammetta soluzione forte xd . Suppo-

niamo che siano verificate le condizioni di esistenza del controllo equivalente e
dato x0 �S chiamiamo x *(t) 4 KA(t)x0 l’evoluzione corrispondente. Scegliamo i
punti iniziali x0, d�S5B(U) e tali che x0, dKx0 per dK0. Detta Q la proiezio-
ne di S5B(U) su B(U) supponiamo che

VQxd (t)VK0 unif . sui compatti di [0 , 1Q], VPAQxd VL 1
loc (0 , 1Q ; X) K0;

allora xd converge a x * uniformemente su [0 , T] per ogni TD0.

Si può inoltre dimostrare il seguente legame tra esistenza del controllo equi-
valente ed esistenza di soluzioni generalizzate.

TEOREMA 2. – Supponiamo che le ipotesi per l’esistenza del controllo equiva-
lente siano soddisfatte. La condizione Bueq (x) �F(x) per ogni x�S è necessaria
affinché esistano soluzioni generalizzate di (1) viabili su S . Tale condizione è
anche sufficiente se 2A genera un semigruppo compatto. In questo caso inoltre
esiste un’unica soluzione generalizzata viabile, coincidente con l’evoluzione ge-
nerata attraverso il metodo del controllo equivalente.

La condizione di scelta di S nel dominio dell’operatore A è piuttosto forte e
rappresenta una seria limitazione per quanto riguarda le applicazioni. Per tentare
di risolvere questo problema si è cercato di sostituire questa ipotesi con la più ge-
nerica condizione di densità dell’intersezione SO D(A) in S , che appare in que-
st’ambito irrinunciabile. Il nuovo quadro viene completato da altre due ipotesi di
non singolarità che permettono di definire un nuovo concetto di controllo equiva-
lente che mantenga certe caratteristiche di regolarità. Si assume l’invertibilità di
CB e che l’operatore CA ammetta estensione CA lineare e continua su X tale che
per ogni x�S vale 2CA 4 limhK01 CK(h)x . Si definisce così il controllo equiva-



LAURA LEVAGGI478

lente esteso (che per abuso di notazioni continuiamo ad indicare con ueq)

ueq (x) 4 (CB)21 CAx , x�S .
Come prima, sostituendo tale legge di controllo nell’equazione (1) si perviene ad
un’equazione differenziale su S della forma x

.
(t) 4AAx(t), con AA4B(CB)21 CA2A

da SO D(A) in S . Il metodo è convalidato dal seguente risultato:

PROPOSIZIONE 1. – Sotto le condizioni di esistenza del controllo equivalente
esteso l’operatore AA genera il semigruppo C0 KA(Q) sullo spazio di Banach S .

Anche in questo caso si prova un risultato di regolarizzazione.

TEOREMA 3. – Supponiamo che le ipotesi di esistenza del controllo equivalen-
te esteso siano verificate. Sia ud una qualunque legge di controllo regolare tale
che il problema di Cauchy x

.
1Ax4Bud , x(0) 4x0, d ammetta soluzione forte xd .

Detto Q l’operatore di proiezione su B(U) lungo S , supponiamo che x0, d conver-
ga ad x0 �S per dK0 e che

VQx
.

d VL 1
loc (0 , 1Q) K0, dK0.

Allora se x *(t) 4 KA(t) x0 è la soluzione data col metodo del controllo equivalente
di punto iniziale x0 , si ha Vxd (t)2x *(t)V converge a zero uniformemente sui
compatti di [0 , 1Q).

Si prova inoltre che il Teorema 2 è valido anche in questo nuovo quadro esteso.
Nell’ultima parte della tesi viene introdotta una classe di sistemi per cui sono espli-

citate le condizioni sulla scelta della superficie S che permettono di verificare le ipotesi
di esistenza del controllo equivalente esteso. Vengono inoltre presentati alcuni esempi
di applicazione della teoria sviluppata al caso di stabilizzazione di equazioni paraboli-
che (con relative simulazioni numeriche) e di soppressione del disturbo.

Nota: risultati successivi alla discussione della tesi hanno permesso di prova-
re che l’ipotesi di compattezza nel Teorema 2 è superflua. Lo stesso vale per l’ana-
logo risultato corrispondente al controllo equivalente esteso.
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