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Problemi ellittici non lineari con dati singolari
e applicazioni alla teoria elettrodebole

di Glashow-Salam-Weinberg.

DANIELE BARTOLUCCI

Motivati dalle applicazioni alla Teoria Elettrodebole di Glashow-Salam-Wein-
berg [6], siamo interessati a determinare l’esistenza di soluzioni della seguente
equazione,

2D g u4l
Ve u
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M

Ve u dt g

2W in M , (1)l ,(1)

dove (M , g) è una varietà compatta Reimanniana bidimensionale e D g e dt g sono
nell’ordine l’operatore di Laplace-Beltrami e l’elemento di volume corrispondenti
alla metrica g. Inoltre consideriamo lD0 e le funzioni V e W che soddisfa-
no

0 EaGV(x) Gb , con 0 EaGb ,(2)
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con f�L Q (M), a j D0, pj �M , j41, R , m . Qui d p denota la massa di Dirac con
polo nel punto p�M. Se lE8p l’esistenza di soluzioni per (1) segue per minimiz-
zazione da una disuguaglianza di Moser-Trudinger [4]. Al contrario, se lF8p , a
causa di possibili fenomeni di concentrazione, il problema dell’esistenza di solu-
zioni diviene molto più delicato e la maggior parte dei progressi fatti in questa di-
rezione (vedere per esempio i lavori di M. Struwe e G. Tarantello [7] e W. Ding et
al. [3]) sono limitati al range di valori l� [8p , 16p) e riguardano il caso regolare
in cui W non contiene dati di tipo misura e quindi a j 40, j41, R , m in (3). Da
questo punto di vista sono di cruciale importanza i lavori di Brezis-Merle [1] e Li-
Shafrir [5] che, assegnate V e W verificanti rispettivamente (2) e (3) con a j 40,
j41, R , m , garantiscono che le soluzioni di (1) sono uniformemente limitate in
norma C 0 (M), per ogni l�L%%R08pN . Sia V%R2 un dominio aperto limitato, vn

una successione di soluzioni dell’equazione:

2Dvn 4Vn e vn in V ,(4)
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verificante

s
V

e vn GC ,(5)

0 GVn Gb in V ,(6)

con C e b costanti positive. Definiamo l’insieme di «blow-up» relativo a vn :

S»4 ]x�VN)xn �V tale che xn Kx e vn (xn ) K1Q( .(7)

Brezis e Merle [1] hanno dimostrato il seguente:

TEOREMA 1 (Brezis-Merle). – Sia vn una successione di soluzioni di (4), veri-
ficanti (5) e (6). Allora esiste una sottosuccessione vnk

di vn , per la quale si verifi-
ca una e una sola sola delle tre seguenti alternative:

i) vnk
è uniformemente limitata in L Q

loc (V),

ii) vnk
K2Q uniformemente sui sottoinsiemi compatti di V,

iii) l’insieme di blow-up S (relativo a vnk
) è finito e nonvuoto, ovvero S4

]p1 , R , pr ( %V con r�N , ed esistono r successioni in V ]x 1
n (n�N , R , ]x r

n (n�N ,
con x i

n Kpi per i�1, R , r , tali che vnk
(x i

n ) K1Q per i�1, R , r , vnk
K2Q

uniformemente sui sottoinsiemi compatti di V0S. Inoltre Vnk
e vnk K !

i41

r

b i d pi

debolmente nel senso delle misure in V e b i F4p per ogni i�1, R , r.

Li-Shafrir in [5] hanno approfondito lo studio della alternativa iii) e,
assumendo

Vn �C 0 (V), Vn KV uniformemente in V ,(8)

hanno dimostrato che ogni punto di blow up pi contribuisce con massa b i 48pmi ,
mi �N, i41, R , r. Quindi, in questo caso particolare,

lim
kKQ

s
K

Vnk
e vnk 48pm , m�N , (K%%V .(9)

Le stime uniformi in norma C 0 (M) per le soluzioni di (1) nel caso regolare in cui
a j 40, j41, R , m , si ottengono da una applicazione del Teorema 2 e dalla (9).
Viceversa, nel caso singolare in cui a j c0, j41, R , m , è necessario analizzare il
comportamento asintotico di una successione di soluzioni vn dell’equazione:

.
/
´

2Dvn 4Vn (x) e vn 2c n (x)24pad p40 in V

s
V

e vn GC ,
(10)

con aD0 e p40 �V. L’esempio che segue mostra che l’analisi sviluppata nel ca-
so regolare non può fornire una descrizione completa del comportamento asintoti-



PROBLEMI ELLITTICI NON LINEARI CON DATI SINGOLARI ECC. 397

co di una arbitraria successione di soluzioni di (10). Sia m n K1Q e definiamo

vn (x) 4 ln
m n NxN2a

g11
1

8(11a)2
m n NxN2(11a)h2

.(11)

È facile verificare che, fissando V4BR (0) il disco di centro 0 e raggio R, la suc-
cessione vn è soluzione di (10) con Vn f1 e c n f0, ammette un punto di blow up
nell’origine e verifica:

lim
nKQ

s
BR (0)

e vn 48(11a) .

Evidentemente la (9) è violata in questo caso. Infatti, e vn K8p(11a) d p40 debol-
mente nel senso delle misure in V. Analizzando la situazione in cui l’insieme di
blow up di una successione di soluzioni di (10) contiene il polo della misura di Di-
rac p40 abbiamo dimostrato il seguente:

TEOREMA 2. – Sia vn una successione di soluzioni di (10). Supponiamo che

0 GVn �C 0 (V) : Vn KV uniformemente in V, e in C 1
loc (V),(12)

Vc n VL q (V) GC , per qD2 .(13)

Allora esiste una sottosuccessione vnk
, per la quale si verifica una e una sola so-

la delle tre seguenti alternative:

i) sup
K

Nvnk
(x)22a ln NxNNGCK , (K%%V ,

ii) sup
K

]vnk
(x)22a lnNxN( K2Q , (K%%V,

iii) l’insieme di blow-up S (relativo a vkn
) è finito e nonvuoto, ovvero S4

]p1 , R , pr ( %V con r�N , ed esistono r successioni in V ]x 1
n (n�N , R , ]x r

n (n�N ,
con x i

n Kpi per i�1, R , r , tali che vnk
(x i

n ) K1Q per i�1, R , r , sup
K

]vnk
(x)2

2a lnNxN( K2Q su ogni sottoinsieme compatto K%V0S. Inoltre Vnk
e vnk K

!
i41

r

b i d pi
debolmente nel senso delle misure in V e b i 48pN se pi c0 e b i F8p

se pi 40 per qualche i41, R , l.

Osserviamo che il verificarsi di un fenomeno di concentrazione
(Vnk

e vnk � bd p40 ,) quando l’insieme di blow up coincide col polo della massa di Di-
rac p40, non è ovvio. Al contrario, una applicazione del Teorema 1 mostra che in
questa situazione ci si potrebbe aspettare che la successione vn rimanga unifor-
memente limitata sui sottinsiemi compatti di V0]0(, e infatti il metodo adottato
in [1] per realizzare la alternativa iii) non può essere applicato in questo caso. In
particolare si può dimostrare che la successione di funzioni regolari un (x) 4

vn (x)22a lnNxN2s n (x), con Ds n 4c n , è soluzione dell’equazione (4) con funzio-
ne peso VAn (x) 4NxN2a e s n (x) Vn (x) che verifica (6), ma che la condizione (5)
è necessariamente violata se p40 �S. Inoltre, in prossimià del polo, si realizza
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una compensazione tra la divergenza di un e il termine NxN2a. Questa è anche la
ragione per cui si rende necessario aggiungere delle condizioni al bordo appro-
priate per ottenere informazioni più dettagliate sul valore della massa b i quando
pi 40, come mostra il seguente:

TEOREMA 3. – Supponiamo che Vn e c n verifichino (12)-(13). Sia vn una suc-
cessione di soluzioni di (10) tale che sup

¯V
vn 2 inf

¯V
vn GC , con C costante positiva.

Se il polo p40 della misura di Dirac è l’unico punto di blow up in V , allora esi-
ste una sottosuccessione vnk

di vn tale che, per kK1Q ,

Vnk
e vnk K8p(11a) d p40 , debolmente nel senso delle misure in V .(14)

La dimostrazione del Teorema 3 si basa sul Teorema 2 e sull’analisi della iden-
tità di Pohozaev. Un risultato analogo nel caso regolare è stato ottenuto da Y. Y.
Li in [4] tramite il metodo del moving plane e l’utilizzo di disuguaglianze di tipo
Harnack, note in letteratura come disugualianze «Sup+ Inf» [2], la cui validità
nel caso singolare è un interessante problema aperto. Concludiamo osservando
che una applicazione del Teorema 3 fornisce stime uniformi in norma C 0 (M), per

le soluzioni di (1)l , (l�L%%R0]8pN18p !
j41

m

(11a j )(, che possono essere uti-

lizzate con profitto per dimostrare esistenza di soluzioni di (1) con l� (8p , 16p).
Grazie a questi risultati, possiamo estendere le condizioni necessarie e sufficienti
per l’esistenza di stati periodici di tipo vortice, ottenuti da J. Spruck e Y. Yang [6]
nella Teoria Elettrodebole di Glashow-Salam-Weinberg.
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