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Metodi di simmetrizzazione nelle
equazioni alle derivate parziali.

GUIDO TROMBETTI (*)

Summary. – A survey of the fundamental ideas which are the base of the socalled sym-
metrization method; a priori estimates in partial differential equations.

Ringrazio il Comitato Scientifico del XVI Congresso dell’UMI per l’onore
che mi ha riservato invitandomi a tenere questo intervento.

L’obiettivo che mi sono posto nel preparare questa conferenza è di illustra-
re le idee fondamentali che sono alla base del cosiddetto metodo di simmetriz-
zazione. Così come mi è stato richiesto tale esposizione sarà di carattere gene-
rale, diretta ad un pubblico di non specialisti e, pertanto, cercherò di semplifi-
care al massimo la trattazione.

Una bibliografia completa fino alla fine degli anni ’40 è nel testo di Polya-
Szegö [171]; vaste bibliografie sono in [19], [37], [46], [50], [87], [124], [147],
[154], [161], [203], [204], [208], [209], [210].

Ringrazio Angela Alberico e Barbara Brandolini per aver riletto il mano-
scritto e per avermi aiutato a raccogliere la bibliografia.

1. – Classiche congetture.

Le tecniche di simmetrizzazione sono state usate in modo sistematico nella
ricerca di stime per quantità rilevanti da un punto di vista fisico-matematico o
geometrico. Partirò da alcuni risultati classici che per primi sono stati trattati
con tali metodi.

Ricordiamo tre celebri congetture.

St. Venant (1856) [186].

Tra tutte le travi elastiche con assegnata area della sezione quella di sezio-
ne circolare ha la rigidità torsionale più grande.

(*) Conferenza tenuta a Napoli il 15 settembre 1999 in occasione del XVI Congresso
U.M.I.
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Lord Rayleigh (1877) [184].

Tra tutte le membrane elastiche di densità costante e fissata area quella
circolare ha la frequenza principale più piccola.

Poincaré (1903) [168].

Tra tutti i solidi di assegnato volume la sfera ha la capacità elettrostatica
più piccola.

La congettura di Lord Rayleigh fu dimostrata da Faber [94], Krahn [132],
Tonelli [211], quella di Poincaré da Szegö [195]. Nel 1948 Pólya [169] fornì una
dimostrazione estremamente semplice ed elegante delle tre congetture enun-
ciate utilizzando la simmetrizzazione di Steiner.

2. – Simmetrizzazione di Steiner.

La nozione di simmetrizzazione fu introdotta da Steiner nel 1882 in [194].
Seguendo Pólya [169] diamo un’idea di tale nozione in R2 ed in R3.

Detto V un aperto limitato di R2, vogliamo simmetrizzare V rispetto ad una
retta; a tal fine fissiamo una retta r e supponiamo, per semplicità, che ogni ret-
ta ortogonale ad r intersechi V lungo un unico segmento. Intuitivamente pen-
siamo all’insieme V come ad una unione di segmenti paralleli tra loro ed orto-
gonali alla retta r; facciamo scorrere ogni segmento lungo la retta su cui esso
giace fino a raggiungere la posizione in cui esso è bisecato da r. I segmenti nel-
la nuova posizione formano un sottoinsieme VJ del piano, che è detto simme-
trizzato di V rispetto ad r.

È possibile dimostrare che la simmetrizzazione

a) lascia l’area di V invariata;

b) fa diminuire il perimetro di V.

Se V è un aperto limitato dello spazio a tre dimensioni si opera in modo
analogo per simmetrizzare V rispetto ad un piano p. Supponiamo per semplici-
tà che ogni retta ortogonale a p intersechi V lungo un unico segmento. Pensia-
mo intuitivamente all’insieme V come ad una unione di segmenti paralleli tra
loro ed ortogonali al piano p; facciamo scorrere ogni segmento lungo la retta
su cui esso giace fino a raggiungere la posizione in cui esso è bisecato dal piano
p. I segmenti nella nuova posizione formano un sottoinsieme VJ di R3, che è
detto simmetrizzato di V rispetto al piano p.

È possibile dimostrare che la simmetrizzazione rispetto ad un piano

a) lascia il volume di V invariato;

b) fa diminuire l’area della superficie che forma il bordo di V.
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In R3 si può anche simmetrizzare un aperto limitato V rispetto ad una retta
r riguardandolo come consistente di parti di piani ortogonali ad r e trasfor-
mando ognuna di tali parti in un cerchio di egual misura giacente sul medesi-
mo piano e avente centro sulla retta r.

Come si possa «simmetrizzare» un insieme di punti in Rk è facile da
intuire.

Vogliamo adesso simmetrizzare una funzione.
Sia V un aperto limitato di R2 e z4 f (x , y) una funzione definita in V, non

negativa e nulla sulla frontiera di V. Simmetrizzare il cilindroide di base V re-
lativo a f, rispetto al piano (y , z), significa simmetrizzare ogni insieme di livello
di f rispetto all’asse y. In tal modo si costruisce il grafico di una nuova funzione
f J (x , y) definita in VJ, non negativa e nulla sulla frontiera di VJ; f J è detta
simmetrizzata di Steiner di f.

Poiché la simmetrizzazione lascia invariati i volumi, si ha ovviamente

s
V

f (x , y) dx dy4 s
VJ

f J (x , y) dx dy ;

più in generale

s
V

Nf (x , y)Np dx dy4 s
VJ

Nf J (x , y)Np dx dy

con pF1 e

sup f4 sup f J .

Per quanto detto in precedenza l’area della superficie che delimita il cilin-
droide relativo ad f (x , y) è maggiore od eguale all’area della superficie che de-
limita il cilindroide relativo ad f J (x , y); da qui, supponendo f ed f J abbastanza
regolari (ad esempio lipschitziane), e ricordando che si ha

area (V) 4area (VJ ) ,

consegue, sempre seguendo Pólya [169],

s
V

k11 fx
2 1 fy

2 dx dyF s
VJ

o11 ( fx
J )2 1 ( fy

J )2 dx dy .

Sostituendo f con ef si ha

s
V

k11e 2 ( fx
2 1 fy

2 ) dx dyF s
VJ

o11e 2 (( fx
J )2 1 ( fy

J )2 ) dx dy
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e sviluppando in serie

1

2
s

V

( fx
2 1 fy

2 ) dx dy1e 2 [R] F
1

2
s

VJ

[ ( fx
J )2 1 ( fy

J )2 ] dx dy1e 2 [R] .

Per eK0 si ottiene il principio di Pólya

s
V

N˜fN2 dx dyF s
VJ

N˜f JN2 dx dy .

In R3 valgono, ovviamente, risultati analoghi.

3. – La dimostrazione di Pólya delle tre congetture.

Con una semplice applicazione delle precedenti proprietà Pólya [169] ottie-
ne il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 1. – Sotto l’effetto della simmetrizzazione di Steiner

a) cresce la rigidità alla torsione;

b) decresce la frequenza principale;

c) decresce la capacità.

Da tale risultato conseguono in particolare le tre congetture enunciate os-
servando che, attraverso una opportuna successione di simmetrizzazioni di
Steiner, V si trasforma in un cerchio di uguale area, se si opera nel piano, in
una sfera di egual volume, se si opera nello spazio.

La dimostrazione di a) è una semplice conseguenza della caratterizzazione
variazionale della rigidità alla torsione (relativa al caso di un aperto semplice-
mente connesso) che denotiamo con P(V). Infatti

1

P(V)
4 min

s
V

N˜vN2 dx

4 gs
V

v dxh2
4

s
V

N˜wN2 dx

4 gs
V

w dxh2
,

dove il minimo è fatto tra le funzioni «abbastanza regolari» nulle al bordo (pre-
cisamente tra le funzioni di H 1

0 (V)) e w (funzione stress) è la soluzione del
problema

.
/
´

2Dw42

w40

in V

su ¯V .
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Ne consegue, usando in particolare il principio di Pólya,

1

P(V)
4

s
V

N˜wN2 dx

4 gs
V

w dxh2
F

s
VJ

N˜w J N2 dx

4g s
VJ

w J dxh2
F

1

P(VJ )
.

Per ottenere b) basta ricordare che, denotato con l 1 (V) il primo autovalore
(cioè il quadrato della frequenza principale) del problema

.
/
´

2Du4lu

u40

in V

su ¯V ,

si ha

l 1 (V) 4 min
s

V

N˜vN2 dx

s
V

v 2 dx
4

s
V

N˜cN2 dx

s
V

c 2 dx
,

dove c è la prima autosoluzione, cioè c è una soluzione non banale del
problema

.
/
´

2Dc4l 1 c

c40

in V

su ¯V

e procedere come in a).
Ricordiamo infine che, se V è un aperto limitato di R3 il cui complemento in-

dichiamo con 2V, la capacità elettrostatica di V, denotata con C(V), è data da

C(V) 4 min
s

2V

N˜vN2 dx

4p (max v)2
4

1

4p
s

2V

N˜xN2 dx ,

dove il minimo è fatto tra le funzioni O(1 /NxN) costanti sul bordo di V e x risol-
ve il problema

.
/
´

2Dx40

x41

x4O(1 /NxN)

in 2V

su ¯V

per NxNKQ .

Si ottiene c) procedendo come in a).
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4. – Qualche esempio di stime.

I precedenti risultati hanno stimolato un fiorire di ricerche di stime accura-
te di grandezze quasi sempre suscettibili di rappresentazioni variazionali. Tali
stime sono spesso ottimali, nel senso che diventano eguaglianze in corrispon-
denza di un particolare insieme (ad esempio una sfera) od in un caso limite. Chi
voglia orientarsi su tale tipo di questioni non può, ancora oggi, prescindere
dallo straordinario testo di Pólya-Szegö [171] che contiene tutte le idee fonda-
mentali e, come già detto, una bibliografia completa fino al 1950; interessanti
articoli di survey sono [122] e [161].

Risultati di vario tipo riguardanti diseguaglianze che coinvolgono la rigidi-
tà torsionale, la capacità, il primo autovalore ed altre quantità di interesse fisi-
co-matematico sono contenuti, per esempio, in [26], [27], [28], [29], [30], [31],
[32], [33], [34], [40], [41], [42], [43], [56], [59], [68], [69], [72], [83], [99], [118],
[120], [121], [125], [126], [141], [142], [152], [156], [158], [162], [166], [170], [172],
[176], [188], [189], [192], [196], [197], [202], [212], [223], [224].

Diamo qui qualche semplice esempio di maggiorazione utilizzando le nota-
zioni w, c introdotte nel paragrafo precedente.

Partiamo dalla congettura di St. Venant.
La soluzione del problema

.
/
´

2Du42

u40

in VJ

su ¯VJ

nel cerchio VJ di misura uguale a quella di V si scrive

u(x) 4
NVN2pNxN2

2p

e quindi, ricordando che, come già visto,

1

P(V)
F

1

P(VJ )
4

s
VJ

N˜uN2 dx

4g s
VJ

u dxh2
,

si ottiene la stima ottimale

P(V) G
NVN2

2p
.

Un’altra diseguaglianza interessante, che lega il massimo della funzione
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stress w alla rigidità alla torsione (cfr. [161]), è la seguente

P(V) F2p (max w)2 ;

da qui e dalla precedente diseguaglianza si ricava una stima ottimale del mas-
simo della funzione stress

max wG
NVN

2p
.

Più in generale, si può ottenere una sorta di principio di massimo nel piano.
Infatti, detta z la soluzione del problema

.
/
´

2Dz42 f

z40

in V

su ¯V ,

scrivendo z mediante la funzione di Green ed usando la stima precedente rela-
tiva alla funzione stress, si ha

maxNzNG
NVN

2p
maxNfN .

Una piccola lista di semplici stime molto eleganti è la seguente (cfr. [129],
[130], [131], [160]):

s
V

w q dxF
2p

q11
(max w)q11 ;

l 1 (max w)3 G
3P(V)

2p
;

gs
V

c dxh2

F
4p

l 1

s
V

c 2 dx ;

P(V) l 1
2 F

p

2
j0

4 C16.7p ,

dove j0 è il primo zero positivo della funzione di Bessel J0 .
Le precedenti maggiorazioni sono tutte relative al caso in cui V è un aperto

del piano. Nello spazio la congettura di Poincaré diventa (cfr. [161])

C(V) F [3( vol V) /4p]1/3 .

Le precedenti stime sono state estese in varie direzioni e ciò ha spesso ri-
chiesto un uso molto sofisticato dei metodi di simmetrizzazione: il caso di Rn,
casi non lineari (ad esempio la «torsional creep»), il caso di domini a connessio-
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ne multipla in relazione alla rigidità alla torsione etc. (cfr., ad esempio, [15],
[76], [130], [157], [159], [161], [163], [164], [165], [171], [199]).

Tra le stime ottimali particolare rilievo merita il risultato sulla migliore co-
stante nella diseguaglianza di Sobolev (cfr. [123], [198])

VuVp * GCVDuVp ,

dove
1

p *
4

1

p
2

1

n
, 1 EpEn e

C4
1

n 1/p kp
g p21

n2p
h121/p{ G(11n/2 ) G(n)

G(n/p) G(11n/p 8 )
}1/n

.

Di tale stima daremo in appendice una semplice dimostrazione.
Ci limitiamo qui a ricordare che in questo ultimo ambito si sono avuti molti

risultati quali ad esempio quelli relativi al caso delle varietà, degli spazi di Lo-
rentz o degli spazi di Orlicz [1], [7], [8], [13], [35], [36], [64], [65], [146], [173],
[216] (cfr. anche [49], [51], [91], [136], [150], [206]).

5. – Equazioni ellittiche.

Le tecniche di simmetrizzazione nello studio delle soluzioni di problemi al
contorno per equazioni ellittiche in forma di divergenza sono adoperate per la
prima volta da Weinberger in un lavoro [225] in cui si considera il seguente
problema di Dirichlet in un aperto V di Rn

.
/
´

2(aij uxj
)xi

4 f

u40

in V

su ¯V ,

nell’ipotesi che i coefficienti aij siano limitati, misurabili e soddisfino l’ipotesi di
ellitticità

aij j j j i FNjN2 , (j�Rn .

Il termine noto è tale da garantire l’esistenza di una soluzione debole del
problema.

Weinberger ottiene la migliore costante K nella stima

Nu(x)NGKV f Vp , pD
n

2
.

Per ottenere tale risultato si fissa un punto O in V e si stima la norma L p della
funzione di Green G(x) fG(O , x), facendo uso dell’ipotesi di ellitticità e della
classica diseguaglianza isoperimetrica.

Successivamente Talenti [199] dimostra il primo risultato (che ormai può
definirsi classico) di confronto «puntuale» (in un senso che preciseremo in se-
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guito) per le soluzioni del problema di Dirichlet per equazioni ellittiche in for-
ma di divergenza.

A tal fine è necessario premettere alcuni brevi richiami sulla nozione di
riordinamento.

6. – Riordinamenti.

Sia V un aperto limitato di Rn , w : VKR una funzione misurabile. Si
definiscono:

i) funzione di distribuzione di w

m w (t) 4N]x�V : Nw(x)ND t(N , tF0 ;

ii) riordinamento decrescente di w

w *(s) 4 sup ]tF0 : m w (t) Ds( , s� (0 , NVN) ,

(«grosso modo» w *4m w
21 );

iii) riordinamento sferico decrescente di w

w J (x) 4w *(Cn NxNn ) , x�VJ ,

dove Cn 4N]x�Rn : NxNE1(N.
A titolo di esempio, di seguito sono riportati i grafici di una funzione w, del-

la sua funzione di distribuzione e del suo riordinamento.
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Ricordiamo brevemente alcune proprietà dei riordinamenti. In primo luogo w,
w J e w * sono equimisurabili, cioè

m w (t) 4m w * (t) 4m w J (t) , tF0 ;

da cui, per il principio di Cavalieri, segue

VwVL p (V) 4Vw * VL p (0 , NVN) 4Vw J

VL p (VJ ) , (1 GpGQ) ;
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ed anche

s
NwND t

NwN dx4 s
0

m w (t)

w *(s) ds .

Vale inoltre la diseguaglianza di Hardy-Littlewood

s
V

NvwN dxG s
0

NVN

v *(s) w *(s) ds4 s
VJ

v J w J dx ;

da cui segue, per esempio,

s
E

NwN dxG s
0

NEN

w *(s) ds4 s
E J

w J dx , E%V .

Osserviamo che per confrontare le norme di due funzioni è sufficiente confron-
tarne le «concentrazioni». Più precisamente, se vale

s
0

s

w *(r) drGs
0

s

v *(r) dr , s� (0 , NVN)

allora

VwVL p (V) GVvVL p (V) , 1 GpGQ .

Infine ricordiamo il principio di Pólya ([67], [133])

s
V

N˜wNp dxF s
VJ

N˜w J Np dx , 1 GpEQ , (w�W0
1, p (V) .

Per uno studio dettagliato delle proprietà dei riordinamenti e per una ana-
lisi di molti tipi di simmetrizzazione si rinvia a [19], [38], [39], [46], [53], [62],
[63], [67], [77], [84], [89], [90], [92], [93], [110], [111], [119], [124], [134], [147],
[153], [171], [185], [187], [190], [191], [193], [205].

OSSERVAZIONE. – In relazione al principio di Pólya va segnalata la memoria di
Brothers-Ziemer [67] in cui, tra l’altro, si stabilisce un risultato relativo al caso in
cui la diseguaglianza diventa una eguaglianza; su ciò non possiamo intrattenerci
dal momento che intervengono nozioni tecniche piuttosto sofisticate.

OSSERVAZIONE. – Si dimostra (cfr., ad esempio, [74], [82]) che l’applicazione
che ad una funzione associa il suo riordinamento sferico è continua da L p in sé;
in [81] Coron prova che tale applicazione è continua anche da W 1, p (R) in sé;
tale risultato non si estende ad Rn, con nD1, senza ulteriori e sofisticate ipote-
si [4], [5].
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7. – Teorema di Talenti.

Consideriamo ancora il problema

.
/
´

2(aij uxj
)xi

4 f

u40

in V

su ¯V

nell’ipotesi che i coefficienti aij siano limitati, misurabili e soddisfino l’ipotesi di
ellitticità

aij j j j i FNjN2 , (j�Rn .

Il termine noto è tale da garantire l’esistenza di una soluzione debole del pro-
blema. Il riordinamento di f e la misura di V si intendono fissati.

Per semplicità nel seguito supporremo i dati regolari ed inoltre assumere-
mo fF0, da cui uF0.

Gli strumenti che useremo sono i seguenti:

1) integrazione sui sopralivelli di u;

2) teorema della divergenza;

3) formula di co-area [109];

4) diseguaglianza isoperimetrica [85];

5) proprietà dei riordinamenti.

Integrando ambo i membri dell’equazione sull’insieme di livello ]x�V :
u(x) D t( con tF0 ed utilizzando in successione la diseguaglianza di Hardy-
Littlewood, il teorema della divergenza, l’ipotesi di ellitticità, la diseguaglian-
za di Cauchy-Schwartz, la formula di co-area e la diseguaglianza isoperimetri-
ca, si ottiene

s
0

m u (t)

f *(s) dsF s
uD t

f dx4 s
uD t

2(aij uxj
)xi

dx4

4 s
u4 t

aij uxj

uxi

N˜uN
dsF s

u4 t

N˜uN dsF

F

g s
u4 t

dsh2

s
u4 t

1

N˜uN
ds

4

g s
u4 t

dsh2

2m u8 (t)
F

(nCn
1/n m u (t)121/n )2

2m u8 (t)
.
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Quindi

n 2 Cn
2/n m u (t)222/n

2m u8 (t)
G s

0

m u (t)

f *(s) ds

e, dalla definizione di riordinamento, segue

(2u *(s) )8G
1

n 2 Cn
2/n s 222/n

s
0

s

f *(r) dr

da cui si ha

u *(s) G
1

n 2 Cn
2/n

s
s

NVN

dr

r 222/n
s
0

r

f *(r) drfv *(s) , s� (0 , NVN) .

Si osserva subito che, posto

v(x) 4
1

n 2 Cn
2/n

s
Cn NxNn

NVN

dr

r 222/n
s
0

r

f *(r) drfv *(Cn NxNn ) ,

risulta che v(x) è soluzione del problema

.
/
´

2Dv4 f J

v40

in VJ

su ¯VJ .

Si ottiene dunque un confronto puntuale tra il riordinamento della soluzione di
un qualunque problema che rientri nella classe considerata e quello della solu-
zione di un problema «simmetrizzato» che, in un certo senso, è il più semplice
(ed il più aderente ai vincoli scelti) tra quelli della suddetta classe.

In realtà si trova di più in quanto vale anche una diseguaglianza tra le
energie; precisamente, si ha il seguente risultato.

TEOREMA. – ([199])

u *(s) Gv *(s) , s� (0 , NVN) ;

s
V

N˜uNq dxG s
VJ

N˜vNq dx , 0 EqG2 .

OSSERVAZIONE. – Il caso dei dati non regolari si può trattare procedendo
per approssimazione oppure, come nel lavoro di Talenti, usando il metodo delle
troncature per lavorare direttamente sugli insiemi di livello di u . Ovviamente,
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se u non è regolare, integrali del tipo

s
u4 t

N˜uNds

non hanno più senso ed il loro ruolo viene svolto da

2
d

dt
s

uD t

N˜uN2 dx .

OSSERVAZIONE. – Si osservi esplicitamente che se l’operatore è il D, f4 f J

ed V4VJ, tutte le diseguaglianze nella precedente dimostrazione diventano
eguaglianze.

Una possibile applicazione del risultato precedente consiste nell’ottenere
la migliore costante C in diseguaglianze del tipo

VuVGCV f V .

Ad esempio

sup NuN4u *(0) Gv *(0) 4
1

n 2 Cn
2/n

s
0

NVN

dr

r 222/n
s
0

r

f *(r) dr ,

che fornisce una stima ottimale in uno spazio di Lorentz, o anche

sup NuN4u *(0) Gv *(0) 4 s
0

NVN

r 2112/n 2NVN2112/n

n(n22) Cn
2/n

f *(r) drG

GCNVN2/n21/p
V f Vp , pDn/2 ,

dove

C4
1

n(n22) Cn
2/n g n(p21)

2p2n
h1/p 8

.

Una vasta gamma di maggiorazioni fini è contenuta nel citato lavoro di
Talenti.

8. – Equazione completa.

Il risultato di Talenti (e la tecnica da lui messa a punto) hanno aperto un
vastissimo filone di ricerche che va dallo studio di equazioni ellittiche più gene-
rali (equazioni lineari [3], [6], [17], [20], [21], [95], [127], [128], [137], [151],
[215], [220], [221], equazioni non lineari [2], [16], [18], [20], [47], [54], [55], [57],
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[61], [73], [86], [105], [106], [108], [115], [ 117], [138], [140], [167], [175], [177],
[200], [214], equazioni degeneri [23], [25], [52], [113], [116], ecc.) al caso para-
bolico [18], [21], [44], [45], [60], [88], [96], [148], [213], [219], [222], dal problema
di Neumann [98], [139], [143], [155] alle disequazioni variazionali [17], [22],
[48], [174], [182], da classi di equazioni tipo Hamilton-Jacobi [12], [107], [112],
[114], [145] a Monge-Ampère [201], [217], [218], da funzionali del calcolo delle
variazioni [78], [80], [144], [207] a problemi di ottimizzazione in classi di funzio-
ni con assegnato riordinamento [19], [70], [71], [79], [104].

Prendiamo qui in esame alcuni casi modello particolarmente espressivi del
tipo di fenomeni cui si va incontro.

Consideriamo il problema

.
/
´

2(aij uxi
)xj

1 (bi u)xi
1di uxi

1cu4 f

u40

in V

su ¯V

nelle ipotesi:

i) V aperto limitato di misura fissata;

ii) aij limitati, misurabili e tali che

aij j i j j FNjN2 , per q.o. x�V , (j�Rn ;

iii) bi , di , c�L Q (V);

iv) f�L 2n/(n12) (V) con riordinamento fissato.
Consideriamo ancora le due seguenti condizioni in alternativa:

v) !
i

Nbi (x)1di (x)N2 GR 2, !
i

(bi )xi
1cF0;

v)8 !
i

Nbi (x)N2 GB 2, !
i

Ndi (x)N2 GD 2, cF0.

Ovviamente il tipo di confronto che si trova dipende dai vincoli imposti e
conduce sempre al problema «simmetrizzato» (in un certo senso) più semplice
od anche più aderente ai vincoli.

Così tra i problemi che soddisfano i)-v) vi è

.
/
´

2Dv1
R

NxN
xi vxi

4 f J

v40

in VJ

su ¯VJ ,

la cui soluzione è data da

v(x) 4 s
NxN

[Cn
21 NVN]1/n

dr

r n21
s
0

r

e R(r2r) f *(Cn r n ) r n21 dr ,
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e tra i problemi che soddisfano i)-iv), v)8 vi è

.
/
´

2Dw2Bg xi

NxN
wh

xi

1
D

NxN
xi wxi

4 f J

w40

in VJ

su ¯VJ ,

per il quale è necessario supporre che la soluzione w�H0
1 (VJ ) esista.

Si ha il seguente risultato.

TEOREMA. – ([20], [24], [203]) Sotto le ipotesi i)-v) si ha

u *(s) Gv *(s) , s� (0 , NVN) ,

e sotto le ipotesi i)-iv), v)8 riesce

u *(s) Gw *(s) , s� (0 , NVN) .

OSSERVAZIONE. – Anche nel caso dei problemi testé presi in esame è possi-
bile ottenere in alcuni casi stime dell’energia.

9. – Influenza del termine di ordine zero.

Nei risultati richiamati fino ad ora si è sempre trascurata l’influenza del
termine di ordine zero (cu) del quale, sostanzialmente, ci si libera tramite l’ipo-
tesi di segno. Vogliamo indicare come si possono trovare risultati di confronto
con problemi che abbiano «memoria» del termine cu.

Per semplicità poniamo bi 4di 40 e consideriamo il problema

.
/
´

2(aij uxj
)xi

1cu4 f

u40

in V

su ¯V

nelle ipotesi i), ii), iv) ed assumendo inoltre che

cF0 , con assegnato riordinamento .

Tra i problemi che soddisfano i vincoli posti vi è

.
/
´

2Dz1c
J

z4 f J

z40

in VJ

su ¯VJ ,

dove c
J

(x) 4c *(NVN2Cn NxNn ) è il riordinamento sferico crescente di c.
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TEOREMA. – ([20], [75], [135])

s
0

s

u *(r) drGs
0

s

z *(r) dr , s� (0 , NVN) .

DIM. – Per semplicità sia c41. Ricordiamo che nella dimostrazione del ri-
sultato di Talenti si trova, con c40,

(2u *(s) )8G
1

n 2 Cn
2/n s 222/n

s
0

s

f *(r) dr

che, sostituendo f con f2u, diventa

(2u *(s) )8G
1

n 2 Cn
2/n s 222/n

u s
0

s

f *(r) dr2s
0

s

u *(r) drv .

Posto

U(s) 4s
0

s

u *(r) dr ,

si ha

.
/
´

2U 9 (s)1
U(s)

n 2 Cn
2/n s 222/n

G
1

n 2 Cn
2/n s 222/n

s
0

s

f *(r) dr

U(0) 4U 8 (NVN) 40 .

Posto ancora

Z(s) 4s
0

s

z *(r) dr ,

si ha

.
/
´

2Z 9 (s)1
Z(s)

n 2 Cn
2/n s 222/n

4
1

n 2 Cn
2/n s 222/n

s
0

s

f *(r) dr

Z(0) 4Z 8 (NVN) 40

e dal principio di massimo segue il teorema.
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OSSERVAZIONE. – Noti controesempi assicurano che non vale la stima pun-
tuale (cfr., ad esempio, [75]); d’altro canto, per una proprietà dei riordinamenti
richiamata in precedenza, si ha comunque

VuVL p (V) GVzVL p (V) 1 GpGQ .

OSSERVAZIONE. – Se si tiene conto dell’influenza del termine di ordine zero,
si ottiene una stima che è in un certo senso più aderente di quella ottenuta nel
paragrafo 7. Infatti, in generale, indicando con v la funzione introdotta nel pa-
ragrafo 7, u *, v *, z * hanno un andamento come in figura.

OSSERVAZIONE. – È possibile tenere conto contemporaneamente sia dei ter-
mini del primo ordine che di quello di ordine zero (cfr., ad esempio, [17], [20],
[215]). In tal caso si ottengono stime del tipo

s
0

s

e 2Kr 1/n
u *(r) drGs

0

s

e 2Kr 1/n
z *(r) dr

dove K è una costante positiva. Tali stime danno, ad esempio, la maggiorazione

VuVQGVzVQ .

Controesempi mostrano che non è possibile avere K40 [20].

OSSERVAZIONE. – È possibile trattare il caso in cui c(x) ha segno variabile
(cfr., ad esempio, [17], [20], [135]).
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10. – Equazioni paraboliche.

Il risultato relativo agli operatori ellittici in cui non si trascura l’influenza
del termine di ordine zero, richiamato nel paragrafo precedente, può essere
usato per trattare il caso parabolico, discretizzando nel tempo.

Ad esempio, se prendiamo in esame i problemi

.
/
´

ut 2Du4 f (x , t)

u40

u(x , 0 ) 4u0 (x) ,

in V3 [0 , T]

su ¯V3 [0 , T]

.
/
´

vt 2Dv4 f J (x , t)

v40

v(x , 0 ) 4u0
J (x)

in VJ3 [0 , T]

su ¯VJ3 [0 , T]

si può provare il seguente risultato.

TEOREMA. – ([20], [21], [45], [148])

s
0

s

u *(r , t) drGs
0

s

v *(r , t) dr , s� (0 , NVN) .

Ciò si ottiene per discretizzazione nel tempo, cioè applicando il risultato del ca-
so ellittico a problemi del tipo

.
/
´

2Du i 1
u i

ti11 2 ti

4 f i 1
u i21

ti11 2 ti

u i �H 1
0 (V)

con

u 0 4u0 , 0 4 t0 E t1 ERE tk 4T

ed operando poi un passaggio al limite.
Il caso parabolico si può anche trattare, in analogia al caso ellittico, inte-

grando sui livelli (cfr., ad esempio, [45], [148]). Questo metodo conduce allo
studio di formule di derivazione rispetto alla variabile t di integrali del
tipo

s
u(x , t) Du *(s , t)

u(x , t) dx

dove u *(s , t) è il riordinamento di u(x , t) con t fissato; in altri termini u *(s , t)
è la simmetrizzata di Steiner di u(x , t) rispetto alla retta x1 4x2 4R4xn 40;
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vale la pena di osservare esplicitamente che, quando t varia, la misura dell’in-
sieme di integrazione ]u(x , t) Du *(s , t)( vale costantemente s.

Tale difficoltà si può inquadrare anche in quella più generale di studiare
l’influenza della simmetrizzazione di Steiner sui problemi ellittici (cfr. anche
[66]).

11. – Formula di derivazione.

Diamo un cenno di come si possa dare una formula che consenta di effet-
tuare la derivata di integrali del tipo di quelli appena visti.

Sia u una funzione di classe C Q (G), dove G4V3 [0 , T] %Rn11 ed V è un
aperto limitato regolare di Rn.

Fissato t� [0 , T], definiamo

G t
u4 ](x , t) : x�V , u(x , t) 4u( (livello non critico),

Gt
u4 ](x , t) : x�V , u(x , t) Du(.

Si introduce su G t
u un campo di vettori

A 4 (Ai (x , t), 1) , i41, R , n

dove

Ai (x , t) 4A(x , t)
uxi

N˜x uN

e A(x , t) è tale che

l s
G t

u

A(x , t) dx s40;

l !
i41

n

Ai (x , t) uxi
1ut 4costante su G t

u .

Il campo A fa in modo che la linea di livello G t
u si «evolva» conservando la pro-

prietà di essere il bordo di un insieme di livello la cui misura non dipende da t.
Per ogni g�C Q (G) si ha la formula di derivazione (cfr. [10], [11], [100],

[101])

¯

¯t
s

Gt
u

g(x , t) dx4 s
Gt

u

gt (x , t) dx2s
G t

u

Ag dx s .

OSSERVAZIONE. – Tale formula si può considerare come una generalizzazio-
ne della classica formula di coarea.
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OSSERVAZIONE.. – Se g4u si ha

s
G t

u

Au dx s4us
G t

u

A dx s40

e dunque (cfr. [45], [148])

¯

¯t
s

Gt
u

u(x , t) dx4 s
Gt

u

ut (x , t) dx .

Tale formula ha varie applicazioni. Ad esempio, si può dare un risultato di
confronto per un’equazione non variazionale del tipo (cfr. [11])

.
/
´

2(aij uxj
)xi

2a(t) utt 4 f (x , t)

u40

in G

su ¯G

ottenendo ancora la stima

s
0

s

u *(r , t) drGs
0

s

v *(r , t) dr ,

dove v è la soluzione del problema

.
/
´

2D x v2a(t) vtt 4 f J (x , t)

v40

in GJ

su ¯GJ .

12. – Equazioni non lineari di tipo ellittico: qualche esempio.

Segnaliamo alcune classi di equazioni ellittiche non lineari che sono state
trattate con i metodi di simmetrizzazione ottenendo, tra l’altro, come conse-
guenza, risultati di regolarità, anche in casi limite, e di esistenza.

Ad esempio, sono stati studiati in [200] problemi del tipo

.
/
´

2(ai (u , ˜u) )xi
4 f

u40

in V

su ¯V

sotto la condizione

ai (h , j) j i FA(NjN)

con A(r) funzione convessa in [0 , 1Q[ e tale che A(r) /rK0 per rK0.
In tale classe rientrano, ad esempio, il p-laplaciano e l’equazione di superfi-

ci con curvatura media assegnata.
Un’altra classe di problemi trattati è quella dei problemi con crescita natu-
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rale nel gradiente (cfr. [20], [73], [102], [105], [106], [117], [138], [177],
[182])

.
/
´

2D p u4N˜uNp 1 f

u40

in V

su ¯V .

Segnaliamo infine una classe di operatori non lineari degeneri studiata re-
centemente da vari autori facendo uso di tecniche di simmetrizzazione (cfr. [9],
[14], [214])

.
/
´

2(ai (u , ˜u) )xi
4 f

u40

in V

su ¯V

sotto le condizioni

ai (h , j) j i Fb(NhN)NjNp , 1 EpEQ

dove b : [0 , 1Q[K]0 , 1Q[ è una funzione continua e limitata.
Limitandosi, per semplicità, al caso p42, si ottiene, per esempio

2
d

ds
B(u *(s) )G

1

n 2 Cn
2/n s 222/n

s
0

s

f *(r) dr

dove

B(t) 4s
0

t

b(s) ds .

Si ricava

B(u *(0))G
1

n 2 Cn
2/n

s
0

NVN

ds

s 222/n
s
0

s

f *(r) dr .(i)

La diseguaglianza precedente fornisce sempre una stima per u solo se

lim
tK1Q

B(t) 41Q .

Se invece

lim
tK1Q

B(t) 4bEQ ,

allora la (i) fornisce una stima per u solo se f è «abbastanza piccola».
Come nel caso non degenere, si ottengono stime anche per ˜u.
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Appendice.

Diamo qui una semplice dimostrazione che consente di pervenire alla mi-
gliore costante nella diseguaglianza di Sobolev.

DIM. – Richiamiamo una classica diseguaglianza per funzioni di una varia-
bile [58]

a) diseguaglianza di Bliss (1 EpEq)

s
0

Qu s
r

Q

W(s) dsv
q

drGCu s
0

Q

W(r)p

r 12p2p/q
drv

q/p

,

dove

C4
p

q21
{ G(pq/(q2p) )

G(q/(q2p) ) G(p(q21) /(q2p) )
}q/p21mqg12

1

p
hnq2q/p11

.

Sia u una funzione di classe C0
Q (Rn ) che, per evitare complicazioni tecniche,

supponiamo priva di zone piatte; dalla formula di co-area si ricava subito
l’eguaglianza

b)
d

ds
s

NuNDu *(s)

N˜uN dx4 (2u *(s) )8 P]NuNDu *(s)( ,

dove P indica il perimetro nel senso di De Giorgi [85].

Posto

N˜uN4 f

ed integrando sull’insieme di livello ]NuNDu *(s)(, si ricava

nCn
1/n s 121/n (2u *(s) )8GF(s)

dove

F(s) 4
d

ds
s

NuNDu *(s)

f dx ;

ne consegue

u *(s) G
1

nCn
1/n

s
s

NVN

r 2111/n F(r) dr
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e dalla diseguaglianza di Bliss

VuVp * GVu * Vp * GCVFVp GCV f Vp

con
1

p *
4

1

p
2

1

n
e

C4
1

n 1/p kp
g p21

n2p
h121/p{ G(11n/2 ) G(n)

G(n/p) G(11n/p 8 )
}1/n

.

Un punto centrale di tale dimostrazione è la stima

VFVp GV f Vp

che si ottiene facilmente con un calcolo diretto o facendo ricorso alla nozione di
pseudo-riordinamento (cfr. [19], [23], [97]).

Più precisamente si può osservare che F è uno pseudoriordinamento di f e
pertanto esiste una successione di funzioni fk che converge debolmente ad F
tale che fk*4 f * (cfr. [23]).

La nozione di pseudoriordinamento è equivalente a quella di riordinamento
relativo introdotta da Mossino-Temam [149] nello studio di problemi della fisi-
ca del plasma ed ha trovato una vasta gamma di applicazioni sulle quali non
possiamo intrattenerci (cfr., ad esempio, [149], [178], [179], [180], [181], [182],
[183]).
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